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Pregunta 1

Sea P = (Q,%,T, A, qo, L,{gr}) un autémata apilador con un tnico estado final y tal que todas sus transiciones

en A son de la forma (p,a,A,q,B1Bs) o de la forma (p,a, A,q,€) con p,q € Q,ac X u{ety A By,By €T.

Demuestre que existe un autémata apilador P’ con UN solo estado tal que L(P) = L (P’).

Solucion

La solucién corresponde a la demostracién vista en la clase 27. Definiremos un nuevo PDA de un solo estado ¢*:
Pl = (Ql7 E’ F’? A,’ q*7 J‘,’ F’)

de tal forma que:

e Q'=F'"={q"} es el tnico estado, inicial y final.

¥ es el alfabeto de lectura (el mismo que P).

o IV =Q xTI'xQ ser4 el alfabeto de stack.
“(p,A,q) €T si desde p leyendo A en el tope de stack llegamos a ¢ al hacer pop de A.”

o AN'c(Q x(Zu{e})xT")x (Q' xT"™) es la relacién de transicién.
e 1"=(qo,L,qy) es el simbolo inicial del stack.
“El autémata parte en go y al hacer pop de 1 llegara a g¢.”

Bésicamente, estamos guardando la informacién de los estados de P como parte del stack de P’, en tuplas de
forma (p, A,q), donde p € @ representarfa nuestro estado actual, A € T* el stack de P y g € Q el estado que
“adivinamos” estd por debajo en el stack de P’. Definiremos A’ de la siguiente manera:

Transiciones push

r_ {(q*vav (p7A7q2)7q*7(q7317Q1)(qlvBQaq2)) | (p7a7A7Qa B1B2) € A/\(]17(I2 € Q} U
{(¢",a,(p, 4,9),4",€) | (p,a, A, q,e) € A}

Transiciones pop

Ahora demostramos que tanto P como P’ definen el mismo lenguaje. Para esto, demostraremos la siguiente
afirmaciéon para todope @, Ael', weX* y k> 1:

(pA,w) =5 (g,€)  siysolosi (¢ (p,A,q),w) Vs (g7, €)
Si esta afirmacion es verdadera tendremos como caso particular que:
(q0L,w) Fp (qr,€)  siysolosi  (¢"(qo, L, qr),w) +p: (7€)
lo que significa que: L(P) = L(P"). Demostraremos lo anterior por induccién en el largo de sus ejecuciones.

Caso base Para una ejecucién de un solo paso, sabemos que la Unica transicion existente serd pop. Digamos
que c € ¥ una letra cualquiera:

(pA,C) Fp (Q7€)
< (pe,A g e)eA
< (¢%,¢,(p,A,q),q",¢)e A" por construccién

g (q*(p7A7Q)vc) Fpr (q*,e)
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Hipétesis inductiva Supongamos se cumple la siguiente propiedad para k < n
(pA,w) +p (g,6)  siysolosi  (¢"(p,A,q),w) =3 (¢7,€)

Paso inductivo Digamos que tenemos una palabra w € X* tal que |w|=n y w = ¢-u-v. Luego analicemos la
ejecucién por partes:

(pA,c) =5 (g,€)
< (pA,c-u-v)rp (p1B1B2,u-v) Hp (p2Ba,v) +5 (g,€)

g (p7CaAvplaBlB2) €A
(q*,C, (p’Aan)aq*v (plyBlaql)(qlﬂBQan)) € A, por construccién
Aad (q*(p,A7p1),C) =pr (q*7€)

8

Por otra parte, tomemos una seccién de tamano ¢ < n de la ejecucién,

(pA,c) =p (g,€)
< (pA,c-u-v) +p (p1B1Ba,u-v) ~p (paBa,v) '—g: (g,€)

- (plBlau) '_’iP (p276)
< (¢"(p1,B1,p2),u) l—ép, (p2,€) ya quei<mn, por HI.

Similarmente, tomemos una seccién final de tamano j < n,

(pA;c) =p (g:€)

< (pA,c-u-v) Fp (p1B1Bs,u-v) +p (paBa,v) +5 (g,€)

had (p2B27rU) '_.; (q,ﬁ)
< (¢"(p2, B2,9),v) Vp, (¢,€)  yaque j <n, por H.L
Finalmente, al juntar estas tres conclusiones podemos ver que
(q*(pa Av Q)v C-U- U) '_T’Ié" (q*v 6)

Finalmente, hemos demostrado por induccién que L£(P) = L(P’), ya que las ejecuciones de ambos PDA son
equivalentes.

Distribucién de puntaje

e (1 pto.) Por plantear el concepto de construccién y funcionamiento del nuevo PDA P’.

(1 pto.) Por definir correctamente el alfabeto de stack I'.

4

(1 pto.) Por definir correctamente el simbolo inicial del stack 1

(1 pto.) Por definir en A’ las transiciones push correctamente.

(1 pto.) Por definir en A’ las transiciones pop correctamente.

(1 pto.) Por demostrar que ambos PDA definen el mismo lenguaje, L(P) = L(P')
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Pregunta 2

Considere la siguiente expresién regular sobre el alfabeto {a,b}:
R = (ab+ abb + abbb)*

1. Construya un autémata finito determinista A tal que £L(A) = L(R). Explique su respuesta.

2. Demuestre que NO existe un autémata finito determinista A’ con 4 estados tal que £ (A") = L(R).

Solucion

Problema 2.1. La expresién R representa cadenas en repeticiones de ab, abb y abbb. Un AFD (autémata
finito determinista) que acepte esta expresion regular, debe reconocer cada uno de estos patrones. El siguiente
autémata cumple con lo anterior:

a,b

Explicacién: El autémata tiene cinco estados, qo,q1, 92,93 y q4. El estado inicial es qg y los estados finales son
Go,q2 ¥ q3. El estado q4 es un estado de error, que se alcanza si se lee un simbolo distinto de b o a en los estados
qo 0 ¢ respectivamente. En el estado gy se espera leer un a para pasar al estado ¢; y luego un b para pasar
al estado ¢2. En el estado g2 se espera leer un b para pasar al estado g3 y luego un a para volver al estado ¢;.
En el estado g3 se espera leer un b para volver al estado ¢ y un a para volver al estado ¢q;. En el estado g4 se
espera leer un a o un b para quedarse en el mismo estado.

Distribucién de puntaje

e (1 pto.) Por aceptar € en el estado inicial que ademds es un estado de reinicio y aceptacién. Es decir,
reconocer la secuencia vacia y abbb.

(1 pto.) Por aceptar a en el estado inicial y pasar al estado ¢;.

(1 pto.) Por aceptar b en el estado ¢; y pasar al estado ¢go. Es decir, reconocer la secuencia ab.

(1 pto.) Por aceptar b en el estado g2 y pasar al estado gs. Es decir, reconocer la secuencia abb.

(1 pto.) Por estado de rechazo en el estado g4. Es decir, rechazar cualquier secuencia que no sea ab, abb
o abbb.

(1 pto.) Por la explicacién.

Problema 2.2. El lenguaje L(R) tiene estructuras repetitivas que dependen de la longitud de las cadenas
ab, abb, abbb. Cada uno de estos patrones requiere distinguir entre diferentes posiciones dentro de las cadenas.
Con sélo 4 estados no es posible rastrear suficientes configuraciones, pues es necesario considerar las palabras
que no son aceptadas como se vio anteriormente.

PD: Todas las clases de equivalencia de la relacién de Myhill Nerode =,(g) son distintas, por lo que no es
posible reducir el autémata.

Para esta demostracién, se puede usar el concepto de clases de equivalencia de Myhill-Nerode. Este método
se basa en demostrar que el lenguaje tiene mas de 4 clases de equivalencia, lo que implica que no es posible
reducir el autémata a menos de 5 estados.
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Sabemos que dos cadenas x y y estdn en la misma clase de equivalencia respecto a L(R) si, para cualquier
cadena z, la concatenacién de zz € L(R) implica que yz € L(R) y viceversa. En otras palabras z =gy y <=
(VzeX*aze L(R) < yzeL(R)).

Para el lenguaje, las clases de equivalencia dependen de qué prefijos de la cadena x se alinean con los patrones
ab, abb o abbb. Necesitamos distinguir cuantos estados posibles puede tener la méquina.

Los patrones posibles en £(R) generan 5 clases de equivalencia diferentes:

e [¢]: Cadenas vacias o listas para empezar un patrén.

a]: Cadenas que han iniciado un patrén pero necesitan un b.

|
[
e [ab]: Cadenas que estdan en medio de un patrén valido, esperando completarse o reiniciarse.
[abb]: Cadenas que casi completan un patrén vilido, faltando solo un b.

[

aa]: Cadenas invélidas para el lenguaje porque no pueden derivar en un patrén aceptable.
Para mostrar que estas clases de equivalencia son distintas, se puede usar el siguiente argumento:

€ a | ab | abb

a b
ab | b | bbb
abb | b | bb | bb

aa | ab | b b b

En la tabla, se muestra que las clases de equivalencia son distintas, pues para cada par de cadenas, se puede
encontrar una cadena z que distinga entre ellas. Por ejemplo, para las cadenas a y ab, se puede usar z = bbb
para distinguirlas. Para las cadenas ab y abb, se puede usar z = bb para distinguirlas. Para las cadenas abb y
aa, se puede usar z = b para distinguirlas. Por lo tanto, como tengo por lo menos 5 clases de equivalencia de
Myhill-Nerode, entonces cualquier DFA que acepte L£(R) debe tener al menos 5 estados.

Distribucién de puntaje

e (1 pto.) Por identificar las clases de equivalencia.

(1.5 ptos.) Por comparar ab® versus ab’.

(1.5 ptos.) Por comparar ab® versus e.

(1.5 ptos.) Por comparar aa con cualquier otra cadena.

(0.5 ptos.) Por la conclusién de usar la relacién de Myhill-Nerode lleva a que el autémata tiene que
tener mds de 4 estados.
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Problema 3

Una gramaética libre de contexto G se dice lineal si todas sus producciones son de la forma X - aY, X - Ya o
X - acon X,)Y €V yaed. En cambio, G se dice que es lineal por la izquierda si es lineal y NO tiene reglas
de la forma X — aY.

1. Demuestre que si G es una gramédtica lineal por la izquierda, entonces £(G) es regular.

2. Demuestre que existe una gramética lineal G tal que £(G) NO es regular.

Solucién

Problema 3.1. Sea la gramdtica G = (V, X, P,S) lineal por la izquierda. Es decir, sus producciones son de
la forma X — Ya o X — a. Al ser lineal por la izquierda, su arbol derivacion serd de la forma:

S = X, 10y, = Xp—20n_10p = ... = X103...0,, = Q103...0y,

La idea es construir un autémata que adivinard (no determinismo) la derivacién anterior desde la derecha hacia
la izquierda. O sea, empezando con X; - a; de ahi X5 — Xjas, etc, hasta llegar a S - X,,_1a,. Para esto, los
estados del autéomata seran las variables V' con un estado adicional gy para partir.

Dado lo anterior, construimos el autémata A como sigue. Sea A = (V U {q}, %, A, {q},{S}), con A =
{(90,0,X) | X = aeP}u{(Y,a,X)| X - Yae P}. Por demostrar: L(G) = L(A).

L(G) c L(A)
Sea w = ajas...a, € L(G). Con G lineal por la izquierda. La derivacién de G sobre w es de la forma:

S = X, 10y, = Xp—20n_1ap = ... = X103...0,, = G103...0y,

De esto, es claro que se puede construir una ejecucién p de la forma:

P g5 X B Xy — X, S

L(A) c L(G)

La demostracion es exactamente igual para este lado que el anterior, se construye la misma ejecucién por
construccién de A y se concluye la misma derivacién de G.
Distribucién de puntaje

e (1 pto.) Por laidea de cémo es el &rbol de derivacién de la gramética y como esto puede llevar a construir
un autémata.

(1 pto.) Por dar el conjunto final del autémata de manera correcta.

(1.5 ptos.) Por el primer subconjunto de A.

(1.5 ptos.) Por el segundo subconjunto de A.

(1 pto.) Por demostrar, para ambos lados, que los lenguajes son iguales.

Problema 3.2. Sea el lenguaje L = {a"b"|n > 1}, que, como se vi$ en clases, es no regular.

Sea la gramatica G que lo produce tal que:

Como se puede notar, G es lineal y produce el lenguaje L. Por lo que queda demostrado.

Distribucién de puntaje
e (2 ptos.) Por dar el lenguaje.
e (2 ptos.) Por demostrar que es no regular. Si se usa uno visto en clases, es vdlido no demostrarlo.

e (2 ptos.) Por dar la gramdtica que construya al lenguaje.
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Problema 4

Considere el siguiente lenguaje sobre el alfabeto ¥ = {a, b}:
L={a"b"a"b™ |n>20Am=>0}.
Sea L®=Y¥*\L el complemento de L.

1. ;Es L libre de contexto? Demuestre su afirmacién.

2. j(Es L€ libre de contexto? Demuestre su afirmacién.

Solucién

Problema 4.1. El lenguaje no es libre de contexto. Para demostrar esto, usamos el lema del bombeo de
lenguajes libres de contexto. Sea N > 0. Definimos:

2z = aVpVaVeN.

Considere una particién cualquiera uvwzy = z tal que: vz # € y [vwz| < N. Como |[vwz| < N, se tiene que (1)
vwz € L(a*b*) o (2) vwz € L(b*a*). Asimismo, tomamos ¢ = 2. A continuacién analizaremos uno de los casos,
ya que el otro es andlogo:

Sin pérdida de generalidad, suponemos que v € L(a*) y x € L(b*). Los otros casos son andlogos. Entonces, se

tiene:
al a® a'bm b baN pN
M N N N N——
u v w xT Yy

Para algin j,k,l,m,m,n,oe Ntal que j+k+l=NAam+n+o=Nna(k+0vn#0) Recordemos que escogimos
i =2, con lo que tenemos:

wo? wa? y = It pmrInTo NyN _ (NekpN+n( NpN
Como k+0o0n#0, entonces N+k+ NvN+n=#N. Por lo tanto, uv?wz?y ¢ L.

Distribucién de puntaje

e (1 pto.) Por decir que el lenguaje NO es libre de contexto.

(1 pto.) Por definir z de manera correcta.

(1 pto.) Por descomponer z correctamente y usar ¢ = 2 o similar.

(1 pto.) Por mencionar y/o analizar los dos casos, dado que |vwz| < N.

(1 pto.) Por armar uv?wz?y ¢ L dado que se escogi6 i = 2 o similar.

e (1 pto.) Por concluir que uv?wz?y ¢ L dado que k#0 o n # 0.
Problema 4.2. FEl lenguaje es libre de contexto. Para esto, dado que el lenguaje se forma utilizando la
operacion complemento, notemos que tenemos dos casos:

I) w#a*b*a*b*, es decir, no es de la forma solicitada para L. Esto corresponde a casos como a...ab...ba...ab...ba...
0 b...ba...ab...ba..., es decir, a*bta*btaX

) w=a*bla™b™ tal que k+mvi+n
Dado esto, debemos formar una gramatica libre de contexto que contenga ambos casos. Un ejemplo es la
siguiente gramética .S, donde Sy corresponde al primer caso y Sy; corresponde al segundo:
S = Sr|Sir
Sr—>aSr|bB;
By > bBy|aA,
As > a Ay | b By
By >bBs|aFE
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E—-aFE|bFE]|e
Sy~ XB|AY
A-aAle
B—>bB|e
X->aXa|laAbB|bBaAla
Y->bYblaAbB|bBaAlb
De la definicién de S uno puede ver que las derivaciones de S; serdn de la forma:
w=a*bta* b aX
y las derivaciones de Sy seran de la forma:
w=a®bla™b™ tal que k=mvi+n

Por lo tanto, L(S) = L.

Distribucién de puntaje

(1 pto.) Por decir que el lenguaje es libre de contexto.

(0.5 ptos.) Por el caso L

(2 ptos.) Por el caso II.

(0.5 ptos.) Por las reglas de Sy.

(1 pto.) Por las reglas S;; - X B| AY, es decir, por hacer un camino que permita llegar a w = a*bla™b"
tal que k # m y otro que permita llegar a w = a®b'a™b™ tal que VI # n.

(1 pto.) Por el resto de las reglas de Sp;.
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