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Pregunta 1

Si la afirmacion se cumpliera para todo transductor, deberi cumplirse para los siguientes:

= Se construye 7; de la siguiente manera:

c/a e/b

g/e
start 0 @

= Se construye 72 de la siguiente manera:

e/a c/b

/e
start 0 @

Es facil ver que [T1] = {(¢",a™b™) | n > 0,m > 0} y [T2] = {(¢™,a™b™) | n > 0,m > 0}.

Luego, usando la interseccién de transductores, [T1] N [T2] = {(¢",a™d™) | n > 0}.

Calculando 72 ([T1] N [72]) = a™b™, podemos ver que el resultados no es un lenguaje regular (demostrado en
clases).

Finalmente, sabemos que para todo transductor T, se debe cumplir que 7o([T es regular, por lo tanto,
[71] N [72] no puede ser una relacién racional.

Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:

(3 puntos) Por encontrar dos tranductores que sirvan para dar un contraejemplo. Para cada trans-
ductor se define el siguiente puntaje:

e (1 punto) Por hacer la construccién del transductor.

e (0.5 puntos) Por definir la funcién [7] del transductor.

(1 punto) Por dar la funcién de la interseccién [T1] N [72]

= (1 punto) Por decir que el lenguaje de output del transductor a™b™ no es regular (andlogamente se
pudo haber encontrado para el input)

= (1 punto) Por explicar por qué el lenguaje a™b™ no es regular.



Pregunta 2

Ly es un lenguaje libre de contexto y su PDA o PDA alternativo es uno de los siguientes:

PDA

PDA alternativo
D=(Q,%,A,q,F)
» Q= {qo,qs,A4,B}
" do = 4qo
v F={qy}
v A={(qo,a, Agy), (A, a, AA), (A, b,€), (a5, b, Bqy), (B, b, BB), (B, ¢,€), (q0, €, ), (90, b, Bay) }

La idea de ambos autématas es comenzar haciendo push de las i letras a, manteniéndose en el estado O.
Luego, al leer la primera letra b, se comenzara a hacer pop, en el estado 1, hasta que no queden letras A en
el stack, para luego hacer push de cada b restante. Finalmente, al leer la primera letra ¢, se pasard al estado
2 para hacer pop de todas las B agregadas anteriormente y se llegara al estado final 3 cuando ya no queden
letras B en el stack.

Si la cantidad de letras b es menor a la de a o la cantidad de letras ¢ es menor a la diferencia de b y a, no se
llegard nunca a estado final y, similarmente, si alguna de las cantidades es mayor a la deseada, se llegara al
estado final, pero no se terminara de leer la palabra.

L1 no es un lenguaje libre de contexto, para demostrarlo se usara el lema de bombeo.
Para todo N > 0, tomamos la palabra z = aVpN'eN e L; con |z| > N. Sea z = uwvway la descomposicién
de z, que se divide en los siguientes casos (considerando vz # e y Jvwz| < N):

s vwz = a¥ = alala”, luego viwz® = a'*ala**, entonces si tomamos i = 2, nos queda v'wz' = a

. - 2
aNtItE o cual hace que aV I TN N & L.
Los casos vwz = bY y vwz = ¢V se resuelven andlogamente.

20 j 2k _

a’a

» vwzr = a’b*, luego salen 3 casos:

e (v=ad Az =¢) V(v=¢cAz=0b") se resuelve de manera anéloga al item anterior.

e v =a!, z = b™, entonces si tomamos i = 0, nos queda a —meN o cual pertenece a Li ssi

N2 —m = N(N —1) y N(N —1) = N? — NI, despejando llegamos a que m = NI lo cual es una
contradiccidén, ya que asumimos que |vwz| < N, entonces aV—IpN?=m N ¢ L.

N—le2



. . — 2_
o v=2a'b™ V= ab™, entonces si tomamos i = 0, nos queda a™ bV "¢V lo cual se resuelve de

manera andloga al item anterior.
=blcF lve d il lit teri
» ywx = b c”, se resuelve de manera andloga al item anterior.

Como se aplicé lema de bombeo y se estudiaron los distintos casos, se concluye que L; no es un lenguaje
libre de contexto.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

= (3 puntos) Por demostrar correctamente Ly es un lenguaje libre de contexto con su PDA correspon-
diente.

e (1.5 puntos) Por realizar correctamente el PDA.
o (0.5 puntos) Por realizar correctamente push y pop de letras a y c.
o (0.5 puntos) Por realizar correctamente el pop y luego push de la letra b.
o (0.5 puntos) Por realizar correctamente la condicién de término.

e (1.5 puntos) Por explicar correctamente el PDA.
o (0.5 puntos) Por explicar correctamente push y pop de letras a y c.
o (0.5 puntos) Por explicar correctamente el pop y luego push de la letra b.
o (0.5 puntos) Por explicar correctamente la condicién de término.

» (3 puntos) Por demostrar correctamente L; no es un lenguaje libre de contexto con el lema de bombeo.

(0.5 puntos) Por elegir una palabra a la que se le puede aplicar el lema.

(0.5 puntos) Por demostrar correctamente los casos vwz = a™ Vv b v V.

(0.5 puntos) Por demostrar correctamente los casos v = a!, x = b™.
ym vz = a'b™.

(0.5 puntos) Por demostrar correctamente los casos v = a

(0.5 puntos) Por demostrar correctamente los casos vwz = b/ ck.

(0.5 puntos) Por llegar correctamente a la contradicciéon m = NI.

(-0.5 puntos) Por no mostrar correctamente el caso vwr = a’b¥* — (v=a' A x=¢) A (v=
e N x=0b").

Pregunta 3

Dada una gramética libre de contexto G = (V, X, P, S) en forma normal extendida de Chomsky, construiremos
una nueva gramatica G’ = (VO U V1 %, P/, S%) que solamente genera las palabras que tengan un &rbol de
derivacién en G con una cantidad par de nodos, donde:

1. Se define V%, donde a € {0, 1}, como:
Ve={X*|XeV}

Con esto, la nueva gramética tendra dos versiones de cada variable en V: una versién X° que generars
sub-arboles con cantidad par de nodos y una versién X! que generard sub-arboles con una cantidad
impar de nodos.

2. Construimos P’ como:

= Si X — a € P, entonces se anade:
X°—aeP

Esto se debe a que la derivacién tiene exactamente 2 nodos (la variable y el terminal), lo cual
genera un arbol par.



s Si X — Y1...Y, € P, entonces se anaden las siguientes producciones a P’:
E
X0 = YPrYPe tal que Y/ eP,y Zpl =1 mdéd 2,Vp; € {0,1}
i=1
E
Xt = YPrLYPe tal que Y/ eP,y Zpl =0 méd 2,Vp; € {0,1}
i=1
La primera linea garantiza que la derivacién desde X° tenga un nimero impar de nodos para toda
combinacién de sub-derivaciones. Mientras que la segunda linea asegura un nimero par de nodos
para la derivacién desde X'

Definimos la variable inicial como S° para hacer que G’ solo pueda generar las palabras que tienen arboles
de derivacién con una cantidad par de nodos. Con esta construccién, G’ logra distinguir a las derivaciones
pares y por ende definir a Lo(G).
Para ayudar con la notacién, definimos |¢| como el nimero de nodos del &rbol de derivacién ¢ y para toda
palabra w € ¥*, diremos que ¢(w) es un drbol de derivacién cualquiera, formado por producciones de G, tal
que yield (¢(w)) = w y que t'(w) es un arbol de derivacién cualquiera, formado por producciones de G, tal
que yield(# (w)) = w. Cabe senalar que t(w) y #'(w) pueden no existir para una palabra w € ¥*.
Buscamos demostrar que:

w € L(G) A 3t. [t(w)] es par & w € L(G).

A continuacién haremos una demostraciéon informal de lo anterior.
Usando induccién estructural, demostraremos que para toda palabra w € ¥* se cumple que:

J|t(w)| A Jt(w)] es par < It/ (w) A raiz(t’) € VO A
Ft(w)| A [tH(w)| es impar < 3t (w) A raiz(t’) € V!
» CB:

(=) El drbol de derivacién més pequenio que podemos crear con las variables de G tiene dos nodos,
proviene de la produccién X — a € P y tiene la forma:

X
|

a

Por la definicién de G', si X — a € P, entonces X" — a € P’, por lo que podemos generar el arbol:
XO
\

a

(<) Anélogo al caso anterior, el arbol de derivacién més pequeno que podemos crear con las variables
de G', proviene de la produccién X° — a € P’ y tiene la forma:
XO
\

a

Por la definicién de G’, si X — a € P’, entonces X — a € P, por lo que podemos generar el arbol:

X
|

a

que tiene dos nodos.



» HI: Para todo &rbol de derivacién t(w), en G, tal que [t(w)| < n, existe ' (w) en G’ tal que raiz(t') € V°
si [t(w)| es par y raiz(t') € V! si [t(w)] es impar. Ademds, para todo arbol de derivacién t'(w), en G', tal
que [t/ (w)| < n, existe t(w) en G tal que |t(w)| es par si raiz(t') € VO y |t(w)| es impar si raiz(t') € V1.

= PI:

(=) Seat un drbol de derivacién de tamano n, como G estd en extended-CNF, sabemos que el drbol
debe tener la siguiente forma:

X

T

Y,

Por hipétesis de induccién, sabemos que existe un arbol de derivacién en G’ para cada una de las
palabras generadas por Y7 hasta Yy, por lo que dependiendo del tamano de estos arboles en G, podemos
distinguir dos casos generales:

1. La sumatoria de los tamanos de todos los drboles cuya raiz tiene como antecesor a X' tiene
tamario par: En este caso, nuestro arbol con raiz en X! tendrd una cantidad impar de nodos. Por
hipétesis de induccién, tendremos drboles en G’ que tienen como raiz a Y hasta Y*, es decir
tendremos combinaciones de drboles donde se cumpla que la sumatoria del niimero de los nodos
de cada drbol es par. Usando la produccién X' — Y ...Y*, podemos generar un drbol en G’ con
raiz en X' € V.

2. La sumatoria de los tamanos de todos los drboles cuya raiz tiene como antecesor a X° tiene
tamano impar: En este caso, nuestro arbol con raiz en X° tendrd una cantidad par de nodos. Por
hipétesis de induccién, tendremos drboles en G’ que tienen como raiz a Y{* hasta Y;”*, es decir
tendremos combinaciones de drboles donde se cumpla que la sumatoria del niimero de los nodos
de cada arbol es impar. Usando la produccién X? — Y*..Y}”*| podemos generar un drbol en G’
con raiz en X° € V.

Dado que cubrimos todos los posibles drboles de tamano n, hemos demostrado la propiedad deseada
para todo arbol.

(<) Sea t’ un drbol de derivacién de tamano n. Como G’ estd en extended-CNF, sabemos que el
arbol debe tener la siguiente formas:

Y, Y

Debido a como se construyé G’, podemos replicar todos sus drboles en G, removiendo sus labels, por lo
que solo necesitamos demostrar que el tamano de estos arboles es el correcto. Es claro que el tamano
del drbol estara dado por [tx| = [ty;| + ... + [ty;| + 1, por lo que dependiendo del label de la variable
X’ tendremos dos casos generales con j € N:

1. X’ € V!: Dadas las producciones de G’, por hipétesis de induccion, [ty;| + ... + [ty | = 24, por lo
que | X’| = 2j 4+ 1, lo que corresponde a un nimero impar.



2. X' € V?: Dadas las producciones de G, por hipétesis de induccion, |ty; |+ ... +[ty,| = 2j +1, por
lo que | X’| = 2j + 2, lo que corresponde a un ndimero par.

Dado que cubrimos todos los posibles drboles de tamano n, hemos demostrado la propiedad deseada
para todo arbol.

Finalmente, podemos tomar el caso en que tenemos un arbol de derivacién de G con raiz en S° y cantidad par
de nodos. Es claro que este es un caso particular de la propiedad demostrada y también que es equivalente
a lo que queriamos demostrar, por tanto:

w € L(G) A 3t. |t(w)] es par & w € L(G)
Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:
= (3 puntos) Por entregar correctamente la construccién de G'.

e (0.5 puntos) Por definir correctamente V.
e (0.5 puntos) Por definir correctamente S°.
e (0.5 puntos) Por definir correctamente X — a € P, entonces X° — a € P

e (1.5 puntos) Por definir correctamente los dos casos de X — Y;...Y}, € P.
= (3 puntos) Por entregar una explicacién correcta que G’ define el lenguaje pedido.

e (1 punto) Por explicar correctamente el caso base de la demostracién.
e (1 punto) Por explicar correctamente que si w € L(G) A 3t. |t(w)| es par = w € L(G').
e (1 punto) Por explicar correctamente que si w € L(G") = w € L(G) A 3t. |t(w)]| es par.

Pregunta 4

Algoritmo
Para un DFA A = (Q, %, 0, qo, F') y una palabra w = ajas .. . a,, tenemos:

Function eval-#DFAonthefly (A, w)
Solder = @
for i =1 ton do
Sotder = Sold
Sotd := S
S =10
foreach p € S, do
Sotd := Sora U{q | (p,as,q) € A}
S:=SU{q| (p,a;a;t1,q) € A}
end

end
return check(Soq N F # 0)
end




Explicacién

El algoritmo es similar al NFA on-the-fly con la modificacién de que se incluye un Sy;4.-- Con lo anterior
ahora se diferencian los estados alcanzados con la lectura de una letra con los de dos letras. Por cada iteracion
por posicién de la palabra se actualizan los conjuntos Spyger, Soiq con los valores de Sy4, .5, respectivamente
para denotar que se avanz6 una letra, ademds se vacia el conjunto S para luego actualizarlo con las letras
de la respectiva iteracion.

Se itera por S,4e- para obtener las letras a las que se ha llegado y se almacenan en S,;4 si son alcanzables
con transiciéon que lee una letra, y en S para las dos letras.

Finalmente, se revisan las letras alcanzables por el algoritmo revisando la interseccién entre S, y los estados
finales del autémata

Complejidad

Explicaciéon operaciones en algoritmo

= No se usa la transicién (p,a;a;1+1,q) € A en el caso en el que i + 1 > n, ya que no queda por leer en la
palabra

» Para las transiciones del tipo (p,u;,q) € A, con j € ¥ U X?, se tienen de tal forma que solo se iteran
por las transiciones que parten en p estado que estd definido antes de iterar por A, de esta forma, solo
se revisan las transiciones de p
Complejidad operaciones en algoritmo

= Kl algoritmo tiene tres conjuntos S, Sy1q, Soider, Y& que tienen estados del autémata, el tamano para
todos ellos estd acotado por |Q)|

= El algoritmo tiene tres loops anidados, con el tercero teniendo dos loops por A. El primero itera por
el largo de la palabra O(|w|), el segundo itera por los estados en Soq (O(Q)), el tercero itera por las
transiciones de p, por la forma que estd definido, sélo itera por las transiciones que parten en p, y lo
hace dos veces para revisar las transiciones que tienen una y dos letras.

= Por lo explicado en el item anterior, la operacién de los dos loops anidados que iteran por ) y por A

es O(|Q] +[A])

= Tanto las uniones, intersecciones y actualizaciones de los estados en los conjuntos S, Sy1q, Soider, F, I,
se hacen en O(Q) al todos estar acotados por la cantidad de estados del autémata |Q|

Con lo anterior, se tiene que la complejidad del algoritmo es
O(|QI + |w[ - (IQ[ + |A]))

Ya que A = |Q| + |A|, se tiene entonces que la complejidad es:

O(Jwl - [A])

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

» (3 puntos) Por Algoritmo

e (3 puntos) Algoritmo correcto, con explicacién y sin errores

e (2.5 puntos) Algoritmo correcto, con explicacién, pero con un error menor



e (2.0 puntos) Algoritmo correcto, con explicacién, pero con a lo mds dos errores menores
e (1.5 puntos) Algoritmo correcto, sin explicacién y sin errores

e (0 puntos) En otro caso
» (1.5 puntos) Por Explicacién
e (0.5 puntos) Explica NFA mencionando la estructura que guarda los estados y cémo los va

guardando

e (0.5 puntos) Explica cambios a NFA para que funcione el algoritmo. Rige si es que el algoritmo
no es exponencial

e (0.5 puntos) Los cambios a NFA explicados funcionan para el problema y el algoritmo presenta
esos cambios correctamente. Rige si es que el algoritmo no es exponencial

= (1.5 puntos) Por Complejidad
e (0.5 puntos) Explica la complejidad final del algoritmo correctamente mencionando que se itera
por la palabra y por el autémata (Q y A).
e (0.5 puntos) Explica por qué se usa |A| + |Q| en vez de |A| - |Q)|

e (0.5 puntos) Explica en detalle la complejidad de los cambios realizados al NFA on the fly. Rige
si es que el algoritmo no es exponencial.

Anexo: Algoritmo que usa tuplas

Se deja este anexo para la cantidad de personas que usaron tuplas, para que tengan un ejemplo de como se
hacia para ese caso
Para un DFA A = (Q, %, 6, qo, F') y una palabra w = ajas . . . a,, tenemos:

Function eval-#DFAonthefly (A, w)
S={(¢.1)|qe I}
for i =1to n do

Sotg =S5
S:=10
foreach (p, j) € Soiq do
if j # i then
7S =SU{(p.))
end
else
S:=8U{(q,i+1) | (p,ai,q) € A}
S:=8U{(q,i+2)]| (p,asait1,q) € A}
end
end

end

Sq={q|(¢,5) € SNj=n+1}
return check(Sg N F # 0)

end

Explicacién a grandes rasgos:
= Definimos S y el foreach para que admitan las tuplas

s El j # ¢ permite no avanzar de més en el S, controlando asi su tamano para que solo contenga a lo
més |Q| - 2 elementos (tanto para S como Syq)



e Notar que si no hacemos el j # i, al iterar hasta n y vaciar S en cada iteracién, perdemos las
transiciones que llevan a estados finales usando transiciones de leer mas de una letra

n

e Notar que si no limitamos el tamafio de S, puede tener un tamafio de |Q|- 5 cuando i = %, lo
que da la nocién de que ahora el tamano de S depende del tamano de la palabra, lo que causaria
que no se cumpla con la complejidad pedida. En efecto eso ocurre:

O(w| - 1Al - 18]) = O(fuw| - |A] - 3(1Q] - min{i,n - i})) = O(fw| - |A] - 3 minfi,n - i})

i=1 i=1

L
= 0wl - [Al- ) i) = O(jw| - [A] - n*) = O(Jw]* - | A])

1

w3
—

o
Il

Se usa el min ya que no se leen mas de n letras, por lo que al pasar la mitad de letras leidas el
conjunto posible pasa a estar acotado por ¢ y n

= Para que la interseccién del final tenga sentido, nos quedamos con solo los estados en vez de las tuplas,
dando asi al Sg que se usa. El j = n + 1 no es necesario, ya que por como estd construido el loop en
el algoritmo solo se llegan a tuplas con ese valor para el segundo elemento. Notar que al no haber mas
de n letras, no se leerd mas, por lo que no se puede llegar a n + 2



