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Pregunta 1

Pregunta 1

La pregunta pide demostrar que todo lenguaje definido por un autémata finito determinista en dos direcciones
es regular. Para esto, utilizaremos el Teorema de Myhill-Nerode.

Sea un 2DFA A = (Q, 3, F,,6, g0, gf) arbitrario. Se nota la propiedad de comportamiento de un 2DFA: este
al ejecutarse sobre una palabra u - w, si cruza desde la frontera de w hacia u en cierto estado p, si vuelve a
cruzar dicha frontera en direccién contraria, siempre lo hard en el mismo estado ¢, ya que A es determinista.
Ademas, ese comportamiento solo depende de u, no de w. Luego, es posible definir una funcién para cada
palabra u € ¥* que empareja esa relacién de estados de entrada y salida a u. Es decir, tal que dado el
estado con el cual se entra leyendo a u, asigna el estado con el cual se devuelve A. Sea para cada u € ¥X*,
T, : QU {e} - QU{L} tal que:

= ¢ ssi desde (p, |u|) cruza desde la config. (¢, |u| + 1).
= 1 ssi desde (p,|u|) nunca cruza de w.

ssi desde (qo, 0) cruza por primera vez con la config. (g, |u| + 1).

q
= 1 ssi desde (qo, |u|) nunca cruza de w.

Esta funcién permite encontrar una relacion de indistinguibilidad entre palabras. Se define la relacién =7
u=rvel, =T,

Esta relacién es de equivalencia ya que es refleja, simétrica y transitiva gracias a su definicién. Es de con-
gruencia por la derecha ya que si T,, = T, para palabras v y v, entonces el funcionamiento de u - w y v - w
es el mismo pasado el limite de u y v, luego Ty, = Ty ¥ uw =1 vw. De la misma forma, la aceptacion de
A solo dependerd de w, luego u-w € L(A) < v-w € L(A) para todo w € ¥*. Es decir, u =,(4) v, entonces
ambas pertenecen o no al lenguaje de A, luego =7 refina a L. Ahora, como tanto el dominio y recorrido de
la funcién Ty, son finitos, entonces la cantidad de funciones T distintas es finita. Por lo tanto la cantidad de
clases de equivalencia para = (4) es finita. Luego, =7 es una relacién de Myhill-Nerode.

Finalmente, como existe una relacién de Myhill-Nerode para £(.A), por Teorema de Myhill-Nerode, A debe
ser regular.

Dado lo anterior, el puntaje asignado es el siguiente:

= (2 puntos) Por definir la funcién T, y explicar su intuicién.



(1 punto) Por definir la relacién de Myhill-Nerode a partir de Ty,.

(1 punto) Por demostrar porque dicha relacién es congruencia por la derecha.

(1 punto) Por demostrar porque dicha relacién refina L.
= (0.5 punto) Por demostrar porque dicha relacién tiene finitas clases de equivalencia.

= (0.5 puntos) Por conclusién utilizando el Teorema de Myhill-Nerode.

Pregunta 2

Pregunta 2.1

Podemos definir el lenguaje L como:
L = {d'b™c" |1 #mVm+#n}
Entonces, podemos visualizar I como la uniéon de dos lenguajes:
L = {db™c" |1 #m} U {ab™c" | m #n}
Utilizando esta intuicién, podemos definir la siguiente gramatica:
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La gramatica es correcta ya que, usando la intuicién de la unién de lenguajes previamente mencionada, desde
la variable S se decide si es que la palabra pertenecerd a un lenguaje (distinta cantidad de a’s que b’s, con las
¢’s sin restriccién) o al otro (distinta cantidad de b’s que ¢’s, con las a’s sin restriccién). Desde las variables
X e Y se asegura que se agrega un numero distinto de letras (a’s y b’s para X y b’s y ¢’s para Y), mientras
que desde A, B y C' se agregan a’s, b’s y ¢’s, respectivamente, sin restriccién alguna.

Dado lo anterior, el puntaje asignado es el siguiente:

» (2 puntos) Por definir correctamente la gramdtica que define a L.

» (1 punto) Por explicar/demostrar correctamente que la gramdtica es correcta.

Pregunta 2.2

Para demostrar que LP?! no es regular usando el Teorema de Myhill-Nerode se debe demostrar que la relacién
=rra posee infinitas clases de equivalencia. Recordamos que dados u,v € ¥*

U=pea v si,ysolosi, Ywe¥ (u-we Ll & v-we LPYM)

Por ejemplo, consideremos el lenguaje S = {a’b | i > 0}. Es claro que S es un conjunto infinito. Si elegimos
arbitrariamente u,v € S tal que u # v y demostramos que u Zypat v entonces se demostrard que =y pa tiene
infinitas clases de equivalencia (al menos una para cada palabra en S).



Sabemos que ©v = a™by v = a"b para algin m y n tal que m # n. Ahora, con z = ba™ tenemos que
w-z € LP* pero v-z ¢ LP? por lo que u y v no pueden ser equivalentes bajo =;,u y deben pertenecer
a distintas clases de equivalencia. Entonces =;pa debe poseer inifinitas clases de equivalencia (dado que
elegimos wu, v arbitrariamente desde el conjunto inifinto S).

Dado lo anterior, el puntaje asignado es el siguiente:

= (0.5 puntos) Por mencionar que se debe demostrar que =ypa tiene infintas clases de equivalencia.

(1 punto) Por elegir un lenguaje infinito S y mencionar que se intentard demostrar que cada palabra
de S tiene una tnica clase de equivalencia.

» (1 punto) Por encontrar z € ©* tal que, para u,v € S con u # z, u-z € LP* y v - z ¢ [P,

= (0.5 puntos) Por concluir que efectivamente = pa tiene infintas clases de equivalencia.

Pregunta 3

Pregunta 3.1

Para la solucién debiamos definir el orden entre los spans. Una posible definicién es: sean dos spans [i1, ji)
y [i2,j2) se define la relacién < como:

[i1,71) < [i2,d2) <= J1 > 12V (1 = ja A i1 > i2)

Luego se debia entregar una definicién recursiva de todos los spans similar a la que fue vista en clases, para
luego definir la semantica. En este paso era necesario mencionar que como la relaciéon definida es un orden
total y el conjunto es finito, siempre es posible encontrar un minimo.

Dado lo anterior, el puntaje asignado es el siguiente:

= (0.5 puntos) Por la definicién del orden.

» (1 punto) Por la definicién de los spans y la semantica.

Pregunta 3.2

Para esta pregunta eran posibles dos estrategias distintas. El primero es evaluar Rightmost-end/Shortest
directamente, el cual requeria llegar hasta el final de la iteracién para poder hacer output. El segundo que
quizas es mas intuitivo, era dar vuelta el documento y el autémata, y evaluar Leftmost/Shortest modificando
levemente el algoritmo visto en clases. El algoritmo resultante es muy parecido al visto en clases por lo tanto
quedaroda propuesto.

Dado lo anterior, el puntaje asignado es el siguiente:

» (4 puntos) Por el algoritmo.

= (0.5 puntos) Por explicar la correctitud y la complejidad.



Pregunta 4 (Bonus: 1 punto)

El enunciado de esta pregunta (entregado durante la prueba) es:

Dado w = a3...a,, un patrén extendido, se define A,, como:

by

Ay
bn,
tal que b; = {ai a; 7 ¥
Y oa; =«

Sea Adet = (Qdet 33 Adet {0}, Fdet) 1a determinizacién de A,, con Q% los estados alcanzables desde {0}.

1. Muestre un ejemplo donde A9t es de tamafio exponencial con respecto a |w|.

2. Demuestre que |A%?| es de tamafio exponencial con respecto a su ejemplo.

Solucion

Un ejemplo simple es w = a- (*)"~!. Para demostrar que la determinizacién de A,, tiene una cantidad expo-
nencial de estados alcanzables, una posible solucién es notar que todos los elementos de P = {0} x 2{1,.n}
son estados alcanzables en A9°*. Dado que |P| = 27, esto implicaria que A% es de tamafio exponencial.

Ahora, para demostrar que todos los estados en P son alcanzables basta tomar un estado arbitrario S € P
y entregar un documento d donde el autémata alcance el estado S.

Sea S € P. Sea d = ¢;...c,,, donde

o — a n—i+1eS
)b n—i41¢S

Sea p =8y = 81 2 S, = .. 25 S, la ejecucién de A%et sobre el documento d, donde Sy = {0}. Notar
que, por definicién de A,,, dado t > 0 se cumple que

teS;, <= t+1e€S5;11

Por induccién esto implica que
tESi<:>t+T€Si+r (1)

Por definicién de A,, también se cumple que para todo :
l1eS;, < c¢;=a (3)

Utilizando esto se demostrara que S = S,,.

m (S, C€8)SeakeS. Sik=0,entonces trivialmente k € S, por (2). Si k > 0, por definicién de d esto
implica que ¢, _k+1 = a. Esto implica que 1 € S,,_x41 por (3), lo que implica que k € S,, por (1).



» (SCS,) Seak € 5,. Si k=0, entonces trivialmente k € S por definicién de P. Si k > 0, por (1) esto
implica que 1 € S, _+1. Esto implica que ¢,,—x+1 = a por (3), lo que implica que k € S por definicién
de d.

Esto implica que S = S,,. Dado que S es un estado cualquiera de P, se concluye que todos los estados en P
son alcanzables en A%, Esto implica que A% es de tamafio exponencial.

Dado lo anterior, el puntaje asignado es el siguiente:

= (0.5 puntos) Por entregar un ejemplo vélido.

= (0.5 puntos) Por demostrar que el ejemplo hace que A9 sea de tamaiio exponencial.



