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CONTROL 1

Indicaciones

La duracién del control es 1 hora y 30 minutos.
Responda cada pregunta en una hoja separada y ponga su nombre en cada hoja de respuesta.

Debe entregar una copia digital de cada pregunta por el buzon del curso, antes de las 23:59 horas del
dia del control.

Debe preocuparse que la copia digital y su calidad sea legible. En caso de hacerla con papel y lapiz,
se recomienda usar hojas blancas y un lapiz oscuro que sea visible en la version digital. En caso de no
ser legible, no podré ser evaluada su solucion.

En caso de hacer el control fuera del horario, se recomienda tomar el tiempo (1 hora y 30 minutos) y
entregarlo justo después de concluido el tiempo.

Durante la evaluacion puede hacer uso de sus apuntes o slides del curso.

Esta es una evaluacién estrictamente individual y, por lo tanto, no puede compartir informacién con
sus companeros o usar material fuera de sus apuntes o slides del curso. En caso de hacerlo, el control
no reflejard su progreso en el curso, viéndose perjudicada su formacién personal y profesional.

Al comienzo de cada pregunta debe escribir la siguiente oracion y firmarla:

“Doy mi palabra que la siguiente solucion de la pregunta X fue desarrollada y escrita indi-
vidualmente por mi persona segun el codigo de honor de la Universidad.”

En caso de no escribir la oracién o no firmarla, su soluciéon no sera evaluada.

Pregunta 1

Una autémata finito no-determinista (NFA) A = (Q, %, A, I, F) se dice no-ambiguo, si para toda palabra
w € L(A) existe exactamente un ejecucién de aceptacién de A sobre w. Por ejemplo, un autémata finito
determinista es un NFA no-ambiguo, pero existen autématas que no son deterministas, pero si no-ambiguos.

1.

[3 puntos] Para ¢ > 0, considere el lenguaje L; de todas las palabras w = ay...a, sobre {a,b} con
n > i tal que a,_; = b. Demuestre que para cada L; existe un NFA no-ambiguo A con menos de i + 2
estados.

. Demuestre que para todo lenguaje regular L con € ¢ L, existe un NFA no-ambiguo A = (Q, X, A, I, F)

tal que |[I| =1, |F|=1y L= L(A).
[1 punto] por la construccién de A y demostrar que A es correcto y [2 puntos| por demostrar que A es
no-ambiguo.



Pregunta 2
Sea ¥ un alfabeto finito y sea R una expresion regular sobre Y. Se define el operador:
RH

tal que w € L(RY) si, y solo si, existe una palabra w’ € L(R) que se puede descomponer como w’' =
ULV ULVe . . . ULV, para algun k > 1y con u,;,v; € X*, y tal que w = uqus ... ug.

Demuestre que para toda expresién regular R, el resultado de R define un lenguaje regular.

[4 puntos] por la construccién de R¥ y [2 puntos] por demostrar que es correcto.
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PAUTA CONTROL 1

Pregunta 1

Pregunta 1.1

Podemos interpretar L; como el lenguaje de las palabras tales que la (n-i)-ésima letra de la palabra es
una ”b”. Intuitivamente, podemos construir un NFA A; = (@, X, A, I, F) para este lenguaje que se quede en
el estado inicial leyendo cualquier letra, ”adivine” la posicién correcta de la b y luego avance i estados hasta
el unico estado final. Es claro que el autémata anterior define el lenguaje y tiene solamente i+2 estados, por
lo que podemos formalizarlo de la siguiente manera:

u Q = {p()v "‘7pi+1}

Y= {a,b}
» 1 ={po}
» F={pip1}

= A= {(po,a,po); (o, b;p0), (Po,b,p1)} U {(pj,,pj11) |0<j<iAp; €Q AN e}

Podemos ver que L; = L(A;), pues si una palabra w = ajas...a,, pertenece a L; significa que tiene una b en
la posiciéon n — i, lo que significa que existira la ejecucion:

b=an—; Ap—(i—1) Ap—(i—2) An—1

. al as as v Qn
P Po—>Po —>P0o 7 - Y41 D2 Di — Pi+1

Similarmente, si una palabra es aceptada por A;, esta debe tener una ejecucién de aceptacién de la forma de
p, lo que necesariamente significa que la palabra debe tener una b en la posiciéon n — ¢ y por tanto pertenece
a Lz

Ademads A; serd no-ambiguo, pues si existiera otra ejecuciéon para w, distinta de p, esto significaria que se
realiza la transicion a p; en otro momento de la ejecucion. Si esta transicion se realiza antes, quedaran menos
de i letras por leer luego de esta, por lo que el autémata se detendrd antes de llegar al estado final y no
aceptara la palabra; por otra parte, si esta transicién se realiza después, quedara al menos una letra por leer
luego de llegar al estado final y dado que este no tiene transiciones salientes, no se aceptard la palabra.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

» (2 puntos) Por realizar correctamente la construccién del autémata.
= (0.5 puntos) Por justificar que L = L(A).

= (0.5 puntos) Por justificar que A es no-ambiguo.



Pregunta 1.2

Podemos ver que la construccién de este autémata serd la misma que se utilizé para la pregunta 2 de la tarea
1 del curso (no era necesario saberlo, este es solo un dato al margen para no escribir la misma construccién
de nuevo en esta pauta), por lo que, repitiendo este proceso, tenemos que:

Dado que el lenguaje L es un lenguaje regular, sabemos que existird un DFA Ay = (@, %, 9, qo, F'), tal que
L = L(Ap) y a partir de este, podemos construir el DFA A = (Q', X, A, {qo}, {qs}), donde:

= Q' =QUWgs
» A=0U{(p,a,qz) | (p,a,q) €6 N g€ F}

Luego, podemos demostrar que L = L£(A) mostrando que L C L(A) A L(A) C L. Los detalles de esta
demostracién los pueden revisar en la pauta de la Tarea 1.

Teniendo definido A4, podemos demostrar que es no ambiguo mirando sus ejecuciones y usando contradiccién.
Sea p una ejecucién de aceptacién de A sobre w = ajas...a, de la forma:
al as Ap—1 An

pPrPo=qo —P1—7 - — 7 Pn-1—7Pn ={(f
Puesto que |I| =1y |F| = 1, si suponemos que existe otra ejecucién de aceptacién para w, estd tendrd la
forma:

A a ;a2 an—1 / an /

P ipPy=q —p) — ... —— DPh_1 —=> D, =0y
Dado que p y p’ son diferentes, debe existir un primer estado py en el que difieren, es decir py # p)., lo que
implica que:

(Pr—1,ak,Pk) € A N (Pr—1, a8, p)) € A
Observando la construccién de A, podemos notar que esto corresponde a una contradiccién, pues para que
ocurra lo anterior debe cumplirse una de dos condiciones:
» 0(pr—1,ar) =pr A S(pr—1,ax) = P},

Esta condiciéon no puede cumplirse porque ¢ corresponde a la funcién de transicion de un autémata
determinista, por lo que para un par estado letra existira un tinico estado posible como resultado, lo
que genera una contradiccion.

" Dk =Dn A D), =D

En caso de que la transicién no provenga de 4, esta debe llegar al estado final, sin embargo, dado
que tenemos un unico estado final gy y ambas ejecuciones son de aceptacién, se debe cumplir que
DPn = P, = gy, lo que implica que g = ¢j,, generando una contradiccion.

Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:

= (1 punto) Por construir correctamente A4 y demostrar que L = £(.A)

e 0.5 puntos Por construir correctamente A.

e 0.5 puntos Por demostrar que L = L(A).
» (2 puntos) Por demostrar que A es no-ambiguo.

e 1 punto Por plantear correctamente las ejecuciones de A.

e 1 punto Por demostrar que la ejecucién es tnica usando la construccién de A.



Pregunta 2

Pregunta 2

Una posible solucién es la siguiente. Como R es una expresion regular, existe un DFA A = (Q, X, 6, qo, F') tal
que L(A) = L(R). Notemos que el lenguaje RY corresponde a las palabras w tales que existe otra palabra
w' que cumple que W' = ujvy -+ - URVE, Y qUE Uk, Vv € L* para todo k > 1, junto con que w = ujug - - - U

En otras palabras £(RY) corresponde al lenguaje de las palabras que son una subpalabra (no necesariamente
contigua o distinta de €) de alguna palabra de R. Ahora, teniendo claro lo anterior, una idea es partir del
autémata A para L(R) y modificarlo de forma tal que “salte” algunos fragmentos de las palabras, para
advinar las partes que se anaden a w para obtener palabras en £(R). De acd viene la intuicién para utilizar
e-transiciones.

Construiremos el siguiente NFA con e-transiciones, definido en base al autémata anterior. Especificamente,
considere el autéomata:

AI = (QaEaA7{QO}7F)

La relacién de transicién A serd como sigue:

» Sid(p,a) =qparap,q € Q,a €, entonces (p,a,q) € A (esto es, se “heredan” las transiciones de A).

= Si existe una palabra v € ¥* tal que al ser leida desde el estado p se llega al estado ¢ (i.e d(p,v) = q),
entonces podemos saltar directamente al estado ¢, es decir (p, €, q) € A.

= Notemos que como v puede ser la palabra vacia, estamos anadiendo transiciones de (p, €, p) para cada
estado p € Q.

Ahora probaremos que el NFA con e- transiciones que hemos definido acepta exactamente el lenguaje £(RY).
Primero mostraremos que £(R!) C L(A’). Sea w = ujus - - - uy, tal que existe una palabra w’ = ujvy - - - UV
en L(R). Como w’ € L(R) entonces es aceptada por el autémata A y existe una ejecucién p de A sobre w’
que tiene la siguiente forma.

P QOﬂ)Pogth 5p13q23p2~~%qk

donde ¢, es un estado final.

Ahora notemos en esta ejecucién que S(qi_l,ui) =pi1y S(pi_l,vi) = ¢;. Recordando como definimos el
autémata A’ a partir de A deducimos que una ejecucién de A’ sobre la palabra w es como sigue.

QOHHUO—EHA u—2>p1—G>Q2u3P2"'—E>%

Como el estado ¢ también es final en A’, tenemos que existe una ejecucién de aceptacién para w en A’, lo
que prueba que L(RY) C L£(A").

Finalmente, probaremos que £(A’') C L(RW). Sea w € L(A’). Existe (al menos) una ejecucién de aceptacion
p de A’ sobre la palabra w. Este NFA admite transiciones en la palabra vacia, podemos asumir sin pérdida
de generalidad, debido a la forma en que se defini6 la relaciéon de transicion A que esta ejecucién no tiene
dos e-transiciones seguidas. Si existe un fragmento de la ejecucion de forma g; 5 pi S @iy, se tiene que

0(qi, €) = ¢;+1 y luego por la forma en que se anadieron e-transiciones a A, existe otra ejecucién igual pero
que realiza directamente ¢; — ¢;41. Ahora por lo anterior podemos considerar que p tiene la siguiente forma

QngoiH]l ujpliﬂlzgpz'“;%

Donde g es un estado final. Ahora viendo la relacién entre las definiciones de los automéatas A y A’y
mirando las palabras v; que existen debido al segundo punto de la definicién de A, deducimos que existe una
ejecucion de A sobre una palabra w’ = ujv1 - - - ugvg que tiene la siguiente forma

P Qngogm u—2>p12>(I2u3P2"'%?qk



donde gj, es un estado final. De acd se concluye que w’ € L(R) y por ende w € L(RY).

La distribucién del puntaje es la siguiente

= (2 puntos) Por definir un NFA A’ a partir del autémata A y afiadir las transiciones de A a la relacién
de transicion.

» (2 puntos) Por anadir al autémata anterior e-transiciones que permitan saltar entre estados si existe
una palabra que permite ir de uno al otro

= (1 punto) Por probar que £(RY) C £L(A)
= (1 punto) Por probar que £(A') C L(RY)



PonTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
ESCUELA DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

11C2223 — Teoria de Autéomatas y Lenguajes Formales — 2’ 2021

INTERROGACION 1

Preguntas en blanco: Preguntas entregadas en blanco se evaluaran con un 1.5.

Pregunta 1
De una expresion regular para el siguiente lenguajes sobre el alfabeto {a, b, c}.
“Todas las palabras que no contienen una subpalabra del lenguaje a(b 4+ ¢)c.”

Explique por qué su expresion regular cumple con la especificacion dada.

Pregunta 2
Sea ¥ un alfabeto cualquiera. Para un lenguaje L C X* se define el lenguaje:
L-2={a1...a, €X" | n>1 A JeEX. a...an_1 -b-a, €L}

Demuestre que para todo lenguaje regular L, el lenguaje L — 2 es regular.

Pregunta 3

Sea ¥ = {a,b}. Paraw =ay...a, € ¥* y k > 1, se define w|, = ay—(h—1)@n—(k—2) - - - an sik <ny wlp =w
si k > n. O sea, w|y son los tltimos k simbolos, y es la palabra completa si el tamafio de w es menor que k.

Sea # un simbolo nuevo tal que # ¢ 3. Para un lenguaje L C ¥*, se define el lenguaje sobre el alfabeto
{a,b,#} como:
Window(L) = {a*#w |[k>1AweX* Aw|, € L}

En otras palabras, el lenguaje Window(L) viene dado por palabras de la forma a*#w donde primero viene
una secuencia de k letras a, que definen el largo de una “ventana”, seguido de un simbolo separador #, y
terminado por una palabra w € ¥* donde los dltimos k simbolos forman la “ventana” que debe pertenecer
al lenguaje L, esto es, w|i € L.

Demuestre que existe un lenguaje regular L tal que Window(L) es no regular.
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PAUTA INTERROGACION 1

Pregunta 1

Podemos interpretar el lenguaje buscado como “Las palabras sobre el alfabeto {a, b, ¢} que no contienen la
subpalabra abc ni la subpalabra acc”.
Una posible expresién regular que satisface lo que buscamos es:

* ok

(bJrc)*(a+ ~(b+¢)-(b- (b+c)*)?) a

La idea de la expresién es primero capturar las palabras que no contengan la letra a (primer paréntesis),
luego, en caso de tener (al menos) una a seguida de una b o ¢, debe haber una letra b antes de la siguiente ¢
para evitar que se formen los patrones (segundo paréntesis) y, finalmente, capturamos las palabras formadas
solo por letras a (a* final).

Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:
= (1 punto) Por manejar correctamente las palabras que no contienen letras a. ((b+ ¢)*)
= (0.5 puntos) Por manejar correctamente las palabras que contienen solamente letras a. (a*)
= (4.5 puntos) Por manejar correctamente las palabras que contienen las 3 letras posibles.

e (0.5 puntos) Por considerar que las palabras pueden tener varias letras a. (a™)

e (2 puntos) Por notar que el patrén se comienza a formar al leer una b o ¢ luego de la dltima a.
((b+0))

e (2 puntos) Por evitar que se lea una c luego de leer ab y ac. (b- (b+ ¢)*)

= Nota: Si la expresion no estd completamente correcta, se descontara puntaje por las palabras que estan
en el lenguaje, pero no estan definidas por la expresién y por las palabras definidas por la expresion
que no estén en el lenguaje.



Otra forma, igualmente correcta, de resolver el problema era construir el autémata que definia el lenguaje y
luego utilizar MNY para obtener la expresién asociada.

Idealmente, luego de completar el proceso se haria un andlisis de la expresiéon encontrada para eliminar
redundancias y luego se daria una explicacién de cémo funciona la expresién encontrada.

Para este caso, la distribucién de puntaje es la siguiente:
= (6 puntos) Si la expresién encontrada es correcta.

= (3-5.5 puntos) Si la expresién encontrada no produce “abc” ni “acc”, pero hay palabras en el lenguaje
que no define. El puntaje dependerd de la explicacién dada, la legibilidad de la expresién y de cudntos
casos no estén cubiertos.

= (0-4 puntos) Si la expresién encontrada produce “abc” o “acc”. El puntaje dependerd de la explicacién
dada, la legibilidad de la expresién y de si existen palabras en el lenguaje que no estan definidas por
la expresion.

= (0-2.5 puntos) Si la expresién encontrada produce “abc” y “acc”. El puntaje dependerd de la expli-
cacion dada, la legibilidad de la expresién y de si existen palabras en el lenguaje que no estan definidas
por la expresién.

Pregunta 2

Para demostrar que el lenguaje es regular, basta con demostrar que existe un autémata que lo define.
Como L es regular, sabemos que existe un DFA A = (Q, %, 4, qo, F) tal que L(A) = L.
A partir de este, podemos contruir el autémata A’ = (Q', %, A, go, gy) con:

Q' =Q' wQ*v{gs}, dénde Q' = {¢'|¢ € Q}

A={(p"a,q") | §(p.a)=q A p'q €Q"}
U{('.c,¢*) | Ja.6(p,a) =q A p' €Q" A ¢* € Q*}
U{®* a,q5) | 6(p,a) € F A p* € Q%}

Intuitivamente, este autémata es igual al original (pero los estados finales dejan de serlo) y ademds tiene una
copia de todos sus estados y un unico estado final. Luego, el autémata intentara, de manera no determinista,
adivinar que se encuentra donde deberia estar la pentltima letra de la palabra y tomara la épsilon transicion
simulando que leyé esta letra; si tomo la transicién en el momento correcto, deberia quedar solamente una
letra por leer que lleva a un estado final en el autémata original, por lo que simulamos este comportamiento
con el dltimo grupo de transiciones de A.

A continuacién, debemos demostrar que L(A') = L — 2.

» L-2C L(A):
Sea w = aj...ap, € L — 2. Sabemos por definicién que existe b tal que ay...a,_1ba, € L, por lo que
existird la siguiente ejecucion de aceptacién de A:

pat G0 g B g A guEF

Sabemos por la construccién de A’ que (¢;_1,¢,¢%) € Ay que (¢%,a,,q¢) € A, por lo que podremos
formar la siguiente ejecucién en A’

1 a1 1 a2

1 An—1 1 5 2 Gn
Pat Qo —4q — - — 41 74 —4qf

Por tanto, w € L(A).



» L(A)C L -2

Similarmente, sea w = a;...a, € L(A"). Por construccién sabes que una ejecucién de aceptacién de A’
)
sobre w seré de la forma:

/. 1 a1 1 a2 An—1 1 5 2 an
Patdo—4q —> e — 2 ly1 74 —4qf

Sabemos entonces por la construcciéon de A’ que existe b tal que §(q,b) = ¢* vy que 6(¢*, a,) € F. Por
lo que podemos construir la siguiente ejecucién de A:
ay as An—1 b an
PAT G0 G —> . —Gn-1 = q —>Gn N Gn €F

Entonces w € L — 2. Por tanto L(A") = L — 2.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

» (1 punto) Por definir correctamente los estados de A’.
= (3 puntos) Por definir A correctamente:

¢ (1 punto) Por simular las transiciones de A.
e (1 punto) Por simular la lectura de la pentltima letra de la palabra.

¢ (1 punto) Por simular la lectura de la dltima letra de la palabra.
= (1 punto) Por demostrar L — 2 C L(A").

» (1 punto) Por demostrar L(A") C L — 2.

Pregunta 3
El lenguaje Window(L) estd definido por:
Window(L) = {a*#w|k > 1Aw € X* Awl|; € L}
Un posible lenguaje regular L que hace que Window(L) no sea regular es:
L=/L(a")
Demostraremos que Window(L) no es un lenguaje regular. Sea un N cualquiera. Elegimos la palabra:

aVN#b oV €
——

x Yy z

Tal que se cumpla:

y tal que i + j + k = N, con j # 0. Al bombear esta palabra, tenemos lo siguiente:
aV#ba' (a?)0a* = aN #ba'a”

Esta tiltima palabra no pertenece a Window(L), dado que (ba’**)|y = ba'** ¢ L, por lo tanto segiin el lema
de bombeo Window(L) no es un lenguaje regular.

Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:



(2 puntos) Por encontrar un lenguaje L regular que cumpla con que Window(L) no es regular.

(2 puntos) Por encontrar una palabra perteneciente a Window(L) para cada N y dividirla correcta-
mente en x,y, 2.

(1 punto) Por bombear la palabra de forma que no pertenezca al lenguaje.

(1 punto) Por utilizar correctamente el lema de bombeo.
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INTERROGACION 1

Preguntas en blanco: Preguntas o items entregados en blanco se evaluaran con 0.5 de 6 puntos.

Pregunta 1

Demuestre que para toda expresién regular R existe un e-NFA A tal que L(R) = L(A). Para esto,
usted debe demostrar formalmente la construccién inductiva siguiendo la sintaxis de expresiones
regulares. No es necesario demostrar la correctitud de cada construccion.

Pregunta 2

1. Escriba una expresién regular para el siguiente lenguaje sobre el alfabeto {a,b,c}:
L = {we{a,b,c}” | wno contiene tres ¢ seguidas}
Explique por qué su expresién regular define a L.

2. Construya un autémata finito determinista con el menor nimero de estados que defina a L.
Demuestre, usando el algoritmo de minimizacién, que su autémata es minimo.

Pregunta 3

Sea ¥ = {a,b}. Considere el siguiente lenguaje:
Eq = {w-w|weX*}

Demuestre que el lenguaje (Eq)* es no regular.

Pregunta 4

Sea X = {a,b}. Para dos lenguajes L, y Lo, considere el operador “cortar y pegar” lenguajes:
LliLQ = {ul-vg | E|u2 I 31}1 ey”. Ul - U €L1 N U1+ Vg ELQ}

En otras palabras, se “corta” un inicio (prefijo) de una palabra de L; y un final (sufijo) de una
palabra en Lo, y se “pega” (esto es, concatenan).

Demuestre que si L1 y Ly son lenguajes regulares, entonces L] Lo también es regular.
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PAUTA INTERROGACION 1

Pregunta 1

Pregunta 1

Una posible solucién para esta pregunta es hacer induccién sobre el largo de la féormula. Suponemos un
estado inicial y uno final. Entonces, vemos por casos:

» R = a, donde el autémata que acepta a Res A = (Q,%, A, I, F), siendo:

.« Q- {11}

e A={(1,a,2)}
o I ={1}

o F={2}

= R = ¢, donde el autémata que acepta a R es A = (Q, 3, A, I, F), siendo:

e Q={1}
e A=

o I ={1}
o F={1}

» R =1, donde el autémata que acepta a R es A= (Q,3,A, I, F), siendo:

.« Q=112
e A=

o I ={1}

o F={2}

Sean Ry y Ry expresiones regulares que tienen un € — NFA equivalente A; = (Q1,%,A1,{g5},{¢f}) ¥
Ay = (Q2,%, Mg, {q5}, {dF})-
» R = R; + Ry, donde el autémata que acepta a R es A = (Q,3, A, I, F), siendo:
Q=Q1YQ29{qo,qr}
A=A WA {(q0,€45), (90,6 43 (af€,a5) (aF € a5)}
I'={qo0}
F={aq}
= R = R; - Ry, donde el autémata que acepta a R es A = (Q,3, A, I, F), siendo:



Q=Q1YQ:
A=ATWA W {(q}’e,qg)}

o I={q}
o F={q}}
» R = R}, donde el autémata que acepta a Res A = (Q,%, A, I, F), siendo:
e Q=0Q1Y{q}
o A=A {(g0:€ ), ()€ q0)}
o I={q}
o F'={q}

Dado que cualquier expresién regular se puede construir recursivamente a partir de las definiciones anteriores,
podemos definir recursivamente un autémata para cada expresién usando las reglas anteriores.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

= (0.5 puntos) Por construir correctamente el autémata del primer caso.

= (0.5 puntos) Por construir correctamente el autémata del segundo caso.

(0.5 puntos) Por construir correctamente el autémata del tercer caso.

(1.5 puntos) Por construir correctamente el autémata del cuarto caso. Donde 0.5 corresponden a
definir los conjuntos de estados iniciales y finales, 0.5 a definir correctamente el conjunto de estados y
0.5 a definir correctamente el conjunto de transiciones.

» (1.5 puntos) Por construir correctamente el autémata del quinto caso. Donde 0.5 corresponden a
definir los conjuntos de estados iniciales y finales, 0.5 a definir correctamente el conjunto de estados y
0.5 a definir correctamente el conjunto de transiciones.

= (1.5 puntos) Por construir correctamente el autémata del sexto caso. Donde 0.5 corresponden a definir
los conjuntos de estados iniciales y finales, 0.5 a definir correctamente el conjunto de estados y 0.5 a
definir correctamente el conjunto de transiciones.

Pregunta 2

Pregunta 2.1

Para resolver la pregunta anterior, vamos a proponer una expresién regular que defina a L:
(c+ce)' (a4 b+ (a+Db)c+ (a+b)ce)*

En primer lugar, explicaremos la construccién del término de la derecha. La expresion regular no debe definir
palabras en las que después de dos letras ‘¢’ haya otra ’c’. Para ello, se incluye la expresién que tiene una ’a’
0 ’D’ y después dos letras 'c’ y luego puede haber una ’a’ o b’ o ’ac’ o ’b¢’. Pero nunca habran tres letras ’c’
seguidas.

Finalmente, se anade el término de la izquierda, porque el lenguaje puede incluir la palabra ’c’ o ’cc’.

Notemos, que la expresién regular define correctamente a L, ya que incluye todas las palabras sobre el
alfabeto {a, b, c} que no contiene tres letras ’¢’ seguidas.

Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:



?

(1 puntos) Por construir (¢ + cc)
» (1 puntos) Por construir (a + b)*

= (1.5 puntos) Por construir ((a + b)c)*

(1.5 puntos) Por construir ((a + b)cc)*

s (1 puntos) Por entregar una explicacién con sentido

Pregunta 2.2

Un autémata determinista que que defina a L puede ser el siguiente:

a,b a,b,c

\_/ N/

a,b

Para demostrar que el autémata es minimo, realizaremos el algoritmo de minimizacién visto en clases. En
primer lugar, construiremos una tabla con todos los pares de nodos sin marcar.

01213

WIN| O
1

En segundo lugar, marcar todos los pares {p,q} sip € F 'y ¢ ¢ F o viceversa.

0|12

M| AL | o

WIN|—=O
1
1
1

Luego, si {p, ¢} no estdn marcado y {§(p,a);(q,a)} si estdn marcados. Entonces, marcar {p, q}.

0[1] 2 3
0] - o(1,3) | X
T[-[-]c23) X
2 [ - |- X
3 - - - -

0] 1 [2]3
0]-c12) XX
11-] - [X[X
2 - - - 1X
3 - - - -




>
M| > o

| 4| < o

wlo|—|o
1
1
1

Cémo todas las entradas estan marcadas, entonces para todo estado p, g en el autémata, p y ¢ son distingui-
bles. Por lo tanto, el autémata es minimo.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:
» (2 puntos) Por construir el autémata minimo
= (1 punto) Por manejar el método de minimizacién
= (1 punto) Por marcar el par estados finales y no finales

» (2 punto) Por realizar correctamente cada iteracién (2 iteraciones)

Pregunta 3

Para realizar la demostracién pedida, utilizaremos el contrapositivo del lema de bombeo. Una posible solu-
cién es la siguiente:

Sea un N > 0 arbitrario. Entonces, existe la siguiente palabra:

ab™ ab™

La cual se puede dividir de la siguiente forma:

Entonces, para todo y = b'b™b™ con v = b, v = b, w = b" y m > 0, existe i = 2 tal que:

zou-vrow-z=abVpmab

Entonces buscamos demostrar que ab™b™ab™ ¢ Eq*. Debido a que la palabra a analizar comienza con a, y
solo hay dos a presentes en esta, la Unica forma de separar la palabra en dos seria de la forma:

w-w=ab¥o™ - ab™N

Y como m > 0, tendremos que ab™b™ # ab" y por ende, la palabra no pertenece a Eqt. Por lo tanto, Fq™
no es regular.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:
= (2 puntos) Por seleccionar un N y particiones z,y, z de la palabra adecuadas.
= (1 punto) Por dividir y en particiones u, v, w adecuadas, con v # e.
= (1 punto) Por encontrar un ¢ > 0 adecuado para expandir v.

» (2 puntos) Por demostrar que la palabra resultante no pertenece a Eqt y por ende, que el lenguaje
es no regular.



Pregunta 4

Una posible soluciéon para esta pregunta es lo siguiente.

Como Ly y Ly son regulares, existen autématas no deterministas A; = (Q1,%, A1, 1, F1) y As = (Q2, %, Ao, Iz, F),
tales que L(A,) = L1y L(A,) = Lo.

La idea general, es construir un nuevo autémata no determinista, que al leer w = wuy - v9 como input, ejecute
A1 sobre el w, intente adivinar en qué momento termina u;, y mediante una e-transicién, pasar a ejecutar
vg a partir de algin estado de A,. Si la ejecucién termina en un estado final de As, entonces el automata
acepta el input.

Para lograr esto, nuestro nuevo autémata debe contener a A; y As, y tener e-transiciones que vayan de
algunos estados de A; a algunos estados de A;. La eleccién de cudles estados van a tener e-transiciones
salientes o entrantes, viene por la definicién de LifLs.

Dado un w = uy - v, para verificar si w € L11Lo, es necesario comprobar que existe us tal que uy - ug € Ly,
y que existe vy tal que vy - vo € Lo. Para esto, construimos los siguientes conjuntos de estados:

QY ={p| ue ¥ ge F. (p,u) Fy, (¢,€)}

Qg ={q| ve¥ Ipeclh (pv)Fy, (¢,€¢)}

Con esto, construimos el autémata no determinista A* = (Q*, X, A* I* F*) donde

s QP =Q1UQ,
=1
» FI=F,

s AT=A WA W{(p,6,q) | peQRQF Nge QLY

Ahora, queda demostrar que E(Ai) = L11Ls.

Primero demostraremos que L1iLo C E(Ai). Sea w € L11Ls. Por definicién de L11Ls, existen uq, ug, vy, vy €
>* tales que w = uq - Vg, Uy - Uz € L1, ¥y v1 - v2 € Lo. Luego, existen qcl) € Il,q} S Fl,qg S I27q)2c € F; tales
que:

(g0, u1 - uz) Fy, (qf,€)

(g5, v1 - v2) Fiy, (q7.€)
Existen p € Q1,q € Q2 tales que se cumple lo siguiente:

(qévul : UQ) }_21 (p7 u2) l_jzll (Q}'ae)

(Qg7vl . ’UQ) l_le (q,'UQ) l_:kélz (QJQ”’ 6)

Por construccién de A*, tenemos que a € It, q? € F*. También notamos que p € QY| y que ¢ € Q%. Luego,
por definicién de A*, hay una e-transicién que lleva de p a ¢. Entonces, lo siguiente es una secuencia vélida
de configuraciones de A*:

(Qé,ul ' UQ) }_Zi (anQ) l_.Ai (Q7v2) }_Zi (QJQ”7€)

De aqui queda claro que (gi,u1 - va) F (q%, €), por lo que uj - v1 € ,C(AI).
Luego, L1IL, C E(Ai).

Ahora demostraremos que /J(Ai) C L1tLsy. Sea w € L'(.Ai). Luego, 3qo € I1,3qy € F» tal que

(QO7 ’U)) '_j\I (Qfa 6)



Por construccién, tenemos que Q1 N Qo = (0, por lo que en algtin momento de la ejecucién, se debe utilizar
una e-transicién que lleve de los estados Q1 a los estados Q5. Entonces, Juq,ve € X* tal que w = uy - v9, y
Jp € QF, q € Q} tal que:
(g0, u1 - v2) Fj&\i (P, v2) Far (g,v2) FZI (vaﬁ)

Por construccién, se tiene que (qo,u1) %, (p,€). Y, como p € QF, existe uy tal que (p,us) F4, (q}, €) con
q]lc € F. Luego,

(g0 u1 - u2) Hiy, (g} €)
Por lo tanto, uy - us € L.
Andlogamente, se tiene que (g,v2) F, (qf,€). Y, como ¢ € Q1. existe vy tal que (q3,vy) 4, (g,€) con
g2 € I. Luego,

(45> v1 - v2) Fla, (a55€)
Por lo tanto, v1 - vo € Ls.

Como existen us,v; € X* tales que uy - us € Ly y uy - ug € Ly, tenemos que w € LyiLs.
Luego, L(A") C L11L,.

Como L11Ls C E(Ai) A E(Ai) C L1tLs, se cumple que L1iLs = C(Ai)7 y concluimos que L1ILs es regular.
Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

» (2 puntos) Por expresar la idea de e-transiciones que conecten estados de Ay y Ay

(1 punto) Por construccién de A*

(1 punto) Por modelar correctamente de qué estados salen/entran las e-transiciones en A*
» (1 punto) Por demostrar Li1L, C £(AY)

» (1 punto) Por demostrar £(A") C Li1L,
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Pauta Interrogacion 1

Preguntas en blanco: Preguntas o items entregados en blanco se evaluaran con 0.5 de 6 puntos.

Pregunta 1

Sean L1 y Lo lenguajes regulares. Demuestre que Ly - Ly es un lenguaje regular.

Solucion

Sean A1 = (Ql, E,A,Il,Fl) y AQ = (QQ, E,A,IQ,FQ) dos NFAs tal que L1 = £(A1), L2 = ,C(AQ)

Sea el NFA A = (Q,X,A, I, F), tal que,

Q=Q1¥WQ:
I=1
F=F

A=A "AU{(p,e,q).p€ Fr,q€ I}

Por demostrar. L;-Ls = L(A), es decir: w € L1 - Ly < w € L(A)

o w€L1~L2éw€£(A)
Sea w = wywe € Ly - Ly tal que wy € Ly,wy € Ly. Como L(A;) = L1 y L(A2) = Lo, se tiene,

necesariamente, que:
(qéa wl) Zl (qjlﬁg) N (q87 w2) 22 (q]%a E)

Con ¢} € I, qjlc € F,q € I, q]% € F5. Por construccién y dado que (q}, €,q3) € A, se tiene que:

(Q(l)vwle) F*A (qjlfan) FA (Q(Q)an) F*A (Q?vs)
Asi, se concluye que (g}, wiws) Fi (qj%,s) = wiwg € L(A), con ¢ € 1, qJ% eF.
e weL(A)=>we L Ly
Sea w € L(A), se tiene que:
(QOa w) F*A (qfa 6)

Con, qo € I = I1,q5 € F = Fy. Por construccién, se tiene que en algiin momento se debe saltar de @1 a
Q2, esto es,

(g0, wiwa) FA (q1,w2) Fa (g2, w2) FA (g5,€)

Por la existencia de la e-transicién, ¢1 € F1,q2 € Io. Como qo,q1 € @1y 2,45 € Q2, se tiene que:

(qo,w1) }_Zl (q1,€) A (g2,w2) '_22 ((Ifﬁ)

Por lo tanto, wy € L1, ws € Lo.
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Distribucién de puntajes

Los 6 puntos de la pregunta se encuentran distribuidos de la siguiente forma:

e (1 pto.) Por definir los estados del autémata A, -0.5 si no considera la unién disjunta.

(1 pto.) Por definir los conjuntos de estados iniciales I y finales F' del autémata A.

(1 pto.) Por definir el conjunto A de transiciones del autémata A, -0.5 si no considera la unién disjunta.

(1.5 ptos) Por la demostracién hacia el lado derecho de la doble implicancia.

— (0.5 ptos) Por el planteamiento y escribir las transiciones de estados.
— (0.5 ptos) Por utilizar la construccién del autémata A.

— (0.5 ptos) Por lograr concluir la demostracién utilizando lo anterior.

(1.5 ptos) Por la demostracién hacia el lado izquierdo de la doble implicancia. (una buena argumentacién
de por qué los pasos anteriores son reversibles también se considerard correcta).

— (0.5 ptos) Por el planteamiento y escribir las transiciones de estados.

— (0.5 ptos) Por utilizar la construccién del autémata A.

— (0.5 ptos) Por lograr concluir la demostracién utilizando lo anterior.
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Pregunta 2

Considere el siguiente autémata finito determinista A sobre el alfabeto ¥ = {a, b}.

1. Minimice el nimero de estados de A utilizando el algoritmo de minimizacién de estados.

2. Construya una expresién regular equivalente a £(A). Justifique su respuesta.

Solucion

1. Como se solicita en el enunciado, seguiremos el algoritmo de minimizaciéon de estados. Realizamos los
siguientes pasos:

(a) Paso 1 del algoritmo: Construimos la tabla con los pares {p, ¢} sin marcar (dejamos con negrita los
estados finales, es decir, 2 y 3):

[JURN S )
1

(b) Paso 2 del algoritmo: Marcamos {p,q} sip € F 'y g ¢ F o viceversa:
Debido a lo anterior, tenemos que marcar los siguientes pares {0, 2}, {0,3}, {1,2}, {1,3}. Obtenemos
la siguiente tabla:

2 3
- vV
- -V

LN —=O
1

(c) Paso 3 del algoritmo (Lo repetimos hasta que no hayan cambios): Si {p, ¢} no estd marcado y
{d(p,a),0(q,a)} estd marcado para algin a € 3, entonces marcamos {p, q}.
Siguiendo lo anterior, notemos que debemos marcar los siguientes pares:

e El par {0,1} debido a que {§(0,a),d(1,a)} — {1, 3}, que resulta en un par que estd marcado.
Notemos que si seguimos {6(0,b),0(1,b)} — {0,2} que también estd marcado. Por lo que
marcamos el par {0,1}.

e El par {2,3} debido a que {6(2,a),0(3,a)} — {1, 3}, que que resulta en un par que estd marcado.
Notemos que si seguimos {§(2,b),6(3,0)} — {0,2} que también estd marcado. Por lo que
marcamos el par {2, 3}.

Obtenemos la siguiente tabla:

0] 1 2 3
0|-| Vv | Vv |V
11- - |V |V
2| - - v’
3| - - - -

Notemos que la tabla ya esta completa, por lo que no es necesario repetir el paso 3. Ahora, notemos
que todos los pares de estados {p,q} de la tabla estdn marcados, por lo que todos los pares de
estados son distinguibles. Debido a lo anterior podemos concluir que el autémata ya se encuentra
minimizado, es decir, el resultado del algoritmo es el autémata inicial.
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Distribucién de puntajes
Los 6 puntos de la pregunta se encuentran distribuidos de la siguiente forma:

e (1 pto.) Por completar la tabla o explicar el proceso del llenado de esta siguiendo el algoritmo.

e (1 pto.) Por marcar los pares de estados {p,q} sip € F y ¢ € F o viceversa, es decir, por realizar
correctamente el paso 1.

e (1.5 pto.) Por marcar el par {0,1} debido a {§(0,a),d(1,a)} — {1,3} (o siguiendo la otra tran-
sicién).

e (1.5 ptos.) Por marcar el par {2,3} debido a que {6(2,a),d(3,a)} — {1,3} (o siguiendo la otra
transicion).

e (1 pto.) Por concluir correctamente luego de finalizar el algoritmo.

2. Para esta pregunta, existen diversas formas de llegar a una expresién regular equivalente a £(A), por lo
que desarrollaremos 2 de ellas a continuacién.

(a) La primera estrategia consiste en analizar el autémata:
e Si vemos el estado 0, podemos notar que su funcién es recordar que las ltimas dos letras son
bb o que el largo de la palabra es < 2.
e Luego, el estado 1 recuerda que las tltimas dos letras son ba o a.
e A continuacién, el estado 2 recuerda que las tltimas dos letras son ab.
e Por dltimo, el estado 3 recuerda que las dltimas dos letras son aa.

Si juntamos todo lo anterior podemos concluir que el autémata acepta todas las palabras donde la
pentltima letra es una a. Eso nos da la siguiente expresion regular:

(a+b)"-a-(a+bd)

Distribucién de puntajes

Si se siguid esta estrategia, los 6 puntos de la pregunta se encuentran distribuidos de la siguiente
forma:

e (2 ptos.) Por explicar que hace cada estado y/o explicar cuales son las palabras que acepta el
autémata.

e (4 ptos.) Por construir la expresién regular correctamente relaciondndolo con lo anterior.

(b) La segunda estrategia es utilizando el algoritmo de eliminacién de estados:
Antes de comenzar con el método de eliminacion de estados, primero se debe convertir el DFA a un
GNFA. Para ello, debemos agregar 2 nuevos estados ¢; y gy. ¢; debemos conectarlo al estado 0 y los
estados 2 y 3 deben ser conectados a ¢y mediante e-transiciones, resultando en el siguiente GNFA:

A continuacién, iniciamos el método de eliminacién de estados. Por simplicidad, las expresiones reg-
ulares se iran simplificando a medida que se avanza en el método, pero no se mostrara explicitamente.
Por ejemplo, (ca) se simplificard a (a) y (& + a) se simplificard a (a).

Paso 1: Eliminar el estado 0.
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Paso 2: Eliminar el estado 3.

Paso 3: Eliminar el estado 2.

(a + aa*b)(b+ bb*a)

aa* + (a + aa*b)

Paso 4: Eliminar el estado 1.

b*a((a + aa*d)(b+ bb*a))*(aa* + (a + aa*b))

Dado que solo tenemos 2 estados, el inicial y el final, la expresién regular resultante es la expresién
correspondiente a la transicién entre estos dos estados, es decir, b*a((a + aa*b)(b + bb*a))* (aa* +
(a + aa*d)).
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Distribucién de puntajes

Si se siguié esta estrategia, los 6 puntos de la pregunta se encuentran distribuidos de la siguiente forma:

(1 pto.) Por convertir el NFA/DFA a GNFA.
(1 pto.) Por eliminar el estado 3.

(1 pto.) Por eliminar el estado 0.

(1 pto.) Por eliminar el estado 2.

(1 pto.) Por eliminar el estado 1.

(1 pto.) Por concluir con la eliminacién de estados y obtener la expresién regular.
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Problema 3

Sea ¥ = {a,b,c}. Demuestre que los siguientes lenguajes no son regulares:
1. Prod = {a't’c" € ©T |i>0Aj >0}

2. Mod = {a'bic' ™47 e £ [i>0Aj > 2}

Solucion

1. Necesitamos demostrar que el lenguaje Prod = {a‘b’c*? € XF | i > 0 A j > 0} no es regular. Para ello,
podemos utilizar el contra positivo del lema de bombeo.

e Para todo N > 0, elegimos la palabra P = aVpN N,

e Elegimos z,v, z tal que P = zyz, x = aVb", y = N (lyy=N)yz=e.
e Para toda descomposicién y = c*ct¢™ con k +1+m = N2y 1> 0.

e Tenemos nuestra nueva palabra P’ = gV N cFtittm,

Elegimos bombear con i = 0, obteniendo que N? = k + 0 -1 + m, pero N? > k 4+ m, ya que [ > 0.
e Por lo tanto, N? # k +m y por ende, Prod no es regular.

2. Similar a antes, necesitamos demostrar que el lenguaje Mod = {ab’c! ™°4J € ¥+ |i>0Aj > 2} noes
regular. Para ello, nuevamente utilizamos el contra positivo del lema de bombeo.

e Para todo N > 0, elegimos la palabra M = aVp?NcN.
e Elegimos z,y, z tal que M = zyz, v = aV0?N, y =cV (jy| > N)y z = e.

Para toda descomposicién y = c*cl¢™ con k+1+m =Ny 1> 0.
Np2N kticl4m

Tenemos nuestra nueva palabra M’ = a

Elegimos bombear con ¢ = 0, obteniendo que N =k +0-1+ m, pero N > k + m, ya que [ > 0.

Por lo tanto, N # k + m y por ende, Mod no es regular.

Distribucién de puntajes

Ambos {tems valen 6 puntos cada uno, distribuidos de la siguiente forma:

e (1 pto.) Por el correcto uso del lema de bombeo.

(1 pto.) Por la correcta eleccién de la palabra P o M, esta debe estar bien definida, dadas las restricciones
del lenguaje.

(1 pto.) Por la correcta eleccién de z, y y z.

(1 pto.) Por la correcta eleccién de i al bombear.

(2 ptos) Por la correcta demostraciéon de que la palabra bombeada no pertenece al lenguaje.
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Problema 4
Sea A= (Q,%,A,I,F) un autémata finito no-determinista (NFA). Se define el lenguaje universal de A como:
Ly(A) = {w € ¥*| toda ejecucién de A sobre w es de aceptacién }

Demuestre que para todo NFA A, el lenguaje Ly(A) es siempre regular.

Solucion

Sea A= (Q,%X,A,I,F) un NFA. Tenemos el siguiente lenguaje:

Ly(A) = {w| todas las ejecuciones de A sobre w que son de aceptacién}

Para demostrar que el lenguaje es regular, definimos el siguiente autémata:

Aget _ (ZQ, 27 Adet7 qget,deet)
e 29 ={S|SC @}
o glct =1
e A%(S a)={3p e S.(pa,q) €A}
o Fiet ={SCQ|ISCF}=2"

En palabras simples, como funciona el autémata es igual que cuando se determiniza un NFA, solamente que lo
que cambia es que ahora los estados finales son todas las combinaciones que se pueden hacer con los estados
finales de A, con esto nos aseguramos de que todas las ejecuciones sean aceptadas por dicho autémata.

Es importante ver que aca F\;m contiene al vacio. Esto, dado que si es que no existen ejecuciones de A sobre

w, entonces automdticamente se cumple la propiedad (dado que es un para todo).
Sea w = ajazaz...a, € X* cualquiera. Como A% es determinista. Sea p la ejcucién de A@et sobre w, tal que:
p:Sy 8 B S,

En clases se vio en la demostraciéon de determinizacién que:
. a as an . ., .
Lema 1. Sip:qy — ¢ — ... =% g, es una ejecucién de A sobre w, entonces Vi. p; € S;.

Lema 2. Vi< n.Vp € S;, existe una ejecucién p : qo — q1 — ... = ¢; de A sobre w tal que p; = p.

Usaremos ambos lemas demostrados en clases para demostrar la correctitud de la construccion.

Por demostrar. w € L(A%) +— w € Ly(A)

Como sabemos, si w € E(Aget) entonces S,, C 2F, por lo tanto, la siguiente demostracién es equivalente:

S, C2F «— we Ly(A)

(—) Suponga que S,, C 2. Sea p: qo 2o B 2 ¢, una ejecucién de aceptacién de A sobre w cualquiera.
Por lema 1: p, € S,, por lo tanto p, € F. Con esto tenemos que p es de aceptacién. Como esto sirve para
cualquier ejecucién p, entonces todas las ejecuciones son de aceptacién. Con esto concluimos que w € Ly(A).

(+-) Vamos a demostrar por contrapositivo que S,, Z 28" — w ¢ Ly(A).
Suponga que existe p € S, tal que p ¢ F. Por lema 2: 3p : pg = ... 2 p, de A sobre w tal que p, = p.
Como p, = p ¢ F, entonces p no es de aceptacién. Por lo tanto w & L(AZ?).
Distribucién de puntajes
e (2 ptos.) Por definir correctamente la determinizacién de A.
e (2 ptos.) Por definir correctamente F34°t,
e (1 pto.) Por demostrar que w € L(AZ) — w € Ly(A).

e (1 pto.) Por demostrar que w € L(AZ) «— w € Ly(A).

11C2223/11C2224 8 Pauta Interrogaciéon 1
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CONTROL 2

Indicaciones

La duracién del control es 1 hora y 30 minutos.
Responda cada pregunta en una hoja separada y ponga su nombre en cada hoja de respuesta.

Debe entregar una copia digital de cada pregunta por el buzon del curso, antes de las 23:59 horas del
dia del control.

Debe preocuparse que la copia digital y su calidad sea legible. En caso de hacerla con papel y lapiz,
se recomienda usar hojas blancas y un lapiz oscuro que sea visible en la versiéon digital. En caso de no
ser legible, no podré ser evaluada su solucién.

En caso de hacer el control fuera del horario, se recomienda tomar el tiempo (1 hora y 30 minutos) y
entregarlo justo después de concluido el tiempo.

Durante la evaluacion puede hacer uso de sus apuntes o slides del curso.

Esta es una evaluacién estrictamente individual y, por lo tanto, no puede compartir informacién con
sus companeros o usar material fuera de sus apuntes o slides del curso. En caso de hacerlo, el control
no reflejard su progreso en el curso, viéndose perjudicada su formacién personal y profesional.

Al comienzo de cada pregunta debe escribir la siguiente oraciéon y firmarla:

“Doy mi palabra que la siguiente solucion de la pregunta X fue desarrollada y escrita indi-
vidualmente por mi persona segun el codigo de honor de la Universidad.”

En caso de no escribir la oracién o no firmarla, su soluciéon no sera evaluada.

Pregunta 1

Sea ¥ = {a,b}. Recuerde que w € %* es un palindromo si w = w? donde w’ es la palabra reverso de w. Un
palindromo se dice no trivial si es de largo mayor o igual a dos. Sea Paly, el conjunto de todas las palabras
w € ¥* tal que w es un palindromo no trivial y (Paly)* la clausura de Kleene de Paly.

1.
2.

Demuestre que el lenguaje (Paly)* es libre de contexto.

Demuestre que el lenguaje (Paly)* es no regular.



Pregunta 2
Para una gramética G = (V, 3, P,S) y X € V, se define el lenguaje de X como L(X) = {w € ¥* | X =§ w}.

1. Demuestre que, si £(G) es un lenguaje finito, entonces existe una graméatica G’ = (V', %, P’, S’) tal que
L(G") = L(G) y G’ tiene una sola variable, esto es, V' = {S'}.

2. Demuestre que, si £(G) es un lenguaje infinito, entonces existe una gramética G’ = (V' X, P/, S") tal
que £(G') = L(G) y todas sus variables generan un lenguaje infinito, esto es, para todo X € V' se tiene
que L£(X) es infinito.
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PAUTA CONTROL 2

Pregunta 1

Pregunta 1.1

Una posible solucién es definir la gramética G = (V, X, P, S) con ¥ = {a,b}, V = {X,Y, S} con las siguientes
producciones:

S = YS|e
X — aXa|bXb|a|ble
Y — aXa|bXDd

y explicar la correctitud de esta gramatica. Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:

» (1 punto) Por definir bien X, es decir la produccién asociada a los palindromos comunes.
* (1 punto) Por definir la variable inicial tal que genere la clausura de Kleene.
= (0.5 puntos) Por definir bien Y o la produccién que asegure la no trivialidad de los palindromos.

= (0.5 puntos) Por explicar la correctitud de la gramética.

Pregunta 1.2

Una posible solucién es usar el lema de bombeo con w = _a  _bY ab"a. Luego dada una divisién arbitraria

para y: s
bnbmbl — bN

Bombeamos a™ con i = 2 nos queda w’ = abV™aba y podemos notar que no es un palindrome ni es una
concatenacion de palindromes.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

= (1.5 puntos) Por elegir de manera correcta la palabra a bombear con sus subdivisiones correspon-
dientes.

s (1 punto) Por bombear correctamente.

= (0.5 puntos) Por usar el lema de bombeo correctamente.



Pregunta 2

Pregunta 2.1

Dado que £(G) es un lenguaje finito, podemos enumerar las palabras pertenecientes al lenguaje, £(G) =
{wy,ws, ..., w,}. Luego, sea G’ = ({5}, %, P',S’), tal que S" — w; € P’ para todo w; € L(G). Es facil ver
que L£(G) = L(G') ya que w € L(G) si, y solo si, S — w € P’ si, y solo si, w € £(G)'. Finalmente G’ es una
gramética con una sola variable y cumple que £(G) = L(G).

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

= (0.5 puntos) Por una correcta utilizacién de que el lenguaje £(G) es finito.
= (2 puntos) Por dar una contruccién correcta de G'.

= (0.5 puntos) Por demostrar que £(G) = L(G).

Pregunta 2.2

Sea Voo = {X € V | L(X) es infinito} y Voo = {X € V | L(X) es finito}. Dado que £(G) es infinito, £(S)
también lo es, por lo tanto, podemos concluir que V. # 0.

Sea G’ = (V, X, P’, S) tal que para cada regla de la forma X — agXj01Xs...Xpap € P, con X € Voo, q; €
{Vao UX}H, X € Veooi € {0,1,...,k}, agregamos una regla X — apwi;...wye, € P’ para todo w; €
L(X;).Cabe destacar en esta definicién de P’, que cuando k = 0, X — ag, con ag € {Vo U X}* pertenecen
a P’ por lo que las reglas que no involucran a las variables de lenguaje finito que pertenecen a P, también
lo estdn en P’.

Ahora demostraremos que el lenguaje de cada variable X € V es igual con respecto a cada gramaética, es
decir Lg(X) = Lg/(X).

= Por demostrar Lg(X) C Lg/(X). Sabemos que w € Lg(X) — X =& w Por induccién sobre el largo
de la derivacién.

Caso base. Para una derivacién de largo 1 X =g w entonces X — w € Py, por lo tanto, X — w € P’.
De acéd podemos deducir que X =g wy w € Lg/(X).

Induccién. Suponemos que para todo w € Lg(X) tal que X =& w con una derivacién de largo menor
o igual a n, entonces w € Lg/ (X).

Demostraremos que para todo w € Lg(X) tal que X = w con una derivacién de largo igual a n + 1,
entonces w € Lg/(X). Sea w € Lg(X) tal que X =% w con una derivacién de largo igual a n + 1.
Entonces X =¢g 8 =5 w con B € {VUX}y =¢ w es una derivacién de largo n.

Se pueden dar dos casos:
1. Si B € {VooUX}, entonces X — 8 € P’y tenemos que X =g/ 3. Luego, por hipétesis de induccién
X =g B éz/ Wy we Eg/(X).

2. Si = FoX161...XmBm con cada X; € Vo (es decir § tiene al menos una variable perteneciente
a Vo), entonces por construccién de G'; X — Bow1f1...wmBm € P’ con cada w; € L(X;). Por
lo tanto X =g/ Bow1B1...wmPm € P’ para cada w; € L(X;). Por hipétesis de induccién X =5 w
y concluimos que w € Lg/(X).

Finalmente, Lg(X) C Lg/(X).
» Por demostrar Lg/(X) C Lg(X). Sabemos que w € Lg/(X) y entonces X =, w. De nuevo, por
induccién sobre el largo de la derivacién:

Caso base. Para una derivacién de largo 1 sabemos que X =g/ w con X — w € P’. Pueden ocurrir
dos casos:



1. Si X - w € P, entonces X =g wy w € Lg(X).

2. 81 X - w ¢ P, por construccién de G', X — BoX1581..X;mfBm € P con cada X; € Voo y
BoX161-- X Bm =& w. Por lo tanto X =5 wy w € Lg(X).

Induccién. Suponemos que para todo w € Lg/(X) tal que X =7 w con una derivacién de largo
menor o igual a n, entonces se cumple que w € Lg(X). Demostraremos que para todo w € Lg/(X) tal
que X =¢, w con una derivacién de largo igual a n + 1, entonces w € Lg(X).

Sea w € Lg/(X) tal que X =§, w con una derivacién de largo igual a n + 1. Entonces X =g/ =&, w
con € {Voo UX} y =5 w es una derivacion de largo n. Acd se pueden dar dos casos:

1. Si X — 3 € P entonces X =¢ 3. Por hipétesis de induccion X =g 8 =5 wy w € Lg(X).

2. 851 X — B ¢ P, por construcciéon de G, X — [oX161..XmfPm € P con cada X; € Voo y
BoX161.- XmBm =& B. Por hipotesis de induccién 8 =% w, por lo tanto X =§ wy w € Lg(X).

Finalmente, concluimos que Lg/(X) C Lg(X).

De los dos puntos anteriores se concluye que Lg/(X) = Lg(X). Més atn, sabemos que para todo X € V,, se
tiene que £(X) es infinito, y £(G) = Lg(S) = Lg/ (S) = L(G).

Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:
» (2 punto) Por la construccién de la gramética.

= (0.25 puntos) Por la demostracién de que para toda variable perteneciente a la nueva gramética, su
lenguaje es infinito.

= (0.25 puntos) Por demostrar que el lenguaje de la nueva gramadtica es igual al lenguaje de la gramética
original.
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INTERROGACION 2

Preguntas en blanco: Preguntas entregadas en blanco se evaluaran con un 1.5.

Pregunta 1
Considere el siguiente lenguaje L sobre el alfabeto X = {a,b}:
L = {d'Vd" | j=i+k}
1. Presente una gramdtica libre de contexto G tal que £(G) = L.

2. Demuestre que su gramdtica G del punto anterior es correcta, esto es, demuestre que £(G) = L.

Pregunta 2

Para esta pregunta considere transductores de la forma 7 = (Q,X,Q, A, I, F) con AcQx X x (Qu{e}) x Q,
esto es, los transductores NO tienen transiciones de lectura con e. Considere el el siguiente problema:

PROBLEMA: Evaluacién de transductor
INPUT: Un transductor 7 y una palabra u
QUTPUT: Una palabra v € Q* cualquiera tal que v € [T ](u)

Escriba un algoritmo para el problema anterior. Su algoritmo debe tomar tiempo O(|T]- |u|).

Pregunta 3

Para una gramatica libre de contexto G = (V, %, P,S) decimos que G tiene un loop si existe una variable

X eV tal que X = aX  para algin «, f € (V U X)*. Demuestre que si G no tiene un loop, entonces £(G)
es un lenguaje regular.
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PAUTA INTERROGACION 2

Pregunta 1

Pregunta 1.1

Una posible solucién para esta pregunta es tomar en cuenta la siguiente propiedad:
i+ k=7 siysolosia'baf = a'bibFaF

Asi, se propone la siguiente gramatica libre de contexto:

S — AB
A — aAble
B — bBale
Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:
= (1 punto) Por definir la propiedad.
» (1.5 puntos) Por definir la gramdtica libre de contexto.

= (0.5 punto) Por considerar los casos bordes.

Pregunta 1.2

Se demuestra que la gramética libre de contexto definida es correcta mediante la demostracién de £(G) = L.

Por demostrar: L C L(G).

Sea a'b/a* € L. Luego, como i + k = j, entonces a’b’a* = a’b'b*a*.
Ahora, a partir de la CFG propuesta, se tiene que:

A= aipt
B = bhak

De esta manera, existe la siguiente derivacion:

S = AB = a'b'B = a'b'bFa”
Y como a’b'a* = a’b'b*a®, entonces a'b’a* € L(G).
Por demostrar: £(G) C L.

Sea w € L(G), por lo que existe una derivacién de la forma:



S S w

Se analiza la forma que tiene esta derivaciéon. En primer lugar, desde S, en un paso, solo hay una posible
derivacién:

S=AB
Luego, la derivacién completa por la izquierda debe tener la siguiente forma:
S = AB = aAbB = aaAbbB ﬁ a'AV'B = a'b'B = a'b'bBa ﬁi a'b'b* Bak = a’b'bFak
Asi, como i + k = j, entonces w = a’b'b¥a* = a’b/a*, por lo que w € L.
Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

» (1.5 puntos) Por demostrar que L C £(G).

» (1.5 puntos) Por demostrar que £(G) C L.

Pregunta 2

Modificando el algoritmo visto en clases para la evaluacién de NFA on-the-fly, tenemos que para un trans-
ductor T =(Q, %X, QA I,F) tal que A C Q x ¥ x (U {e}) x Q tenemos:

Function Eval-Transducer(7,w = a1...a,)
S :=hash(Q, null)
foreach g € I do

| Slgl:=¢
for i :=1 ton do
Sotd =S

S :=hash(Q, null)
foreach p € ) do
if So1a[p] # null then
foreach (p,a;,b,q) € A do
L if S[g] = null then

| Sla] = Soialp] - b

foreach p € F' do

if S[qg] # null then
| return S(q]

L return null

La idea del algoritmo es llevar una tabla de hash con las palabras escritas por las ejecuciones actuales que
se encuentran en cada estado, e ir completandola segiin nos indican las transiciones del transductor.

Estas tablas comienzan con un valor null distinto de epsilon, indicando que no hay ninguna ejecucién en
proceso, y a continuacién se inicializan con ¢ las entradas de los estados iniciales, indicando que hay una
ejecucién activa, pero que no ha escrito nada atin. Teniendo lo anterior, se recorre la palabra letra por letra,
visitando los estados que tengan alguna ejecucién activa (Soiq[p] # null), se revisan todas las transiciones
salientes de este estado (para la letra actual) y en caso de encontrar una transicién vdlida se concatena



la letra que indica la transicion a la palabra asociada al estado de llegada. Cabe senialar que solamente se
concatena esta letra si es la primera transicién vélida que encontramos (S[q] # null), pues buscamos que el
algoritmo retorne solamente una palabra, por lo que no es necesario llevar registro de todas las posibles.

Finalmente, luego de haber leido la palabra completa, visitamos todos los estados finales, retornando la
palabra escrita por el transductor en caso de encontrar alguna y retornando null en caso de que ninguna
ejecucién llegue a un estado final.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

= (1 punto) Por llevar una tabla de hash o similar para las ejecuciones (en lugar de un conjunto).

(1 punto) Por crear la tabla con nulos e inicializar con € para las variables iniciales.
= (1.5 puntos) Por iterar sobre los estados que llevan alguna ejecucién (no nulos).

» (1.5 puntos) Por seguir las transiciones y actualizar la tabla correctamente.

(1 punto) Por retornar correctamente el output.

e (0.5 punto) Por retornar una palabra escrita por el transductor.

e (0.5 punto) Por retornar null (o similar) cuando no hay output.

Pregunta 3

Por demostrar que si una gramaética libre de contexto no tiene loops, entonces define un lenguaje regular.
Sea G = (V, X, P,S) una CFG sin loops y Gg = (V, E) un grafo tal que [V|=ny (X,Y) € E si, y solo si,
X —>aYpeP.

Por demostrar que si G no tiene loops, entonces Gg tampoco. Por contrapositivo, si Gg tiene loops, entonces
existe un camino X = X; - X; — Xy — -+ = X,;, = X. Luego, existen las producciones X; — a2 X505,

Xo = a3X3f83, ..., Xin—1 — am Xy Bm. Componiéndolas se obtiene X X aXp.
Como Gg no tiene loops, entonces define un grafo dirigido aciclico (DAG). Asi, se puede definir la secuencia

X1,Xs,...,X, de las variables en V ordenadas topoldgicamente tal que, con i < j < n, desde X; no se
puede llegar a X; (al revés de la definicién convencional).

Sea Gx = (V, X, P, X). Por demostrar, utilizando induccién fuerte, que Vi € {1,n}.L(Gx,) es finito.

= Caso base: Desde X7 no se puede llegar a ninguna variable, es decir, todas las son de la forma X — w
con w € ¥*. Como P es finito entonces, L(Gx,) también lo es.

» Caso inductivo: Sea X; una variable en la secuencia ordenada. Por hipétesis de induccién Vk < i.L(Gx, )
es finito. Gracias al orden topoldgico y que G no tiene loops, entonces las producciones de X; son de
la forma X; - a con a € (XU {Xy,...,X;-1})*. Luego, considerando las producciones de X; de la
forma X; — aq|as|...|ag, si se reemplaza cada aparicién de X con k < i en cada ayq, s, ...,q por
toda posible palabra en £(Gx, ) se logra definir £(Gx,) a través de producciones de la forma X; — w
con w € ¥*. Como los £L(Gx, ) son finitos y las producciones originales de X; son finitas, entonces las
producciones con reemplazo son finitas. Por lo tanto, £(Gx,) es finito.

Finalmente, £(Gx,) = £(G) es finito y todo lenguaje finito es regular.
Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente: .
= (1 punto) Por plantear la demostracién de que el grafo de una CFG sin ciclos tampoco los tiene.

» (1 punto) Por la demostracién de que el grafo de una CFG sin ciclos tampoco los tiene.



(1 punto) Por ordenar las variables para facilitar la induccién.
(1 punto) Por el caso base.
(1 punto) Por el caso inductivo.

(1 punto) Por la conclusién y mencionar que todo lenguaje finito es regular.
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INTERROGACION 2

Preguntas en blanco: Preguntas o items entregados en blanco se evaluaran con 0.5 de 6 puntos.

Pregunta 1

Demuestre que existen transductores 77 y Tz sobre alfabetos X y € tal que la relacién [T n[7Tz2] =
{(u,v) e Z* xQ* | (u,v) € [T1] A (u,v) € [T2]} no es una relacién racional.

Pregunta 2

Considere los siguientes lenguajes sobre el alfabeto {a,b,c,d}:
Li = {a'tickd® | 2i=0r3j=k}
Ly = {a'tickd’ | 2i=kn3j=1(}

Uno de los lenguajes es libre de contexto y el otro no. ;Cudl es cudl? Diga cudl lenguaje es libre
de contexto y cudl no, y demuestre ambas afirmaciones.

Pregunta 3

Sean X y 2 alfabetos finitos. Una funcién h : X* — Q* respeta la concatenacion si para todo u,v € X*
se cumple que h(u-v) = h(u) - h(v). Para L ¢ ¥*, se define el lenguaje h(L) = {h(w) | w e L}.
Demuestre que, si L € X* es un lenguaje libre de contexto y h: ¥ — Q* es una funcién que respeta
la concatenacién, entonces h(L) es un lenguaje libre de contexto.

Pregunta 4

Considere el siguiente problema:

Problema: #surrix-DFA
Input: Un DFA A=(Q,%,0,q0,F) yw=ay...a, € 2%,
Output: Hie{l,....,n}|ai...a, € L(A)}|

Esto es, el problema #SUFFIX-DFA consiste en, dado un autémata finito determinista A y dado
una palabra w, contar todos los sufijos de w que son aceptados por A.

Escriba una algoritmo que resuelva #SUFFIX-DFA en tiempo O(|A] - |w]) donde |A| es el ndmero
de estados y transiciones de A. Demuestre la correctitud de su algoritmo.
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PAUTA INTERROGACION 2

Pregunta 1

Una posible solucién para esta pregunta es construyendo los siguientes transductores 71 y 7Tz, con ¥ = {a}
su alfabeto de input y Q = {b, ¢} su alfabeto de output:

a/b e/c
T €/e

(O—Q

€e/b a/c
Ta:

Es féacil ver que: [|T1|] = {(a™, b"c™) | n,m > 0}, y que [|T2]] = {(a™,b™c"™)| n,m > 0}. Luego, tenemos que
(1Tl = {(a™,b"c") [ n = 0}

Por contradiccidén, supongamos que [|71]] N [|72]] es una relacién racional. Se tiene que m2([|71]] N [|72]]) =
{b"c™| n > 0}, y notamos que no es un lenguaje regular. Por teorema visto en clases, sabemos que las
proyecciones de las relaciones racionales son lenguajes regulares. Luego, llegamos a una contradiccion, y
queda demostrado que [|71]] N [|72]] no es una relacién racional.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

» (1.5 puntos) Por construir 7;

» (1.5 puntos) Por construir 73

(1 puntos) Por expresar la relacién definida por [|71]] N [|72]]

(1 puntos) Por identificar que 72 ([|71|]] N [|72]]) no es un lenguaje regular

» (1 puntos) Por concluir que [|71|] N [|7z2|] no es una relacién racional

Nota: Es correcto proponer otros transductores 71 y 72, mientras cumplan que 71 ([|71]] N [|72]]) no sea un
lenguaje regular, o que m2([|71]] N [|72]]) no sea un lenguaje regular.



Pregunta 2

Sean los lenguajes L1 y Lo definidos de la siguiente forma:
Ly = {a't/cFd | 2i =IN35 =k}
Ly = {a't/cFd | 2i =k A3j =1}
En este caso, L1 es un lenguaje libre de contexto mientras que Ls no lo es. A continuacién se demuestran
ambas afirmaciones.
1) L, es LLC:

Para demostrar que L; es libre de contexto, procedemos a disenar una gramatica para el lenguaje y explicar
su correctitud. La gramatica generada es de la forma:

G:X = aXdd|Y
Y = bYcec | e

La gramatica se construye de forma recursiva desde los extremos hasta el centro. Nos aseguramos con las
derivaciones de X de agregar las letras a y d en los extremos de la palabra correspondientes, procurando
seguir la proporcién pedida. Luego, al cambiar de variable a Y, agregamos en el centro las letras b y ¢ que
también siguen su propia proporciéon pedida. Finalmente, solo es posible seguir agregando b y ¢, o terminar
la palabra.

2) Ly no es LLC:

Para demostrar que Lo no es LLC, usaremos el contrapositivo del lema de bombeo para lenguajes libres de
contexto. Sea un N > 0, definimos la siguiente palabra z perteneciente al lenguaje:

5 — o VpN 2N 3N
Y sea la siguiente descomposicién cualquiera para z:

z = uvwxy

Con vz # e y Jvwz| < N. Segin la estructura que tome dicha descomposicién, podemos tener la siguientes
tres posibilidades:

1. vwz € a*b*. En este caso, sea i = 0 de forma que la palabra queda como:
uvwzly = a1 pN2 2N @3N (1)
Lo que fuerza a que Ny < N 6 Ny < N, por lo que la palabra nueva no pertenece a L.
2. vwz € b*c*. Es este caso, sea i = O:
ur®wzly = aN N2 Ne @3N (2)
Lo que fuerza a que Ny < N 6 N3 < 2N, por lo que la palabra nueva no pertenece a Ls.
3. vwzx € c*d*. Es este caso, sea 1 = 0:
ur®wzly = aNpN N g4 (3)

Lo que fuerza a que N3 < 2N 6 Ny < 3N, por lo que la palabra nueva no pertenece a L.



Al ser analizadas todas las posibilidades de descomposicion para la palabra z, se demuestra que Lo no es un
lenguaje libre de contexto.

Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:
= (0.5 puntos) Por indicar que L; es LLC y que Ly no lo es.
= (2 puntos) Por generar la gramética correspondiente para Lj.
= (0.75 puntos) Por explicar la correctitud de la gramdtica generada.
= (1 punto) Por seleccionar una palabra z adecuada para el lema de bombeo de L.
= (0.25 puntos) Por seleccionar la descomposicién z = uvwzry adecuada, junto a sus restricciones.

= (1.5 puntos) Por analizar correctamente todas las posibilidades de la descomposicién anterior de z.

Pregunta 3

Pregunta 3
Sea L un lenguaje libre de contexto y el lenguaje h(L) definido como:
h(L) = {h(w) | w € L}.

Sea G = {V,%, P, S} en forma normal de Chomsky (CNF) tal que L(G) = L\ {€}, por teorema visto en
clases. Se define h(G) = (VU{S },Q, P ,S) tal que:

/

P = {(X=YZ|X=>YZecP)}
U {X —=h(a)| X 2>acP}
U {8 =5}

U {S —=eleecl}
Por demostrar: h(L) = L(h(G))
(Q) Siueh(L),seaw € L tal que h(w) = u. Como w € L(G) sea T un arbol de derivacién de G sobre w.

Sea h(T) el 4rbol T donde reemplazando cada hoja a € ¥ por h(a). Entonces, por construccion es ficil
ver que h(T) es drbol de derivacién de h(G) con h(w).

Siu=e= S =ecyec Lh(G)).

(D) Sea u € L(h(G)) y sea T érbol de derivacién de h(G) sobre u. Sea T el arbol tal que para cada nodo
de la forma X (b ... by) lo reemplazamos por X (a) con a € ¥ tal que h(a) = by ...bg. Sea w la palabra
en las hojas de T

s h(w) =u
= T es arbol de derivacién de G sobre w
Por lo tanto, u € h(L).
Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:
= (0.5 puntos) Por manejar correctamente la funcién h (respeta la concatenacién)
» (1.5 puntos) Por conservar las derivaciones del tipo X — Y Z
= (1.5 puntos) Por conservar las derivaciones del tipo X — a
= (0.5 puntos) Por incluir el € en la gramdtica

= (2 puntos) Por demostrar correctamente cada lado (1 punto ¢/u)



Pregunta 4

Una posible solucién para esta pregunta es modificar el algoritmo eval-NFAonthefly visto en clases. Especifi-
camente, en lugar de llevar dos conjuntos S y S,;q para llevar los estados en los que van las ejecuciones al
leer la i-ésima letra de w, se llevard un contador de los sufijos que hay en cada estado al leer la i-ésima
letra. En el nuevo algoritmo, S y S,4 corresponderdn a arreglos de tamafio |@)] = m, donde cada entrada
del arreglo le corresponde a un estado j € @, y esta llevard la cuenta de sufijos de la palabra que al ejecutar
A llegan al estado j.

Sin pérdida de generalidad, suponga que el autémata A tiene como conjunto de estados @ = {0,1,...,m—1}.
Si los m estados de A no son nimeros, estos pueden ser ordenados arbitrariamente y ser asignados a niimeros.
También suponemos, sin pérdida de generalidad, que A es un autémata sin e-transiciones. Luego, escribimos
el siguiente algoritmo:

#SUFFIX-DFA(A = (Q, X, A F), w = ajaz...a,)

S, So1q < Arreglos de largo m, y entradas con valor 0
fori=1ton do
Sold +— S
S« [0] // arreglo de 0s
Sold[o] — Sold[o] +1
for j=0tom—1do
S[6(4, ai)] < S[0(5, a:)] + Sotali]
end for
end for
C+0
for j € F do
C«+ C+S[j]
end for
return C'

Para la demostracién de la correctitud del algoritmo, usaremos induccién sobre el tamano de w, para mostrar
que en toda iteracién el arreglo S lleva correctamente la cantidad de sufijos de aj...a;—1 que llegan a cada
estado.

CB: Antes de empezar a leer letras de w, se da que el estado inicial de A no tiene sufijos y no se ha pasado
por ningin otro estado. Esto se ve representado correctamente al inicializar las entradas de S como 0.

HI: Suponemos que luego de procesar aj - - - a; se cumple que, para todo estado j, S[j] es igual al niimero
de sufijos de A sobre ay - - - a; que llegan al estado j.

TI: Por HI, S lleva correctamente la cantidad de ejecuciones por estado en la i-ésima iteracién. En la
iteracién 7 + 1, se asigna a S,;q los valores de S, y S se reinicializa con valores 0. Luego, por cada
transicién (ji1, a;+1, j2) del autémata, a S[jo] se le suma la cantidad de sufijos de j;. Al realizar esto
sobre todas las transiciones del autémata, se cumple que S[j] es igual al nimero de sufijos de a; - - - a;41
al ejecutar A que llegan a j € Q.

Ya demostrado que el S lleva correctamente la cantidad de sufijos que llegan a cada estado para cualquier
largo de w. La cantidad de sufijos de w que son aceptados por A serd la suma de la cantidad de sufijos
de las ejecuciones que llegaron a estados finales del autémata después de leer las n letras de w. Esto se
guarda en la variable C' al final del algoritmo, y se retorna dicho valor. Luego, el algoritmo propuesto retorna
correctamente la cantidad de sufijos de w que son aceptados por A.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:



(1 puntos) Por llevar un contador para cada estado.
» (1.5 puntos) Por actualizar correctamente Sy Syq
» (1.5 puntos) Por actualizar correctamente S[0(j, a;)]
= (1 puntos) Por contar los sufijos.

= (1 puntos) Por demostrar correctitud.

Nota 1: No era correcto si:

= el algoritmo tiene un tiempo de ejecuciéon mayor al pedido, por tanto se asignaron 0 puntos a esta
solucién.

= sisolo se escribe el algoritmo NFA-onthefly* sin cambios, por tanto se asignaron 0 puntos a esta solucion.

Nota 2: Siel autémata se “invierte” para leer la palabra de derecha a izquierda, habia que tener cuidado en
darse cuenta que al invertir el autémata queda no-determinista. Para esto debian demostrar que el autéomata
invertido acepta el mismo lenguaje y después aprovechar el autémata invertido correctamente. En muchos
casos esto no ocurrié y por tanto se asignaron 0 puntos a esta solucién. Se recomienda consultar al profesor,
si su solucién esta en este caso.
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Pauta Interrogacion 2

Pregunta 1
Usando el teorema de Myhill-Nerode, demuestre que £(.A) es regular para todo 2DFA A.

Solucion
Sea A= (Q,%,F,,0,q0,qr) un 2DFA arbitrario. Para un input u € ¥* cualquiera, definiremos la funcién de

comportamiento T, como se hizo en clases:

T,:QU{e} — QU{L}
tal que

p) = ¢ siy solo si desde (p, |u|) cruza en la config. (g, |u|+ 1).

Tu(p) (
e T, (p) =L siy solo si desde (p, |u|) nunca cruza de u.
Tu(e) (

e) = g si y solo si desde (go,0) cruza por primera vez con (g, |u| + 1).

T,(e) =L siy solo si desde (go,0) nunca cruza de u.
Consideremos la relaciéon =7 tal que se cumpla:
u=pv ssi T,=T1T,

Es fécil ver que =7 es relacién de equivalencia sobre ¥* (es refleja, simétrica y transitiva). Por Teorema de
Myhill-Nerode, demostrar que £(.A) es lenguaje regular es equivalente a demostrar que =r es una relacién de
Myhill-Nerode.

Por demostrar: =7 es relacién de Myhill-Nerode
Debemos verificar que =7 cumpla las siguientes 3 propiedades:
1. =7 es congruencia por la derecha
2. = refine L(A)

3. La cantidad de clases de equivalencia de =7 es finita

1. =7 es congruencia por la derecha

Esto implica demostrar que
USTV—U-W=T V- W Yw € 3*

Ahora, tenemos que u =p v =T, =T, = T. Si A parte en (p, |uw| + 1) sobre vw tenemos dos posibilidades:

(1) Se lee w y nunca se entra a u. En este caso Ty (p) = Tow(p).

(2) Selee w y entra a u en un estado g. Luego, como T, = T, entonces el comportamiento de A sobre u seria
igual al comportamiento sobre v. Por lo que Ty (p) = Ty (p).

Ocurrira algo similar en el caso de e.

(1) SiT,(e) = T,(e) = g entonces se cruza desde (qo,0) por primera vez a la primera letra de w con estado
q. Luego la lectura de uw y vw sera igual en adelante, ya que su sufijo w es el mismo, por lo que
Tuw(') = va(')'

(2) Si T,(e) = Ty, (e) =L, entonces nunca se cruza de u ni v. Por lo tanto, tampoco cruzard de uww ni vw.
Luego, Tyw(®) = Ty (o) =L.

11C2223/11C2224 1 Pauta Interrogacion 2



2. =g refine L(A)

Esto implica demostrar que
u=rv= (u€ L(A) S veL(A)

Al ser u y v indistinguibles tendremos:

(1) SiT(e) =L entonces A nunca sale a la derecha de u ni de v. Recordemos que para que una palabra u sea
aceptada su ejecucién debe terminar con (gy, |u| + 1). Por lo que tendremos que u ¢ L(A) y v ¢ L(A).

(2) Si T'(e) = p entonces nos encontramos con dos casos:

(a) p=gqy, luego u € L(A) y v € L(A), ya que llegarfamos a una ejecucién de aceptacion.

(b) p # g5 vy 6(p,7) = (¢,4), es decir, la ejecucién podria continuar en la direccién opuesta. Por un
lado, si T'(q) =L se repite el caso (1). Por otro, si T'(q) € Q, se repite el caso (2).
3. Cantidad finita de clases de equivalencia

Se cumple que
X/ =r [ < {T: QU {e} — QU{L}}
=/ = | < (Q+ 1)1

por lo que la cantidad de clases de equivalencia de =7 estd acotada por un limite superior finito.
Finalmente podemos concluir que, por Teorema de Myhill-Nerode, £(A) es un lenguaje regular.

Distribucién de puntajes

e (0.5 ptos.) Por definir correctamente la funcién de comportamiento T, .

(2 ptos.) Por definir correctamente la relacién de equivalencia =r.

(1 pto.) Por demostrar que =t es congruencia por la derecha.

(1 pto.) Por demostrar que =g refine el lenguaje.

(1 pto.) Por demostrar que =¢ tiene cantidad finita de clases de equivalencia.

(0.5 ptos.) Por usar el Teorema de Myhill-Nerode correctamente para demostrar lo pedido.

Pregunta 2

Demuestre una gramaética libre de contexto para cada uno de los siguientes lenguajes.
L Ly ={abicF|i#jVj+k}
2. Ly ={a'¥c* | j=i+k}

Para cada una de las graméticas, explique su correctitud.

Solucién

1. Ly = {a'V/cFli # 5V j#k}

Se define la siguiente gramadtica libre de contexto:

S = XL‘XR

X, — YLC

Y., — aYLb|aA|bB
Xp — A-YR

Yr — bYRC|bB|CC
A — aAle

B — bB|e

C — cCle

Desglosemos la solucién. Primero tenemos S que define tanto a X como a Xg. X representa cuando
en la palabra se cumple que 7 # j, mientras que Xy cubre el otro caso j # k. Antes de ver X vemos
los ultimos tres casos A, B y C. Cada uno de estos permite generar la cantidad de veces que se quiera
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la letra especifica o parar de construir la palabra utilizando la palabra vacia €. Ahora veamos Y. Esta
parte genera aYrb o una cantidad de a’s o b’s cualquiera (usando A o B mencionadas anteriormente).
Como vemos, Y7, se encarga de que cada vez que se quieran generar nuevas letras en la palabra se generen
la misma cantidad de a’s y de b’s y solo se puede terminar la palabra si es que se escoge luego aA o bB.
En esto ltimo esta la clave, dado que con esto nos aseguramos de que por lo menos hay una a o una b
mas (es decir el caso i # j: j < i si se elige aA y i < j si se elige bB). Finalmente vemos X, este se
encarga de generar Y7, que como sabemos es una palabra con 7 # j junto a una cantidad arbitraria de ¢’s.
Debido a que X, solo evalua el caso en que ¢ # j entonces la cantidad de ¢’s que tenga es irrelevante.
Analogamente tenemos lo mismo que para Xg y Yg, que evalua el otro caso posible j # k.

¢ (1 pto.) Por establecer la diferencia entre X y Xg.

(1 pto.) Por establecer el caso aYpb.
(1 pto.) Por establecer el caso aA | bB en Y.

(1 pto.) Por establecer el caso bYgc.
(1 pto.) Por establecer el caso bB | ¢cC en Yg.

(1 pto.) Por establecer los casos A,By C.
2. Ly ={a'Vc¥|j =i+ k}
Se define la siguiente gramatica libre de contexto:
S — XL . XR

X, — aXpble
Xrp — bXRC|€

Desglosemos la solucién. Similar al inciso anterior S define a X y Xpg, solamente que en este caso
los concatena. El caso X se encarga de que cada vez que se genere una a tambien se genere una b.
Analogamente Xy se encarga de que cada que que se genera una c¢ también se genere una b. Finalmente,
como en Xy, tenemos la misma cantidad de a’s que b’s (la cual es 7) y en X tenemos la misma cantidad
de b’s que ¢’s (la cual es k), entonces tenemos que la concatenacién S cumple que j =i + k.

e (2 ptos.) Por establecer la concatenacién entre X1 y Xg.
¢ (2 ptos.) Por establecer el caso X7,.

e (2 ptos.) Por establecer el caso Xg.

Problema 3

Sea T = (Q,%,Q,A, I, F) un transductor. Decimos que T es sincrono si A C @ x ¥ x Q2 x Q. Para un lenguaje
L C ¥*, se define el lenguaje [T](L) = {v € Q" | Ju € L. (u,v) € [T]}.

Demuestre que para todo transductor sincrono 7 = (Q, X, Q, A, I, F) y para todo lenguaje regular L C ¥* se
tiene que [T](L) es regular.

Solucion 1

Sabemos que L es un lenguaje regular, por lo que existe un autémata finito determinista que lo define, sea
A=(Q,%,0,q), F') este autémata. Definimos T4 = (Q.4,Q, A4, L4, F4), donde:

e Qu=0QxQ"
o Au={((p.p)b,(0:¢) | Fa € X" [§'(P,a) = ¢ A (p,a,b,q) € AJ}.
o [4=1x{q}
o [y=FxF'.
PD. [T](£) = L(T).

o [TI(£) € L(Ta)

Sea v € [T](L), entonces existe u € L tal que (u,v) € T. Como T es sincrono, entonces |u| = |v| = n.
Seau=aj...a, yv="by...b,. Como u € L, entonces existe una ejecucién p’ de aceptacién en A tal
que:
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/ / a1 /a2 an /
Pt Pp—7PL—7---—7DPn

Como (u,v) € T, entonces existe una ejecucién p en 7 de aceptacion tal que:

(alvbl) /) (a2ab2) (anvbn) (

p: (po,py) — (p1,p] Prs D)

Por ende, la secuencia p”, definida como:

/!

b b bn
P (pospo) — (P1,01) = ... = (Pn, D))

es una ejecucién de aceptacion en T4, dado que (p;, a;, bi,pip1) € Ay §'(p, a;) = pj,, para todo i, con
0 <i<mn, (po,py) =1ay (Pn,py,) € Fa, por lo que v € L(Ta).

o L(Ta) CITI(L)

Sea v =by...b, € L(T4), entonces existe una ejecucién p de aceptacién en T4 tal que:

b b bn
p: (po,po) = (P1.p1) = o = (P py,)
Como 7T es sincrono, entonces |u| = |v] = n. Sea u = ay...a,. Como p es una ejecucién de aceptacién
en Ty, por construccién sabemos de dado que ((ps, p;), bi, (Pi+1,Pip1)) € A4, entonces existe a; € X* tal
que 0'(p}, a;i) = piy, ¥ (Pi, @i, bi, piy1) € A para todo 4, con 0 < i < n. Por ende, existen ejecuciones p’ y
p" en Ay T respectivamente, tales que:

/ An

Lo oai g az /
piPg—PL ... 7Dy

(a1,b1) (az,b2) (@n,bn)
pN : (pOapE)) ;} (pla /1) 2z ce

Por ende, (u,v) € T y v € [T](L).

(Pnspr)

Distribucién de puntaje
e (1 pto.) Por definir @ 4.
(2 ptos.) Por definir A 4.

(1 pto.) Por definir T4 y F4.
(1 pto.) Por demostrar que [T](£) C L(T4).
(1 pto.) Por demostrar que L(T4) C [T](L).

Solucién 2

En clases se vio que si 71 y Tz son transductores, entonces [71] ()[7z] no es necesariamente una relacién racional.
Sin embargo, si 71 y 72 son sincronos, entonces [71] [[72] si define una relacién racional.
Sea T; = (Q4, 2,0, Ay, I, F;) para i € {1,2}. Definimos T3 x T2 = (Q*, X, Q, A* I F*), donde:

e QX =Q1 x Q2.

o A ={((p1,p2),a,b, (q1,42)) | (p1,0,b,q1) € A1 A (p2,a,b,q2) € Az}
o« X =1 x1Ip

o« FX = F| x F.

La demostracion de esta afirmacién es andloga a la demostracién del producto de autématas, por lo que se
omitira.

A continuacién, dado que £ es regular, existe un autémata finito no determinista A = (Q,%, A, I, F) que lo
define, es decir, L(A) = L.

Definimos T4 = (@, X, Q, A, I, F') como la T-extensién de A, donde

A ={(p,a,b,q) | (p,a,q) € AN EQ}

Es claro ver que T4 es sincrono y que [Ta] = {(u,v) |[u € LAv € Q* A |u] = |v]}.

Asi, como sabemos que 7 y T4 son sincronos, podemos notar que [7](£) = m2([T]N[74]). Esto se debe a
que [T]NI74] es una relacién racional, por lo que su proyeccién sobre el segundo componente serd un lenguaje
regular.
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Distribucién de puntaje

e (1 pto.) Por plantear la interseccién de dos relaciones racionales.

(1 pto.) Por definir 73 x T3 junto a una breve explicacién.

(1 pto.) Por mencionar al autémata A.

(1 pto.) Por definir T4.

(2 ptos.) Por demostrar que [T](L) es regular.

Problema 4

Considere el siguiente problema:

Problema: LONGEST-SUFFIX-NFA
Input: Un NFA A= (Q, 5, A\ ,F)yw=a;...a, € X*
Output: min{i € {1,...,n} | a;...a, € L(A)}

Esto es, el problema LONGEST-SUFFIX-NFA consiste en, dado un autémata finito no-determinista A y una
palabra w = aq . ..a,, retornar la posicion i del sufijo més largo a; ... a, que es aceptado por A. En caso que
ese sufijo no exista, el algoritmo debe entregar NULL.

Escriba una algoritmo que resuelva LONGEST-SUFFIX-NFA en tiempo O(]A| - |w|) donde | A es el nimero de
estados y transiciones de .A. Demuestre la correctitud de su algoritmo.

Solucion 1

Para resolver el problema LONGEST-SUFFIX-NFA, se requiere disefiar un algoritmo que encuentre el sufijo
més largo de una palabra w = ay,...,a, que sea aceptado por un autémata finito no determinista (NFA)
A=(Q,%,6,1,F). La idea es recorrer la palabra desde el final hacia el principio, verificando si algin sufijo es
aceptado por el NFA. Para ello, se puede utilizar un algoritmo de simulacién de NFA, que permita determinar
si un estado es alcanzable desde otro estado, dado un simbolo de entrada. A continuacién, se presenta el
pseudocddigo del algoritmo:

Algorithm 1: find-longest-suffix-NFA (N, w)

Input: Un NFA A =(Q,%,4,I,F) y una palabra w = ay, ..., a,

Output: El sufijo més largo de w que es aceptado por A

S« F; // Conjunto de estados finales
m < o0 ; // Longitud del sufijo mas largo
3 fori=n to1do

// Recorre la palabra desde el final

Solg <+ S ; // Copia de los estados alcanzables
5 S« 0; // Conjunto de estados alcanzables
// Notar que este ciclo tiene complejidad O(|A|)

6 foreach p € S,y do

// Recorre los estados alcanzables

7 S+ SU{ql(q,a;,p) € A} // Estados alcanzables con q;
/ Notar que esta verificacién se cumple en O(|Q)|)

s | if INS#0Qthen

// Si hay estados alcanzables desde el inicial

N o=

~

9 m<—1; // Actualiza la longitud del sufijo mas largo
10 if m = oo then

11 ‘ return NULL ; // No hay sufijo aceptado
12 else

13 ‘ returni; // Retorna la posicién del sufijo mads largo
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Explicacién del Algoritmo

1.

Inicializacién: Se inicializa el conjunto de estados S con los estados finales F' y la longitud del sufijo
maés largo m con infinito.

. Recorrido de la palabra: Se recorre la palabra desde el final hacia el principio, verificando si algun

sufijo es aceptado por el NFA.

Simulacién del NFA: Para cada simbolo de la palabra, se simula el NFA para determinar los estados
alcanzables desde los estados alcanzables anteriores.

Verificacién de estados iniciales: Se verifica si hay algin estado alcanzable desde el estado inicial. Si
es asi, se actualiza la longitud del sufijo mas largo.

Retorno de resultados: Sila longitud del sufijo mas largo es infinito, no hay sufijo aceptado. En caso
contrario, se retorna la posicién del sufijo méas largo.

Complejidad del Algoritmo: La complejidad del algoritmo es O(|A| - |w|) en el peor caso, donde | 4| es el
tamano del alfabeto y |w| es la longitud de la palabra. La complejidad se debe a la simulacién del NFA, que
tiene una complejidad de O(|A|), donde A es el conjunto de transiciones del NFA. En el peor caso, se debe
recorrer la palabra completa, lo que implica una complejidad de O(|w]).

Justificacién de la correctitud

1.

Recorrido completo de la palabra: El bucle inverso asegura que verificamos todos los posibles sufijos
de w.

Simulaciéon del NFA: La simulacién del NFA permite determinar los estados alcanzables desde los
estados alcanzables anteriores, dado un simbolo de entrada.

Verificacién de estados iniciales: La verificacion de estados iniciales permite determinar si hay algin
estado alcanzable desde el estado inicial.

Retorno de resultados: El algoritmo retorna la longitud del sufijo méas largo que es aceptado por el
NFA.

Distribucion de puntaje

1 punto por explicar el algoritmo de simulacién del NFA.
1 punto por inicializar correctamente el conjunto de estados S y la longitud del sufijo mas largo m.
1 punto por recorrer los estados alcanzables y actualizar el conjunto de estados S.

1 punto por verificar si hay algtin estado alcanzable desde el estado inicial y actualizar la longitud del
sufijo mas largo.

1 punto por retornar la longitud del sufijo més largo.

1 punto por justificar la correctitud del algoritmo y la complejidad del mismo.
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Solucién 2

Alternativamente, se puede resolver el problema LONGEST-SUFFIX-NFA recorriendo la palabra desde el
principio hacia el final, verificando si algin sufijo es aceptado por el NFA. Para ello, se puede utilizar un
algoritmo de simulacién de NFA, que permita determinar si un estado es alcanzable desde otro estado, dado
un simbolo de entrada. A continuacién, se presenta el pseudocédigo del algoritmo:

Algorithm 2: find-longest-suffix-NFA (V, w)

-

91

© o g o

10
11
12

Input: Un NFA A =(Q,%,4,I,F) y una palabra w = aq, ..., a,
Output: El sufijo més largo de w que es aceptado por A
S+ {(g,)]|ge T} U{(q,0)|qg &I} ; // S es una tabla de hash con longitud de sufijo mas

largo

fori=1 to n do

// Recorre la palabra desde el principio
Solg + S ; // Copia de los estados alcanzables
S <+ {(q,7)|g e I} U{(¢q,0)|qg & I} ; // Conjunto de estados alcanzables

foreach p € Q do

// Notar que este ciclo tiene complejidad O(|A|)

foreach (p,a;,q) € A do

| Slg] < min(S]q], ) ; // Actualiza la longitud del sufijo mas largo
m < minSp]|p € F ; // Longitud del sufijo mas largo
if m = oo then
‘ return NULL ; // No hay sufijo aceptado
else
‘ return m ; // Retorna la posicién del sufijo mds largo

Explicacién del Algoritmo

1.
2.

Inicializacién: Se inicializa la tabla de hash S con los estados iniciales y finales del NFA.

Recorrido de la palabra: Se recorre la palabra desde el principio hacia el final, verificando si algin
sufijo es aceptado por el NFA.

Simulaciéon del NFA: Para cada simbolo de la palabra, se simula el NFA para determinar los estados
alcanzables desde los estados alcanzables anteriores.

Verificacién de estados finales: Se verifica si hay algin estado final alcanzable desde los estados
alcanzables.

Retorno de resultados: Si la longitud del sufijo més largo es infinito, no hay sufijo aceptado. En caso
contrario, se retorna la longitud del sufijo mas largo.

Complejidad del Algoritmo: La complejidad del algoritmo es O(|A| - |w]) en el peor caso, donde |A] es el
tamarfio del alfabeto y |w]| es la longitud de la palabra. La complejidad se debe a la simulacién del NFA, que
tiene una complejidad de O(]A|), donde A es el conjunto de transiciones del NFA. En el peor caso, se debe
recorrer la palabra completa, lo que implica una complejidad de O(|w]).

Justificacion de la correctitud

1.

2.

Recorrido completo de la palabra: El bucle asegura que verificamos todos los posibles sufijos de w.

Simulaciéon del NFA: La simulacion del NFA permite determinar los estados alcanzables desde los
estados alcanzables anteriores, dado un simbolo de entrada.

Verificacién de estados finales: La verificacion de estados finales permite determinar si hay algin
estado final alcanzable desde los estados alcanzables.

Retorno de resultados: El algoritmo retorna la longitud del sufijo méas largo que es aceptado por el
NFA.

11C2223/11C2224 7 Pauta Interrogacion 2



Distribucion de puntaje
e 1 punto por explicar el algoritmo de simulacién del NFA.

e 1 punto por inicializar correctamente la tabla de hash S.

1 punto por recorrer los estados alcanzables y actualizar la tabla de hash S.

1 punto por verificar si hay algin estado final alcanzable y actualizar la longitud del sufijo mas largo.

1 punto por retornar la longitud del sufijo mas largo.

1 punto por justificar la correctitud del algoritmo y la complejidad del mismo.
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DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

[1C2223 — Teoria de autématas y lenguajes formales — 2’2020

Examen

Indicaciones
= La duracién del examen es 3 horas pero puede tomarse méas tiempo si estima necesario.

= Responda cada pregunta en una hoja separada y ponga su nombre, seccién y nimero de lista en cada
hoja de respuesta.

= Debe entregar una copia digital de cada pregunta por el buzén del curso, antes de las 23:59 horas del
dia del examen.

= Debe preocuparse que la copia digital y su calidad sea legible. Se recomienda usar hojas blancas y un
lapiz oscuro que sea visible en la versién digital. En caso de no ser legible, no podra ser evaluada su
solucién.

= Durante la evaluacién puede hacer uso de sus apuntes o slides del curso.

= Esta es una evaluacién estrictamente individual y, por lo tanto, no puede compartir informaciéon con
sus companeros o usar material fuera de sus apuntes o slides del curso. En caso de hacerlo, el examen
no reflejard su progreso en el curso, viéndose perjudicada su formacién personal y profesional.

Al comienzo de cada pregunta debe escribir la siguiente oracién y firmarla:

“Doy mi palabra que la siguiente solucion de la pregunta X fue desarrollada vy escrita indivi-
dualmente por mi persona segun el codigo de honor de la Universidad.”

En caso de no escribir esto al comienzo de cada pregunta, su solucién no sera evaluada.

Pregunta 1
Sea A= (Q,%,A,I,F) un autémata finito no-determinista. Considere el lenguaje:
SA)={p-q-wel-F-¥* | existe una ejecucién de A sobre w desde el estado p al estado ¢ }

Demuestre que S(A) es un lenguaje regular.

Pregunta 2

1. Sea X = {a,#} y considere el lenguaje L de todas las palabras de la forma w; #us# ... #u, conn > 1
tal que u; € {a}* para todo i < n y u; # uy para todo j,k <n con j # k.

Demuestre que L NO es regular.

2. Demuestre la siguiente versién del lema de bombeo para lenguajes libres de contexto:

“Existe un N > 0 tal que para toda palabra z € L con |z| > N existe una descomposicién
z=wuvwzy con v # € tal que para todo i > 0, se cumple que v -v* -w-x*-y € L.”



Pregunta 3

Demuestre que para todo lenguaje regular L, existe una gramética libre de contexto G tal que L = L(G) y
G es una gramatica LR (k) para algun k.

Para esta pregunta, usted NO puede hacer su solucién demostrando que L es LL(k) y, después, que toda
gramética LL(k) es también LR(k).

Pregunta 4
Para un lenguaje L C ¥*, se define firsty(L) ={w|x | we L}.

Escriba un algoritmo que reciba como entrada un autémata finito no-determinista A = (Q, %, A, I, F), una
palabra w € ¥* y k > 0, y responda TRUE si, y solo si, w € firstg(L(A)). Su algoritmo debe tomar tiempo
lineal en |Q| + |A[, |w| y k. Por tltimo, demuestre la correctitud de su algoritmo.
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PAUTA EXAMEN

Pregunta 1

Una posible solucién es la siguiente. Sea A = (Q, X, A, I, F') el autémata finito no-determinista. A partir de
A, construimos A’ = (Q', X UQ,A’, I’ F') tal que:

Q' ={q}UQUQ x Q donde gy es un estado nuevo (esto es gy ¢ Q)

A" ={(qo,p,p) [P €I} U {(p.q:(p,q)) [ g € F} U {((p. ). a, (")) | (p,a,p’) € A}
I"={qo}

F'={(¢;9) | g € F}

Por tdltimo, demostramos que S(A) = L(A’), una direccién a la vez.

1.

(S(A) C L(A")) Sea w € S(A). Por la definicién de S(A), sabemos que w tiene la forma p-q - aj...an,
conpel,qeF, a; €y existe una ejecucién de aceptacion p : p = py —+ p1 — ... =% p, = ¢ de
A sobre ajas...a,. Por la construcciéon de A’ podemos verificar que la siguiente es una ejecucién de A’
sobre w:

w05 (0 (p1,q)- = (Pn,q)

Luego, dado que p, = ¢, w llega a un estado final, entonces w es aceptado por A" y w € L(A)).

. (L(A") CS(A)) Sea w’ € L(A'). Por construccién de A’, podemos ver que w’ tiene que tener la forma

w' =p-q-ay...a, y existe una ejecucién de aceptacién

pigo DS (p,9) 2 (p1.q)- = (q.9)

an

de A’ sobre w’. Por la definicién de .A’, podemos obtener la ejecucion p : p = p, -5 p1 2 ... 2 p, =q
a partir de las transiciones del estilo ((p,q),a, (p’,q)) de A’. Dadoque p € I, ¢ € Fy (p;,a;,pit+1) € A
, entonces p es una ejecucién de aceptacién sobre al...a,. Esto es w’ € S(A).

Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:

(0.5 puntos) Por definir correctmente el alfabeto del autémata A'.

(0.5 puntos) Por definir correctmente el conjunto de estados finales del autémata A’.
(1 punto) Si el autémata lea el estado p y lo almacena.

(1 punto) Si el autémata lea el estado ¢ y lo almacena.

(1 punto) Si el autémata simule las transiciones del autémata A.

(1 punto) Por demostrar correctmente que S(A) C L(A’).

(1 puntos) Por demostrar correctmente que £L(A") C S(A).



Pregunta 2

Pregunta 2.1

Una posible solucién consiste en aplicar el contrapositivo del lema de bombeo para lenguajes regulares de la
siguiente manera. Para N > 0 cualquiera, podemos escoger la siguiente palabra
aN#aN+1#aN+2# . #GQN

N

la cudl subdividimos como = = ¢, y = a®V, z = #aVN T 1#aVN 24 - .- #a>V, se cumple claramente que |zyz| <
&

N. Ahora, nuestra competencia, el demonio, elige una descomposicién cualquiera de y = a’ a* a' en
AV

u v w

donde se tiene que k # 0 y ademés j+ k+ 1= N.
Ahora escogemos ¢ = 2 para bombear y se tiene una palabra
zuwlwz = a’a®Fal#aVN T #aN2H - Ha®Y

con N4+1<j+2k+1<2N, pues k # 0. Luego existen 2 subpalabras u; = a’a?*a’ y u, que coinciden, de
forma tal que la palabra zuv?wz no pertenece al lenguaje L, pues no son todos los fragmentos de forma a™
son distintos de a pares. De acd se concluye que el lenguaje no es regular.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:
= (1,5 puntos) Por elegir correctamente una palabra xzyz de largo mayor a N.
= (0,5 puntos) Por elegir correctamente una subdivisién de y.
= (0,5 puntos) Por elegir correctamente la cantidad de veces i a bombear.

= (0,5 puntos) Por argumentar que la palabra obtenida no pertenece al lenguaje.

Pregunta 2.2

La idea general es modificar la demostracion de la version cldsica del lema. Si tenemos una palabra w de
largo mayor a un N suficientemente grande, podemos repetir un subarbol dentro del arbol de derivacion.
Dado el lenguaje libre de contexto L del enunciado, podemos suponer que existe una gramatica en forma
normal de Greibach que lo genera, es decir todas sus producciones son de forma:

A—=aAy--- A,
Donde a es una terminal y lo que sigue a la derecha es una secuencia de variables no terminales.

Ahora la demostracién sigue la misma estrategia vista en clases. Elegimos N = 2/VI*1 v, como cada pro-
duccién tiene la forma de arriba, todo arbol de derivaciéon de esta gramaética tiene una rama con al menos
log,(N) nodos internos. Ahora si tomamos una palabra w de largo mayor a N, por lo anterior su 4drbol de
derivacién tiene una rama de altura mayor a |V|. Luego por el principio del palomar, en esa rama existe
una variable al menos que se repite, llamemosla X, por ende podemos bombear, luego la palabra uv'wz’y
pertenece al lenguaje L. Como las reglas son de la forma A — aA; --- A,, entonces el subarbol desde X a X
tendra al menos una letra a la derecha, lo que implica que v # .

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

» (1 punto) Por usar la forma normal de Greibach.
» (0,5 puntos) Por usar la forma normal para argumentar que v # €.

= (0,5 puntos) Por elegir correctamente el valor de N.

(0,5 puntos) Por usar el principio del palomar.

= (0,5 puntos) Por explicar como bombear.



Pregunta 3

Demostraremos que para todo lenguaje regular L, existe una gramadtica libre de contexto G tal que L = L(G) y

G es LR (k) para algin k. Dado que el lenguaje L es regular, sabemos que existird un DFA A = (Q, X, 0, qo, F)

tal que L = L(A); por lo que podemos construir la gramética G = (Q, %, P,{qo}) a partir de A con:
P={p—aq|pqeQ aceX Ni(p,a)=qt U {p—elpeF}

Como se vio en clases, esta gramatica definira el mismo lenguaje que el autémata en el que se basa, es decir
L = L(A) = L(G), por lo que ahora debemos demostrar que existe un k tal que G es LR(k).
Una gramética libre de contexto serd LR(k), si para toda derivacién:

o B e—a-X v =9

m ™ m

s a-fvpe=a Y vhe=8
m

™m
= vl = v2lk
se cumple que a = o/, X =Y y va = v1. Observando ahora las producciones de la gramaética, podemos ver
que tendremos solamente dos opciones para sus derivaciones, y son las siguientes:
n S % a1a9...0g P-€ ﬁ? aas...ax-aq-€, dénde a = aqas...ay, X = p, v1 = ey B = aq. Luego, tomando
una derivacién diferete tenemos: S’ % aiag...a;-p'-e = a102...05"0q€, dénde o = ajas...a;, Y =p/,

vy =g, V) = ¢y a, B deben ser los mismos que en la derivacién anterior. Debido a la construccién
de la gramdtica, cada produccién puede generar una sola letra, lo que significa @ = /. Adem4ds, como
estd basada en un DFA, solamente existe un estado p que leyendo la letra a llegue al estado ¢, lo que
sigifica que p = p, esto es, X = Y. Finalmente, tenemos que v; = vy = v5 = €, lo que significa no
solo que la gramadtica serd LR(k) para algtin k, si no también que podria serlo para todo k > 0, pues
g|r = € para todo k > 0.

* 7
s 8 = ajas...a -p-€ = aiaz...a; - € - €, dénde a = ajas...ap, X =p,v1 =y B==¢.
m m
A primera vista, pareciera que este caso es andlogo al anterior, pues podemos tomar una derivacion
* ,
de la forma: S’ = a103...q -p e = @1a9...a5, - € - &, dénde o = a1as...a;, Y =p,va =¢cya,

deben ser los mismos que en la derivacién anterior; y luego podemos utilizar el mismo argumeto para
a=da, vy =ve =vhyp=p. Sin embargo existe otra derivacién posible. Consideremos la siguiente
derivacién:

S’ % alag...akble...bn . p” - € T—mﬁ> a1ag...ag * € - blebn

dénde o = ajas...agbibe...b,, Y = p”’, vl = &, vo = by..b, ¥y «, § deben ser los mismos que en la
derivacién anterior.

Pareciera que este caso no aporta a la demostracion, pues es claro que vy # vo y v2 # v}, sin embargo
si se cumple que v1]|g = v2]o ¥, puesto que va # vj, tendremos que esta gramética no es LR(0). Ahora
bien, como si tenemos que v1|1 # va|1, esta propiedad si se cumple para LR(1).

Por lo tanto, la gramdtica G serd LR(1).

Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:
» (2 puntos) Por construir correctamente la gramética.
= (3 puntos) Por demostrar que la gramética es LR(k) para algin k, usando las producciones con 3 # ¢.

1. . . .’ *
e (1 puntos) Por utilizar correctamente G para construir una derivacién de la forma S —
m
a1az...a *p-eE.
e (2 puntos) Por demostrar que las demds derivaciones cumplen con o = o/, X =Y, vy = vj.

» (1 punto) Por considerar el caso = ¢, incluso si no se descarta que la gramdtica sea LR(0).



Pregunta 4
Para un autémata finito no-determinista A = (Q, X, A, I, F'), considere el conjunto:
F* = {q | existe una ejecucién de aceptacién p desde g sobre A}

es decir todos los estados tal que desde ellos se puede llegar a algiin estado final con alguna ejecucién. Luego
el algoritmo propuesto es el siguiente.

Algorithm 1: Determina si w € firsty(L(A))
Input : A= (Q, X, A I,F),w=aj...an,k
Output: true si, y solo si, w esta en firsty(L(A))
F* :=DFS(A);
if |w| > k then

| return false

end

S:=1,1:=1;

while i < Jw| & i <k do
S :=next(A, S, a;);
i:=1+1;

end

return SN F* # ()

Donde DFS(A) es una busqueda en profundidad de a partir cada estado del autémata hasta encontrar un
estado final lo que retornara solo los estados para los cuales se pueda alcanzar un estado final desde ellos.
Ademaés next se define como se vié en clases para el algoritmo de evaluacién de un NFA.

Finalmente, se debe justificar la correctitud del algoritmo y del tiempo del algoritmo que es:
O((1A+1Q1) - min(k, [w]) + |A] - |Q])-
Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

= (1 punto) Por utilizar la evaluacién on_the_fly para el automata.
= (1 punto) Por utilizar k para no revisar la palabra completa.

= (2 puntos) Por utilizar F* o bien la nocién de estados que alcanzan estados finales.

(1 punto) Por explicar la correctitud del algoritmo.

= (1 punto) Por justificar el que su algoritmo cumple con el tiempo pedido.
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Examen

Preguntas en blanco: Preguntas entregadas en blanco se evaluaran con un 1.5.

Pregunta 1
Sea X = {a,b}. Para lenguajes Ly, Ly € ¥* se define:
L1|L2:{U’UEL1 |U€L2}

Demuestre que si Ly y Lo son lenguajes regulares, entonces Ly | Ly también es regular.

Pregunta 2
1. Demuestre que el siguiente lenguaje es libre de contexto:
R = {d'Vc"|i<jvj<k}
Para esto, demuestre una gramatica o un PDA que defina el lenguaje y explique su correctitud.
2. Demuestre que el siguiente lenguaje NO es libre de contexto:

S = {a'Vci<jng<k}

Pregunta 3

Sea G = (V,X, P,S) una gramética en forma normal de Greibach sin variables initiles. Demuestre que G es
una gramética LL(1) si, y solo si, para todo par de reglas distintas X — ay y X — a’+' en P se tiene que, si

a =a’, entonces v =~".

Pregunta 4

Para un lenguaje L € X* y a € X, se define followg(a) = {v|; | u-a-veL}.

Escriba un algoritmo que reciba como entrada un autémata finito no-determinista A = (Q, %, A, I, F'), una
letra a € 3, una palabra w € X* y k > 0, y responda TRUE si, y solo si, w € followg(a). Su algoritmo debe

tomar tiempo O(]A] - |w|). Por tltimo, explique la correctitud de su algoritmo.
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PAUTA EXAMEN

Pregunta 1

Como Ly y Lo son lenguajes regulares, sabemos que existirdn los DFA A4; = (Q1,%,01,901, F1) v A2 =
(Q2,%, 82, qoz, F») tales que L(A;) = Ly y L(A3) = Lo. Luego, para demostrar que L1|Lo es regular, bastard
con encontrar un autémata que lo defina.

Sea A= (Q1UQ1 X Q2,2, A, {qgo1}, F X F), con A dado por:

A ={(p1,a,q1) | 6(p1,a) = q1} U
{(p1,€,(p1,902)) [ 1 € Q1} U
{((p1,p2),a,(q1,92)) | 6(p1,a) = q1 A 0(p2,a) = g2}
Ahora debemos demostrar que £(A) = Lq|Ls.

Sea w = uv € Lq|Ly. Sabemos entonces que w € L1 A v € Lo, con w = aj...an y U = a;...a,. Luego,
sabemos que existiran ejecuciones:

pridor —p1 . py A pp€F
i @i n
P2: o2 5 @i — . gy A g € Fy

A partir de p; y p2 podemos construir:

an

a;— i i
pioqor S S pi = (Die1,902) —5 (Dis i) L, (Prsqn) N pn € F1 A gn € F,

Es claro que p es una ejecucién de aceptacién de A sobre w, es decir, w € L(A) y por lo tanto
Lyi|Ly C L(A).

Sea w € L(A). Por la construccién de A, sabemos que existe una ejecucién de A sobre w que tendra
la siguiente forma:

Q;— i a; n
P o1 5 P12 5 pict = (Die1,902) < (Pisdi) —— oo = (PnyGn) A P € Fi A gy € Fy

Luego, por definicién de A, sabemos que para toda transicién de la forma py_; — pp se cumplird
81(pe—1,ar) = pr y para toda transicién de la forma (pr_1, qx—1) — (pk, qx) se cumplira &1 (pg—1, ax) =
pE Y 02(qr—1,ax) = qx. Utilizando esto, podemos generar las siguientes ejecuciones de A; y Ay

pri dor —p1 . py A pp €F
i a; n
P2: o2~ @i — . gy A g € Fo

Sabemos entonces que w = aj...ap, € L1 y que v = a;...a, € Lo, lo que a su vez significa que
Ju. uv € Ly A v € Ly y, por tanto w € Lq|Ls.



Por lo tanto £(A) = L1|Ls y L1|L2 es un lenguaje regular.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

» (2 puntos) Por construir los estados de A correctamente.

e (1 punto) Por el conjunto de estados, Q1 U Q1 X Qa.

e (0.5 puntos) Por los estados iniciales, {qo1}.

e (0.5 puntos) Por los estados finales, F} x Fs.

= (3 puntos) Por construir la relacién de transicién de A correctamente.

e (1 punto) Por el simular A; (primer conjunto de A).

¢ (1 punto) Por pasar de A; a A; x Ay (segundo conjunto de A).

¢ (1 punto) Por el simular A; x Ay (tercer conjunto de A).

= (1 punto) Por demostrar correctamente que L(A) = L1|Ls.

e (0.5 puntos) Por la direccién £(A) C Ly|Ls.
e (0.5 puntos) Por la direccién Lq|Ls C L(A).

Pregunta 2

Pregunta 2.1

Sea G = ({S,X,C,X",B,Y, A", Y}, {a,b,c}, P, S) una Gramética Libre de Contexto, donde P contiene las

siguientes producciones:

S
X
C

XI
B

Y
AI
YI

Lo el

X|Y

X'C
cC | e
aX'b | bB
bB | e

AY’
aA e
bY'c | cC

Hay varias gramaticas que resuelven el problema. Se elige este formato para mostrar las ideas que deben
estar en la solucién. Soluciones con las mismas ideas tendran todo el puntaje.

Explicacién: Se escoge cual de las 2 condiciones cumplir. Al elegir una, se agrega una cantidad arbitraria de
la letra que no influye en la condicién. Después, se agrega una cantidad igual de letras tal quei=j0j =k
dependiendo del caso. Finalmente, se agrega al menos una letra tal que j > o k > j segtn el caso.

Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:

= (1 punto) Por elegir la condicién a cumplir (producciones de S).

= (0.5 puntos) Por agregar arbitrariamente letras en una primera condicién (producciones de X y C).

» (1 punto) Por satisfacer una primera condicién (producciones de X' y B).

= (0.5 punto) Por toda una segunda condicién (producciones de Y, A" e Y”).



Pregunta 2.2

Por Lema de Bombeo para CFG. Sea para todo N > 0 la palabra z = aVbN*1cN+2 Seani =N, j = N +1
y k=N + 2 se tiene que i < j < k, esto es, z estd en Sy |z] > N.

Sea z = uvwzry una descomposicién cualquiera tal que vz # € y |[vwz| < N. Sea 2’ = uvtwz'y para algin
1 > 0. Luego, se tienen los siguientes casos (no necesariamente excluyentes entre si):

1. Si v o z son combinaciones de 2 letras. Entonces, con i = 2, z’ ya no estd en L£(a*b*c*) ni en S.
2. Siz € L(a*). Entonces, con i = 2, se tienen mayor o igual letras a que by 2’ ¢ S.
3. Six € L(b*). Entonces, con ¢ = 2, se tienen mayor o igual letras b que cy 2’ ¢ S.
4. Si v e L(b*). Entonces, con i = 0, se tienen mayor o igual letras a que by 2’ ¢ S.
5. Si v € L(c*). Entonces, con i = 0, se tienen mayor o igual letras b que cy 2’ ¢ S.
Por lo tanto, S no es un Lenguaje Libre de Contexto.
Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:
= (1 punto) Por encontrar una palabra en S 1til para el Lema.

= (0.5 puntos) Por cada ftem desde el item 2 hasta el item 4 (2 puntos en total).

Pregunta 3

Sea G una gramatica en forma normal de Greibach sin variables inttiles, con reglas del tipo X — a7y y con
~v € V*. Recordamos la definicién de LL(1), que es la siguiente: G es LL(1) si para todo par de derivaciones

S =%uXp = uy 8 =" uvy
S="uXf = uyff = uvy

Si v1]1 = va]1, entonces 1 = 7a.
(=) Supongamos que G es LL(1). Sea X — a7y, X — a'y’ € P, tal que a = o’. Por demostrar: v = 4'. Como
G no tiene variables inutiles, entonces
S =" uXp para algin v y 3
S =" uXp = uayp
S =* uXp = ud'y'B

Como G no tiene variables inutiles:
ayB =" v
a'y' B =% vy
Si a = a’, entonces v1|; = vz]a. Por lo tanto:

S =" uXpB = uayB = uvy
S =*uXB = ud'y B = uvy

U1|1 :Uz|1



Como la gramadtica es LL(1), entonces ay = a’y’ por lo que v = ~'.

(=) Suponemos que para dos reglas © — ayy X — a7/, si a = d’ entonces v = v'. Suponga que

S="uXpB = uyf =" uv
S =% uXpB = uyef = uve

vi|1 = val2

Demostraremos que vy; = 7. Como G estd en GNF, v; = ay y 72 = a7’. Por derivacién por la izquierda,
sabemos que a = v1|; = v2|; = a’. Luego, tenemos que:

X—=ay,X—dyYya=d=vy=7
Por lo tanto 1 = 72 y G es LL(1).
Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

» (1 punto) por recalcar que existen dos derivaciones S = uX 8 = uayf al partir con G en LL(1).

= (1 punto) por resaltar que a partir de cada ay8 se puede llegar a una palabra v al partir con G en
LL(1). Descontar 0,5 puntos si no se menciona que G no tiene variables indtiles .

(1 punto) por ocupar LL(1) al partir con G en LL(1).

= (1 punto) por recalcar que v1 = ay y 72 = a’v' al partir con G una gramética que cumple el lado
derecho de la equivalencia.

(1 punto) por recalcar que a = v1|; y @’ = vg|; al partir con G una gramdtica que cumple el lado
derecho de la equivalencia.

= (1 punto) por concluir que 73 = 79 al partir con G una gramética que cumple el lado derecho de la
equivalencia.

Pregunta 4

Una posible solucién para esta pregunta consiste en la siguiente modificacion del algoritmo de evaluacién de
automatas no deterministas eval-NFAonthefly. Notar que aprovechamos el hecho de que su tiempo esta en

O(|A] - w]).

Function follow, (A= (Q,X, A I, F),a,w, k)
if |w| > k then
L return FALSE
A = remover_inttiles(A) /* Busqueda sobre los estados O(|A]) */
S=0
foreach (p,t,q) € A do if t = a then S = SU{q}

Stinai = eval-NFAonthefly(A = (Q, %, A, S, F), w)
if Sfinal nF 7& ? then
L return TRUE
else if Sfina NF =0 A |w| =k then
L return alcanzables(Sfinq) N F # 0 /* Busqueda desde Spina O(|A|) */
L return FALSE




Donde remover_indtiles toma un autémata y nos retorna uno nuevo que tiene solo los estados que son
alcanzables. Por otro lado alcanzables, dado un conjunto de estados, nos entrega todos los estados alcan-
zables desde estos usando A. Para ambos casos se pueden usar algoritmos de biisqueda lineales sobre la
cantidad de estados.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

(1 punto) Por encontrar todos los estados a los que se puede llegar desde una a sin considerar estados
inutiles.

(1 punto) eval-NFAonthefly desde los estados a los que se puede llegar desde una a

(2 puntos) Por ejecutar eval-NFAonthefly sobre w
= (1 punto) Por retornar el valor correcto en el caso que |w| = |v]

= (1 punto) Por retornar el valor correcto en el caso que |w| =k y |v| >k
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EXAMEN

Preguntas en blanco: Preguntas o items entregados en blanco se evaluaran con 0.5 de 6 puntos.

Pregunta 1
Demuestre que para todo autémata apilador P, existe un autémata apilador alternativo D tal que:
L(P) = L(D).
Pregunta 2
Considere los siguientes lenguajes sobre el alfabeto {0,1}:
Ly = {a1...a2,€{0,1}* | n>0 A aja3...a2,-1 = a2ay4...a2,}
Ly = {a1...a9,€{0,1}* | n>0 A aras...a2,-1 = a2pQ2p-2...a2}

Uno de los lenguajes es regular y el otro no. ;Cudl es cudl? Diga cudl lenguaje es regular y cudl
no, y demuestre ambas afirmaciones.
Pregunta 3

Sea G = (V,%, P, S) una gramadtica libre de contexto en formal normal de Chomsky.

1. Demuestre que si G no tiene variables inttiles, entonces
L(G) es infinito si, y solo si, existe X eV y a,8e(VuX)* tal que X = aXp (1)
+ oL L .
donde = significa que es una derivacién en uno o méas pasos.

2. Demuestre que si G tiene variables inutiles, entonces no es necesariamente cierto.

Pregunta 4

Considere los siguientes dos problemas:
Problema: OuTPUTNOVACIO Problema: OUTPUTNOTRIVIAL
Input: Un AnnA N y de X*. Input: Un AnnA N y d e X*.
Output: TRUE ssi [N](d) # @. Output: TRUE ssi @ # [N](d) # {e}.

Para cada uno de los problemas, escriba un algoritmo que los resuelva en tiempo O(JN] - |d]).
Explique la correctitud de su algoritmo.
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PAUTA EXAMEN

Pregunta 1

Se busca demostrar que para todo autémata apilador P, existe un autémata apilador alternativo D tal que
L(P) = L(D).

Sea el autémata apilador P = (@, 3, T, A, qo, L, F'). Construimos un PDA alternativo D = (Q’, X, A’, ¢}, F')
tal que:

= Q' =QUTU{q}
n F'=F
= A = {(q0,6,90L)} U{(pA,a,q7)|(p,a, A, q,7) € A}

Ahora, debemos demostrar la correctitud del PDA alternativo generado:

*
» (=) Sea una palabra w y la ejecucién de aceptacién (goL,w) Fp (g, €) del autémata apilador P
sobre w. Por la construccion del autéomata apilador alternativo D, tendremos la siguiente ejecucién:
*
(90, w) Fp (goL,w) Fp (gy¢€)
Lo que es una ejecucion de aceptacion para D.
*
» (<) Sea una palabra w y la ejecucién de aceptacién (¢j, w) Fp (gr,€) del autémata apilador alterna-
tivo D. Por construccién, tenemos que:
(90, w) Fp (goL,w) Fp (gy,€)

Lo que implica la existencia de la ejecucion del autémata P:

*

(QOJ—a ”LU) FP (Qfa 6)
La cual también es una ejecucién de aceptacion.

Finalmente, al haber demostrado la correctitud de lo generado, damos por concluida la demostracion.
Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:

» (4 puntos) Por definir correctamente D:

e (1 punto) por definir correctamente @' = Q UT U {q(}
e (1 punto) por definir correctamente F/ = F
e (2 puntos) por definir correctamente A’ = {(qj, €, qoL)} U{(pA,a,qv)|(p,a, A,q,7v) € A}

» (1 punto) Por demostrar correctitud en la direccién (=).

» (1 punto) Por demostrar correctitud en la direccién («<).



Pregunta 2

Se puede notar que el lenguaje L; es regular, y que el lenguaje Lo no lo es. A continuacion, se demuestran
ambas afirmaciones por separado.

Pregunta 2.1

Una posible demostracion de que L es regular, es mediante el siguiente autéomata:

La idea general para aceptar el lenguaje L1 = {a; ...as, € {0,1}* | n > 0Aaja3...a2,—1 = a2a4...a2,},
es que cada vez que se lee una letra en una posicién impar, se debe revisar que la letra inmediatamente
siguiente sea la misma. Luego, el autémata siempre lee de a dos letras, esperando que sean iguales. Si lo son,
vuelve al estado final.

Ademas, por la condicién de que n > 0, el € no debe ser aceptado, por lo que el estado inicial no puede ser
final, y se anaden estados para revisar las primeras dos letras de la palabra.

Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:
s (1 puntos) Por explicacién de autémata
= (4 puntos) Por autémata correcto

s (1 puntos) Por manejar caso de input w = ¢

Pregunta 2.2

Una posible demostracién de que Ly no es regular, es mediante la siguiente aplicacién del contrapositivo del
lema de bombeo. Sea un N > 0 arbitrario. Existe la siguiente palabra:

0V110N € L,
La cual se puede dividir de la siguiente forma:

xr = €

y = oY

z = 110V

Entonces, para cualquier y = 070%0! con v = 07, v = 0%, w = 0' y k > 0, podemos tomar i = 2 tal que:

zou-v2ow-z=0VT*110N ¢ L,
Por lo tanto, queda demostrado por el contrapositivo del lema de bombeo que Ly no es regular.

Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:



= (2 puntos) Por eleccién de palabra perteneciente a Lo
» (2 puntos) Por correcta eleccién de x,y, z y posibles casos de u, v, w

= (2 puntos) Por bombear y llegar a palabra que no pertenece a Lo

Pregunta 3

Pregunta 3.1

Se deben demostrar ambas direcciones. En primer lugar demostraremos la direccion eziste X € V y o, 8 €
(VUX)* tal que X X aXp = L(G) es infinito. Sabemos que X N aX . Como G estd en CNF, entonces

necesariamente o # £ o § # € (no pueden ser vacios a la vez). También, como la gramética no tiene variables
inttiles, sabemos que:

» 3a/,8' S = o/ X' (alcanzable)
* * ;X ’ ;) ’ *
s a=u =0 d =, =, X = w (generadoras)
Y como G estd en CNF, u # € 0 v # €. Luego, podemos realizar la construccién:
S = dXF = ' XB = vutwv't

Como u # € 0 v # €, entonces el subconjunto generado con esta construccion es infinito.

Ahora demostraremos la otra direccién, es decir L£(G) es infinito = existe X € V y a, 8 € (V UX)* tal
que X &= aXj3. Como £(G) es un lenguaje infinito, entonces existe w € £(G) tal que |w| > 2/VI. Como

la gramdtica estda en forma normal de Chomsky, entonces al hacer el arbol de derivaciéon de esta palabra
necesariamente la altura del drbol serd mayor a |V|. Por lo tanto existe una rama del drbol que tiene al
menos |V|+ 1 variables y por principio del palomar, hay una variable repetida en el drbol de derivacién.
Luego, existe X tal que

X L axp
Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

= (0.5 puntos) En el caso converso, por argumentar que u # £ 0 v # €.

(0.5 puntos) En el caso converso, por argumentar que X es alcanzable

(0.5 puntos) En el caso converso, por establecer que X, «, 8, o', 8’ son generadoras

= (1 punto) En el caso converso, por encontrar derivaciones para generar palabras infinitas

(0.5 puntos) En el caso converso, por concluir que el lenguaje £(G) es infinito

= (1 punto) En el caso directo, por argumentar que como el lenguaje es infinito entonces existe una
palabra suficientemente grande

(1 punto) En el caso directo, por usar el arbol de derivacion de la palabra para acotar la cantidad de
derivaciones

(1 punto) En el caso directo, por usar principio del palomar para concluir que existe repeticién de las
palabras



Pregunta 3.2

Una posible solucion para esta pregunta es entregar un contraejemplo. Sea la siguiente gramatica:

S —a
X XX

Estd claro que el lenguaje generado por esta gramética es {a} (lenguaje finito), pero sin embargo existe
una variable X recursiva. Como existe al menos un caso en el que se incumple la propiedad del enunciado,
entonces la propiedad no es necesariamente cierta si G tiene variables inttiles.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

= (4 puntos) Por encontrar un contraejemplo

» (2 puntos) Por concluir que no se cumple la propiedad

Pregunta 4

Pregunta 4.1

Una posible solucién para esta pregunta es modificar el algoritmo eval-NEAonthefly visto en clases.

#OutputNoVacio-AnnA(N = (Q, X, A, A, I F), d = apay ... an—1)

S+ 1
fori=0ton—1do
Sold +— S
S+ o
for p € S,q do
S« SU{ql(p ai,q € A}
S+ SU{qg|3INeA.(p,a;, N\ q) € A}
end for
end for
return Check(SNF # @)

El algoritmo realiza lo pedido, ya que verifica si hay una ejecucién de aceptacién, con o sin anotacion. Al
igual que el algoritmo eval-NFAonthefly, se inicializa tomando los estados iniciales, luego se itera sobre la
palabra y se guardan los estados a los que se llega desde el estado actual al leer esa letra. Ademas, este
algoritmo revisa los estados a los que se llega desde el estado actual, leyendo la letra actual y si tiene una
anotacion. Finalmente, retorna si se llego a un estado final o no, que es lo pedido.

Dado lo anterior, la distribuciéon de puntaje es la siguiente:
= (2 puntos) Por construir el algoritmo basado en eval-NFAonthefly.
= (3 puntos) Por ampliar las transiciones a las que tienen marca.

s (1 punto) Por explicacién de correctitud.

Pregunta 4.2

Una posible solucién para esta pregunta es modificar el algoritmo eval-NFAonthefly visto en clases de la
siguiente forma:



#OutputNoTrivial- AnnA(N = (Q, 2, A, A IF), d = apay .. .an—_1)

S« Ix{0}
fort=0ton—1do
Sold — 8
S+ g
for (p,0) € S,q do
S+ SU{(Q7O) | (p7ai7Q) € A}
S S5U{(q,1) [INe€ A (p,ai; A, q) € A}
end for
for (p, 1) € S,q do
S« SU{(Q71) | (p7a'i7Q) € A}
S+ SU{(¢g;1) | IN€ A (p,ai, N\, q) € A}
end for

end for
return Check(S N (F x {1}) # @)

El algoritmo realiza lo pedido, ya que verifica si hay una ejecucion de aceptacion con alguna anotaciéon. Para
esto, el algoritmo mantiene pares (p,b) donde p es un estado y b € {0,1} donde 0 significa que hay una
ejecucién que ha llegado hasta p pero que no tiene una anotacion, y 1 significa que la ejecucion tiene al
menos una anotacién (y por lo tanto, el resultado si llega a un estado final es distinto de €). Al igual que el
algoritmo eval-NFAonthefly, se inicializa tomando los estados iniciales y lo marca con 0, que significa que no
ha habiado una anotacién hasta ese momento. Luego se itera sobre la palabra y se consideran dos casos. Si
hay un par (p,0) (el primer for) entonces se agregan los pares (g,0), si hay una transicién sin anotacién de
p a g,y los pares (¢, 1) si hay una transicién con anotacién. En cambio, si hay un par (p, 1) (el segundo for)
entonces se agregan todos los pares (g, 1) si hay una transicién de p a g, sin importar si es de anotacién o
no. Finalmente, el algoritmo verifica si hay un par (p,1) con p € F en los estados S. Si es asi, retorna TRUE
ya que significa que hay una ejecucién que entrega una anotacion distinta de e que es lo pedido.

Dado lo anterior, la distribucién de puntaje es la siguiente:
» (1 punto) Por inicializar S = I x {0}
= (1 punto) Por no marcar los estados a los que ha llegado sin marcas previas.

= (1 punto) Por marcar los estados a los que ha llegado sin marcas previas, pero tienen marca en esa
transicion.

s (1 punto) Por marcar los estados a los que ha llegado con marcas previas y mantenerles las marcas.

(1 punto) Por devolver Check(S N (F x {1}) # 2).

(1 punto) Por explicacién de correctitud.



PoNTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
ESCUELA DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

11C2223 — Teoria de Autématas y Lenguajes Formales — 2’ 2024
11C2224 -~ Autématas y Compiladores
Examen

Pregunta 1

Sea P = (Q,%,T, A, qo, L,{gr}) un autémata apilador con un tnico estado final y tal que todas sus transiciones

en A son de la forma (p,a,A,q,B1Bs) o de la forma (p,a, A,q,€) con p,q € Q,ac X u{ety A By,By €T.

Demuestre que existe un autémata apilador P’ con UN solo estado tal que L(P) = L (P’).

Solucion

La solucién corresponde a la demostracién vista en la clase 27. Definiremos un nuevo PDA de un solo estado ¢*:
Pl = (Ql7 E’ F’? A,’ q*7 J‘,’ F’)

de tal forma que:

e Q'=F'"={q"} es el tnico estado, inicial y final.

¥ es el alfabeto de lectura (el mismo que P).

o IV =Q xTI'xQ ser4 el alfabeto de stack.
“(p,A,q) €T si desde p leyendo A en el tope de stack llegamos a ¢ al hacer pop de A.”

o AN'c(Q x(Zu{e})xT")x (Q' xT"™) es la relacién de transicién.
e 1"=(qo,L,qy) es el simbolo inicial del stack.
“El autémata parte en go y al hacer pop de 1 llegara a g¢.”

Bésicamente, estamos guardando la informacién de los estados de P como parte del stack de P’, en tuplas de
forma (p, A,q), donde p € @ representarfa nuestro estado actual, A € T* el stack de P y g € Q el estado que
“adivinamos” estd por debajo en el stack de P’. Definiremos A’ de la siguiente manera:

Transiciones push

r_ {(q*vav (p7A7q2)7q*7(q7317Q1)(qlvBQaq2)) | (p7a7A7Qa B1B2) € A/\(]17(I2 € Q} U
{(¢",a,(p, 4,9),4",€) | (p,a, A, q,e) € A}

Transiciones pop

Ahora demostramos que tanto P como P’ definen el mismo lenguaje. Para esto, demostraremos la siguiente
afirmaciéon para todope @, Ael', weX* y k> 1:

(pA,w) =5 (g,€)  siysolosi (¢ (p,A,q),w) Vs (g7, €)
Si esta afirmacion es verdadera tendremos como caso particular que:
(q0L,w) Fp (qr,€)  siysolosi  (¢"(qo, L, qr),w) +p: (7€)
lo que significa que: L(P) = L(P"). Demostraremos lo anterior por induccién en el largo de sus ejecuciones.

Caso base Para una ejecucién de un solo paso, sabemos que la Unica transicion existente serd pop. Digamos
que c € ¥ una letra cualquiera:

(pA,C) Fp (Q7€)
< (pe,A g e)eA
< (¢%,¢,(p,A,q),q",¢)e A" por construccién

g (q*(p7A7Q)vc) Fpr (q*,e)

11C2223/11C2224 1 Examen



Hipétesis inductiva Supongamos se cumple la siguiente propiedad para k < n
(pA,w) +p (g,6)  siysolosi  (¢"(p,A,q),w) =3 (¢7,€)

Paso inductivo Digamos que tenemos una palabra w € X* tal que |w|=n y w = ¢-u-v. Luego analicemos la
ejecucién por partes:

(pA,c) =5 (g,€)
< (pA,c-u-v)rp (p1B1B2,u-v) Hp (p2Ba,v) +5 (g,€)

g (p7CaAvplaBlB2) €A
(q*,C, (p’Aan)aq*v (plyBlaql)(qlﬂBQan)) € A, por construccién
Aad (q*(p,A7p1),C) =pr (q*7€)

8

Por otra parte, tomemos una seccién de tamano ¢ < n de la ejecucién,

(pA,c) =p (g,€)
< (pA,c-u-v) +p (p1B1Ba,u-v) ~p (paBa,v) '—g: (g,€)

- (plBlau) '_’iP (p276)
< (¢"(p1,B1,p2),u) l—ép, (p2,€) ya quei<mn, por HI.

Similarmente, tomemos una seccién final de tamano j < n,

(pA;c) =p (g:€)

< (pA,c-u-v) Fp (p1B1Bs,u-v) +p (paBa,v) +5 (g,€)

had (p2B27rU) '_.; (q,ﬁ)
< (¢"(p2, B2,9),v) Vp, (¢,€)  yaque j <n, por H.L
Finalmente, al juntar estas tres conclusiones podemos ver que
(q*(pa Av Q)v C-U- U) '_T’Ié" (q*v 6)

Finalmente, hemos demostrado por induccién que L£(P) = L(P’), ya que las ejecuciones de ambos PDA son
equivalentes.

Distribucién de puntaje

e (1 pto.) Por plantear el concepto de construccién y funcionamiento del nuevo PDA P’.

(1 pto.) Por definir correctamente el alfabeto de stack I'.

4

(1 pto.) Por definir correctamente el simbolo inicial del stack 1

(1 pto.) Por definir en A’ las transiciones push correctamente.

(1 pto.) Por definir en A’ las transiciones pop correctamente.

(1 pto.) Por demostrar que ambos PDA definen el mismo lenguaje, L(P) = L(P')
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Pregunta 2

Considere la siguiente expresién regular sobre el alfabeto {a,b}:
R = (ab+ abb + abbb)*

1. Construya un autémata finito determinista A tal que £L(A) = L(R). Explique su respuesta.

2. Demuestre que NO existe un autémata finito determinista A’ con 4 estados tal que £ (A") = L(R).

Solucion

Problema 2.1. La expresién R representa cadenas en repeticiones de ab, abb y abbb. Un AFD (autémata
finito determinista) que acepte esta expresion regular, debe reconocer cada uno de estos patrones. El siguiente
autémata cumple con lo anterior:

a,b

Explicacién: El autémata tiene cinco estados, qo,q1, 92,93 y q4. El estado inicial es qg y los estados finales son
Go,q2 ¥ q3. El estado q4 es un estado de error, que se alcanza si se lee un simbolo distinto de b o a en los estados
qo 0 ¢ respectivamente. En el estado gy se espera leer un a para pasar al estado ¢; y luego un b para pasar
al estado ¢2. En el estado g2 se espera leer un b para pasar al estado g3 y luego un a para volver al estado ¢;.
En el estado g3 se espera leer un b para volver al estado ¢ y un a para volver al estado ¢q;. En el estado g4 se
espera leer un a o un b para quedarse en el mismo estado.

Distribucién de puntaje

e (1 pto.) Por aceptar € en el estado inicial que ademds es un estado de reinicio y aceptacién. Es decir,
reconocer la secuencia vacia y abbb.

(1 pto.) Por aceptar a en el estado inicial y pasar al estado ¢;.

(1 pto.) Por aceptar b en el estado ¢; y pasar al estado ¢go. Es decir, reconocer la secuencia ab.

(1 pto.) Por aceptar b en el estado g2 y pasar al estado gs. Es decir, reconocer la secuencia abb.

(1 pto.) Por estado de rechazo en el estado g4. Es decir, rechazar cualquier secuencia que no sea ab, abb
o abbb.

(1 pto.) Por la explicacién.

Problema 2.2. El lenguaje L(R) tiene estructuras repetitivas que dependen de la longitud de las cadenas
ab, abb, abbb. Cada uno de estos patrones requiere distinguir entre diferentes posiciones dentro de las cadenas.
Con sélo 4 estados no es posible rastrear suficientes configuraciones, pues es necesario considerar las palabras
que no son aceptadas como se vio anteriormente.

PD: Todas las clases de equivalencia de la relacién de Myhill Nerode =,(g) son distintas, por lo que no es
posible reducir el autémata.

Para esta demostracién, se puede usar el concepto de clases de equivalencia de Myhill-Nerode. Este método
se basa en demostrar que el lenguaje tiene mas de 4 clases de equivalencia, lo que implica que no es posible
reducir el autémata a menos de 5 estados.
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Sabemos que dos cadenas x y y estdn en la misma clase de equivalencia respecto a L(R) si, para cualquier
cadena z, la concatenacién de zz € L(R) implica que yz € L(R) y viceversa. En otras palabras z =gy y <=
(VzeX*aze L(R) < yzeL(R)).

Para el lenguaje, las clases de equivalencia dependen de qué prefijos de la cadena x se alinean con los patrones
ab, abb o abbb. Necesitamos distinguir cuantos estados posibles puede tener la méquina.

Los patrones posibles en £(R) generan 5 clases de equivalencia diferentes:

e [¢]: Cadenas vacias o listas para empezar un patrén.

a]: Cadenas que han iniciado un patrén pero necesitan un b.

|
[
e [ab]: Cadenas que estdan en medio de un patrén valido, esperando completarse o reiniciarse.
[abb]: Cadenas que casi completan un patrén vilido, faltando solo un b.

[

aa]: Cadenas invélidas para el lenguaje porque no pueden derivar en un patrén aceptable.
Para mostrar que estas clases de equivalencia son distintas, se puede usar el siguiente argumento:

€ a | ab | abb

a b
ab | b | bbb
abb | b | bb | bb

aa | ab | b b b

En la tabla, se muestra que las clases de equivalencia son distintas, pues para cada par de cadenas, se puede
encontrar una cadena z que distinga entre ellas. Por ejemplo, para las cadenas a y ab, se puede usar z = bbb
para distinguirlas. Para las cadenas ab y abb, se puede usar z = bb para distinguirlas. Para las cadenas abb y
aa, se puede usar z = b para distinguirlas. Por lo tanto, como tengo por lo menos 5 clases de equivalencia de
Myhill-Nerode, entonces cualquier DFA que acepte L£(R) debe tener al menos 5 estados.

Distribucién de puntaje

e (1 pto.) Por identificar las clases de equivalencia.

(1.5 ptos.) Por comparar ab® versus ab’.

(1.5 ptos.) Por comparar ab® versus e.

(1.5 ptos.) Por comparar aa con cualquier otra cadena.

(0.5 ptos.) Por la conclusién de usar la relacién de Myhill-Nerode lleva a que el autémata tiene que
tener mds de 4 estados.
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Problema 3

Una gramaética libre de contexto G se dice lineal si todas sus producciones son de la forma X - aY, X - Ya o
X - acon X,)Y €V yaed. En cambio, G se dice que es lineal por la izquierda si es lineal y NO tiene reglas
de la forma X — aY.

1. Demuestre que si G es una gramédtica lineal por la izquierda, entonces £(G) es regular.

2. Demuestre que existe una gramética lineal G tal que £(G) NO es regular.

Solucién

Problema 3.1. Sea la gramdtica G = (V, X, P,S) lineal por la izquierda. Es decir, sus producciones son de
la forma X — Ya o X — a. Al ser lineal por la izquierda, su arbol derivacion serd de la forma:

S = X, 10y, = Xp—20n_10p = ... = X103...0,, = Q103...0y,

La idea es construir un autémata que adivinard (no determinismo) la derivacién anterior desde la derecha hacia
la izquierda. O sea, empezando con X; - a; de ahi X5 — Xjas, etc, hasta llegar a S - X,,_1a,. Para esto, los
estados del autéomata seran las variables V' con un estado adicional gy para partir.

Dado lo anterior, construimos el autémata A como sigue. Sea A = (V U {q}, %, A, {q},{S}), con A =
{(90,0,X) | X = aeP}u{(Y,a,X)| X - Yae P}. Por demostrar: L(G) = L(A).

L(G) c L(A)
Sea w = ajas...a, € L(G). Con G lineal por la izquierda. La derivacién de G sobre w es de la forma:

S = X, 10y, = Xp—20n_1ap = ... = X103...0,, = G103...0y,

De esto, es claro que se puede construir una ejecucién p de la forma:

P g5 X B Xy — X, S

L(A) c L(G)

La demostracion es exactamente igual para este lado que el anterior, se construye la misma ejecucién por
construccién de A y se concluye la misma derivacién de G.
Distribucién de puntaje

e (1 pto.) Por laidea de cémo es el &rbol de derivacién de la gramética y como esto puede llevar a construir
un autémata.

(1 pto.) Por dar el conjunto final del autémata de manera correcta.

(1.5 ptos.) Por el primer subconjunto de A.

(1.5 ptos.) Por el segundo subconjunto de A.

(1 pto.) Por demostrar, para ambos lados, que los lenguajes son iguales.

Problema 3.2. Sea el lenguaje L = {a"b"|n > 1}, que, como se vi$ en clases, es no regular.

Sea la gramatica G que lo produce tal que:

Como se puede notar, G es lineal y produce el lenguaje L. Por lo que queda demostrado.

Distribucién de puntaje
e (2 ptos.) Por dar el lenguaje.
e (2 ptos.) Por demostrar que es no regular. Si se usa uno visto en clases, es vdlido no demostrarlo.

e (2 ptos.) Por dar la gramdtica que construya al lenguaje.
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Problema 4

Considere el siguiente lenguaje sobre el alfabeto ¥ = {a, b}:
L={a"b"a"b™ |n>20Am=>0}.
Sea L®=Y¥*\L el complemento de L.

1. ;Es L libre de contexto? Demuestre su afirmacién.

2. j(Es L€ libre de contexto? Demuestre su afirmacién.

Solucién

Problema 4.1. El lenguaje no es libre de contexto. Para demostrar esto, usamos el lema del bombeo de
lenguajes libres de contexto. Sea N > 0. Definimos:

2z = aVpVaVeN.

Considere una particién cualquiera uvwzy = z tal que: vz # € y [vwz| < N. Como |[vwz| < N, se tiene que (1)
vwz € L(a*b*) o (2) vwz € L(b*a*). Asimismo, tomamos ¢ = 2. A continuacién analizaremos uno de los casos,
ya que el otro es andlogo:

Sin pérdida de generalidad, suponemos que v € L(a*) y x € L(b*). Los otros casos son andlogos. Entonces, se

tiene:
al a® a'bm b baN pN
M N N N N——
u v w xT Yy

Para algin j,k,l,m,m,n,oe Ntal que j+k+l=NAam+n+o=Nna(k+0vn#0) Recordemos que escogimos
i =2, con lo que tenemos:

wo? wa? y = It pmrInTo NyN _ (NekpN+n( NpN
Como k+0o0n#0, entonces N+k+ NvN+n=#N. Por lo tanto, uv?wz?y ¢ L.

Distribucién de puntaje

e (1 pto.) Por decir que el lenguaje NO es libre de contexto.

(1 pto.) Por definir z de manera correcta.

(1 pto.) Por descomponer z correctamente y usar ¢ = 2 o similar.

(1 pto.) Por mencionar y/o analizar los dos casos, dado que |vwz| < N.

(1 pto.) Por armar uv?wz?y ¢ L dado que se escogi6 i = 2 o similar.

e (1 pto.) Por concluir que uv?wz?y ¢ L dado que k#0 o n # 0.
Problema 4.2. FEl lenguaje es libre de contexto. Para esto, dado que el lenguaje se forma utilizando la
operacion complemento, notemos que tenemos dos casos:

I) w#a*b*a*b*, es decir, no es de la forma solicitada para L. Esto corresponde a casos como a...ab...ba...ab...ba...
0 b...ba...ab...ba..., es decir, a*bta*btaX

) w=a*bla™b™ tal que k+mvi+n
Dado esto, debemos formar una gramatica libre de contexto que contenga ambos casos. Un ejemplo es la
siguiente gramética .S, donde Sy corresponde al primer caso y Sy; corresponde al segundo:
S = Sr|Sir
Sr—>aSr|bB;
By > bBy|aA,
As > a Ay | b By
By >bBs|aFE
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E—-aFE|bFE]|e
Sy~ XB|AY
A-aAle
B—>bB|e
X->aXa|laAbB|bBaAla
Y->bYblaAbB|bBaAlb
De la definicién de S uno puede ver que las derivaciones de S; serdn de la forma:
w=a*bta* b aX
y las derivaciones de Sy seran de la forma:
w=a®bla™b™ tal que k=mvi+n

Por lo tanto, L(S) = L.

Distribucién de puntaje

(1 pto.) Por decir que el lenguaje es libre de contexto.

(0.5 ptos.) Por el caso L

(2 ptos.) Por el caso II.

(0.5 ptos.) Por las reglas de Sy.

(1 pto.) Por las reglas S;; - X B| AY, es decir, por hacer un camino que permita llegar a w = a*bla™b"
tal que k # m y otro que permita llegar a w = a®b'a™b™ tal que VI # n.

(1 pto.) Por el resto de las reglas de Sp;.
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