Desde apiladores a gramaticas

Clase 27
11C2223 / 11C2224

Prof. Cristian Riveros



Outline

Desde CFG a PDA (clase anterior)

Desde PDA a CFG



Outline

Desde CFG a PDA (clase anterior)



Desde CFG a un PDA

Teorema

Para toda gramatica libre de contexto G,
existe un autéomata apilador alternativo D:

L(G) = L(D)



CFG — PDA: Construccién

Sea G=(V,%,P,S) una CFG.
Construimos un PDA alternativo D que acepta £(G):
D = (VUXu{qg,ar}, %, A qo,{ar})

La relacién de transicién A se define como:

A = {(@6S-a)) v
{(X,e,7) | X>~veP} u (Expandir)
{(a,a,¢) |acX} (Reducir)

iqué esta haciendo el autémata apilador D?



CFG — PDA: Demostracion

Por demostrar:

L£(9) = L(D)
Dos direcciones:
1. c)yccip)

2. L(D) < L(G)



CFG — PDA: Demostracién L(D) c L(G)

Para cada w € £L(D) debemos encontrar
un arbol de derivacion G para w.

icémo encontramos un arbol de derivacién para w?

Idea
Si tenemos una ejecucién de D sobre w de la forma:
(X-qr,w) +p (qr,¢€)

*
entonces X =g> w

Induccion en la cantidad de pasos de la ejecucion.



CFG — PDA: Demostracién L(D) c L(G)

Hipdtesis de induccién

Para toda ejecucién de D sobre w de largo k de la forma:

(X-gqr,w) = (0, wo) Fp (y1,w1) +p -+ Fp (7K, wk) = (gr, €)

*
entonces X ? w.

Ejercicio: terminar la demostracién.



Outline

Desde PDA a CFG



Recordatorio: Autdmatas apiladores

Definicién
Un autémata apilador (PushDown Automata, PDA) es una estructura:

P = (Q,Z,F,A,QO,J.,F)

m @ es un conjunto finito de estados.
m Y es el alfabeto de input.
m qo € Q es el estado inicial.

m F es el conjunto de estados finales.

+

m [ es el alfabeto de stack.

m L €l es el simbolo inicial de stack.

Ac(Qx(Zufe})xT)x(QxT") es una relacién finita de transicién.



Recordatorio: Autdmatas apiladores

Definicién
Un autémata apilador (PushDown Automata, PDA) es una estructura:
P = (Q,Z,F7A,CI0,l,F)

Intuitivamente, la transicién:

((p7a7A)7 (qulBT"Bk)) e A

si el autémata apilador esta:

m en el estado p,

m leyendo a, y

m en el tope del stack hay una A
entonces:

® cambia al estado q, y

m modifico el tope A por B1By---B.



Recordatorio: Ejecucién de un autémata apilador
Sea P=(Q,%,I,A, qo, L, F) un autémata apilador.

Definicidn

Se define la relacién +p de siguiente-paso entre configuraciones de P:

(qi-7,m) Hp (272, w2)

si, y solo si, existe una transicién (q1,a,A, g2, ) € Ay veTl* tal que:
= w=a-w
Epn=Ay
Ey=ay.

Se define -5 como la clausura refleja y transitiva de +p.

(q1y1, w1) F5 (g2y2, w2) si uno puede ir de (giy1, wi) a (g272, w2)
en 0 o mas pasos.



Recordatorio: Lenguajes de un autémata apilador

Sea P =(Q,X,I,A, qo, L, F) un autémata apilador y w e X*.
Definiciones
m P acepta w si, y solo si, (qoL,w) 5 (gr,€) para algin gr € F.
m El lenguaje aceptado por P se define como:

L(P) = {weX" | P acepta w}



Desde PDA a un CFG

Teorema

Para todo autémata apilador P, existe una gramdtica libre de contexto G:

L(P) =L(G)

Estrategia de la demostracién
Sea P=(Q,X,I,A, qo, L, F) un PDA (normal).
1. Convertir P a un PDA P’ con UN solo estado.

2. Convertir P’ a una gramatica libre de contexto G.

icémo hacemos cada paso?



PDA — CFG: Demostracién

Paso 2: Convertir P’ a una CFG G
Sea P’ = ({q},Z, rAg,L, {q}) con UN solo estado.
Construimos la gramatica:

g = (V7Z7P7J‘)

m V=T
mSi gASga €A entoncess A > o € P

uSi gASga €A entoncess A —» aa € P

Demostracion: ejercicio.



PDA — CFG: Demostracién

Paso 1: Convertir P a un PDA P’ con UN solo estado

Sea P =(Q,X,I,A, qo, L, F) un PDA.
icémo guardamos la informacién de los estados en el stack?

Pregunta principal
“Si el PDA esta en el estado p y en el tope del stack hay una A
entonces, ja cual estado llegaré al remover A del stack?”

Solucién
Podemos adivinar (no-determinismo) el estado que vamos a llegar
cuando removamos A del stack.



PDA — CFG: Demostracién

Paso 1: Convertir P a un PDA P’ con UN solo estado

Sea P =(Q,X,I,A, qo, L, F) un PDA.

Sin perdida de generalidad podemos asumir que:

1. Todas las transiciones son de la forma:
gA 5 pBiB, o gA 5 pe
con c € (Z U {e}) ipor qué?
2. Existe gr € Q tal que si w € L(P) entonces:

(qoL,w) Fp (qr.€)
ipor qué?

Siempre llegamos al mismo estado gr.



PDA — CFG: Demostracién

Paso 1: Convertir P a un PDA P’ con UN solo estado
Sea P =(Q,X,I,A, qo, L, F) un PDA.
Construimos el autémata apilador P’ con un solo estado:

P'=({a}, 5,1, A {q}, 1 {a})

= QxIxQ.

“(p,A,q) el si desde p leyendo A en el tope de stack llegamos a
q al hacer pop de A”

mL = (q0>l7qf)

“ El autémata parte en qo y al hacer pop de 1 llegara a qr”



PDA — CFG: Demostracién

Paso 1: Convertir P a un PDA P’ con UN solo estado
Sea P =(Q,X,I,A, qo, L, F) un PDA.

Construimos el autémata apilador P’ con un solo estado:
P'=({q}, 5,7, A {q}, 1, {a})
mSipAS p'BiB, € Aconce (Zu{e}), entonces para todo p1, p2 € Q:

a(p,Ap2) > q(p',Bi,p1)(p1,B2,p2) € A

uSipASp e A conce (Zu{e}) . entonces:

q(p,Ap) > q e n



PDA — CFG: Demostracién L(P) = L(P’)

Hipdtesis de induccién (en el nimero de pasos n)
Para todo p,p’ € Q, Acl, y we X* se cumple que:
(PA,w) +p (p'y€) i, ysolosi, (q(p,Ap),w) +p (g,€)

donde +3 es la relacién de siguiente-paso de P n-veces.

Si demostramos esta hipétesis habremos demostrado que L(P) = L(P")

ipor qué?



PDA — CFG: Demostracién L(P) = L(P')

Caso base: n=1

Para todo p,p’' € @ y AeTl se cumple que:

(PA,c) rp (p'se) si,ysolosi, (q(p,Ap'),c) Hpr (g,€)

para todo c € (LU {e}).
ipor qué?



PDA — CFG: Demostracién L(P) = L(P’)

Caso inductivo:

Sin perdida de generalidad,
suponga que pA 3 p1A1A2 y w = auv , entonces:

(pA,ilx) Hp (pye) ssi (pA,auv) Hp (prAiA, uv) Hp (p2Az,v) s (p€)

w

ssi (pAL,u) p (p2€) Y (p2A2,v) Hh (P€)
ssi (q(p1, A1, p2), 1) Hpr (g:€) Yy (q(p2, A2, p'),v) oy (€)

ssi (q(p,A,p'),auv) —p (q(p1, A1, p2)(p2, A2, q)), uv) Hi? (q.€)



Cierre de clase

En esta clase:
1. Terminamos equivalencia entre gramaticas y apiladores.
2. Apiladores pueden recorrer los arboles de derivacién en profundidad.

3. Gramaticas pueden simular apiladores al remover el uso de estados.

Préxima clase: Parsing
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