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Recordatorio: Autdmatas apiladores

Definicién
Un autémata apilador (PushDown Automata, PDA) es una estructura:

P = (Q,Z,F,A,QO,J.,F)

m @ es un conjunto finito de estados.
m Y es el alfabeto de input.
m qo € Q es el estado inicial.

m F es el conjunto de estados finales.

+

m [ es el alfabeto de stack.

m L €l es el simbolo inicial de stack.

Ac(Qx(Zufe})xT)x(QxT") es una relacién finita de transicién.



Recordatorio: Autdmatas apiladores alternativos

Definicion

Un PDA alternativo es una estructura:

D = (Q,Z,A,qo,F)

m @ es un conjunto finito de estados.

Y es el alfabeto de input.
m go € Q es el estado inicial.

m F es el conjunto de estados finales.

.|_

Ac Q" x(XTu{e})x Q" es una relacién finita de transicion.



Equivalencia entre modelos

Teorema

Para todo autémata apilador P
existe un autémata apilador alternativo D, y viceversa, tal que:

L(P) = L(D)

Desde ahora, usaremos ambos modelos de manera equivalente.



Equivalencia entre modelos

Demostracién: de P a D
Sea P = (Q,%,T, A, qo, L, F) un PDA.
Construimos un PDA alternativo Dp = (Q', X, A’, qp, F') tal que:
. Q' - Qurufe)
mF =F
= A" = {(q0,€,901)} U
{(pA,2,97) | (p,a,A,q,7) €A}

Ejercicio: demuestre que L(P) = L(Dp).



Equivalencia entre modelos

Demostracién: de D a P

Sea D= (Q,X, A, qo, F) un PDA alternativo.
Construimos un PDA Pp = (Q', X, ", A’ qp, 1, F') tal que ...

...paracada t=(pi...pj,a,q1...qk) € A, haremos lo siguiente:

a, pi/pr € pife €, p2fe €, psfe € piife

€ q1/q1 @

€& Q/qq2 € qi1/qk29k1 € i/ Ak-19k



Equivalencia entre modelos

Demostracién: de D a P
Sea D= (Q,X, A, qo, F) un PDA alternativo.
Construimos un PDA Pp = (Q', X, ", A’ qp, 1, F') tal que:
= Q ={ggtu U {&ll<i<la}u{t |1<i<|8)}

t:(a,a,B)eA
sl = Q
ml = qo
mq =4

m F = {gr}



Equivalencia entre modelos

Demostracién: de D a P
Sea D= (Q,X, A, qo, F) un PDA alternativo.
Construimos un PDA Pp = (Q', X, ", A’ qp, 1, F') tal que:
m A’:paracadat=(pi...pj,a,qi...qk) € A tenemos:
(q,a,p1, t1,p1) € A
(%7€, pi, i1, €) € A para todo 1< i< j
sik>0: (%,ep, b, qu) € A
(%,6,qi,t1,q1q:) € A" paratodo 1<i<k
(ti,6,q1,q,q1) € A
para todo pe F: (q,€,p,qr,e) € A’

Ejercicio: demuestre que L(D) = L(Pp).



ien qué se parecen CFG a PDA?

Teorema
Todo lenguaje libre de contexto puede ser descrito equivalentemente por:
= Una gramdtica libre de contexto (CFG).

= Un autémata apilador (PDA).
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Desde CFG a un PDA

Teorema

Para toda gramatica libre de contexto G,
existe un autémata apilador alternativo D:

L(G) = L(D)



CFG — PDA: Construccién

Sea G=(V,%,P,S) una CFG.
Construimos un PDA alternativo D que acepta £(G):
D = (VuXu{qg,ar}, %, A qo,{ar})

La relacién de transicién A se define como:

A = {(q,€eS qr)} U
{(X,6,7)| X >~veP} u (Expandir)
{ (a, a, 6) | ac Z} (Reducir)

Ejemplo en clases
G: S —> SS | aSb | €

Intuitivamente, jqué esta haciendo el autémata apilador D?



CFG — PDA: Demostracion

Por demostrar:

L£(9) = L(D)
Dos direcciones:
1. c)ccip)

2. L(D) < L(G)



CFG — PDA: Demostracién L(G) € L(D)

Para cada w € £(G) debemos encontrar
una ejecucién de aceptacion de D sobre w.

icOémo encontramos una ejecucion sobre w?

Idea

Para cada arbol de derivacion T de G sobre w, construimos una ejecucién
de D sobre w que recorre el drbol 7 en profundidad.

Induccidn sobre la altura del arbol 7T



CFG — PDA: Demostracién L(G) € L(D)

Hipdtesis de induccién
Para todo arbol de derivacion 7 de G con altura h tal que:

mlaraizde T es X,y
m 7 produce la palabra w

entonces (X -y, w) +5 (7, €) para todo v € Q*.

Si demostramos esta hipétesis habremos demostrado que £(G) ¢ L(D)

ipor qué?



CFG — PDA: Demostracién L(G) € L(D)

Caso base: h=1
Si T tiene altura 1 entonces:
m 7 produce la palabra w = a para algiin aeX y

m 7T consiste de un nodo X y un hijo a con X — a.
Entonces para todo v € Q:

(X"Yva) D (a”yva) ] (776)

es una ejecucién de D sobre a.



CFG — PDA: Demostracién L(G) € L(D)

Caso inductivo: h=n

Suponemos que el arbol de derivacion T de G tiene altura n tal que:

mlaraizde T es X,y

m 7T produce la palabra w.

Sin perdida de generalidad suponga que 7 es de la forma:

X

VAN

donde w=u-v y X - YZ.




CFG — PDA: Demostracién L(G) € L(D)

Caso inductivo: h=n

Sin perdida de generalidad suponga que 7 es de la forma:

X

VANAN

donde w=u-v y X —>YZ.

Por HI, se tiene que para todo 71,72 € Q*:

(Y"}/]_,U) '_é (7176)
(2'727‘/) '_’E (7256)



CFG — PDA: Demostracién L(G) € L(D)
Caso inductivo: h=n

Por HI, se tiene que para todo 71,72 € Q*:

(Y"717u) '_é (')’1,6)
(2’727‘/) "5 ('7276)

Para v € Q" construimos la siguiente ejecucién de D sobre w = uv:

Xy uv) o (YZ-vy,uv) bp (Z:-7,v) Fp (7:€)



CFG — PDA: Demostracién L(D) c L(G)

Para cada w € £L(D) debemos encontrar
un arbol de derivacion G para w.

icémo encontramos un arbol de derivacion para w?

Idea
Si tenemos una ejecucién de D sobre w de la forma:
(X-qr,w) +p (qr,¢€)

*
entonces X =g> w

Induccion en la cantidad de pasos de la ejecucion.



CFG — PDA: Demostracién L(D) c L(G)

Hipdtesis de induccién

Para toda ejecucién de D sobre w de largo k de la forma:

(X-gqr,w) = (0, wo) Fp (y1,w1) +p -+ Fp (7K, wk) = (gr, €)

*
entonces X ? w.

Ejercicio: terminar la demostracién.
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Desde PDA a un CFG

Teorema

Para todo autémata apilador P, existe una gramdtica libre de contexto G:

L(P) =L(G)

Estrategia de la demostracién
Sea P=(Q,X,I,A, qo, L, F) un PDA (normal).
1. Convertir P a un PDA P’ con UN solo estado.

2. Convertir P’ a una gramatica libre de contexto G.

icémo hacemos cada paso?



PDA — CFG: Demostracién

Paso 2: Covertir P’ a una CFG G
Sea P’ = ({q},Z, rAg,L, {q}) con UN solo estado.
Construimos la gramatica:

g = (V7Z7P7J‘)

m V=T
mSi gASga €A entoncess A > o € P

uSi gASga €A entoncess A —» aa € P

Demostracion: ejercicio.



PDA — CFG: Demostracién

Paso 1: Covertir P a un PDA P’ con UN solo estado

Sea P =(Q,X,I,A, qo, L, F) un PDA.
icémo guardamos la informacién de los estados en el stack?

Pregunta principal
“Si el PDA esta en el estado p y en el tope del stack hay una A
entonces, ja cual estado llegaré al remover A del stack?”

Solucién
Podemos adivinar (no-determinismo) el estado que vamos a llegar
cuando removamos A del stack.



PDA — CFG: Demostracién

Paso 1: Covertir P a un PDA P’ con UN solo estado

Sea P =(Q,X,I,A, qo, L, F) un PDA.

Sin perdida de generalidad podemos asumir que:

1. Todas las transiciones son de la forma:
gA 5 pBiB, o gA 5 pe
con c € (Z U {e}) ipor qué?
2. Existe gr € Q tal que si w € L(P) entonces:

(qoL,w) Fp (qr.€)
ipor qué?

Siempre llegamos al mismo estado gr.



PDA — CFG: Demostracién

Paso 1: Covertir P a un PDA P’ con UN solo estado
Sea P =(Q,X,I,A, qo, L, F) un PDA.
Construimos el autémata apilador P’ con un solo estado:

P'=({a}, 5,1, A {q}, 1 {a})

= QxIxQ.

“(p,A,q) el si desde p leyendo A en el tope de stack llegamos a
q al hacer pop de A”

mL = (q0>l7qf)

“ El autémata parte en qo y al hacer pop de 1 llegara a qr”



PDA — CFG: Demostracién

Paso 1: Covertir P a un PDA P’ con UN solo estado
Sea P =(Q,X,I,A, qo, L, F) un PDA.

Construimos el autémata apilador P’ con un solo estado:
P'=({q}, 5,7, A {q}, 1, {a})
mSipAS p'BiB, € Aconce (Zu{e}), entonces para todo p1, p2 € Q:

a(p,Ap2) > q(p',Bi,p1)(p1,B2,p2) € A

uSipASp e A conce (Zu{e}) . entonces:

q(p,Ap) > q e n



PDA — CFG: Demostracién L(P) = L(P’)

Hipdtesis de induccién (en el nimero de pasos n)
Para todo p,p’ € Q, Acl, y we X* se cumple que:
(PA,w) +p (p'y€) i, ysolosi, (q(p,Ap),w) +p (g,€)

donde +3 es la relacién de siguiente-paso de P n-veces.

Si demostramos esta hipétesis habremos demostrado que L(P) = L(P")

ipor qué?



PDA — CFG: Demostracién L(P) = L(P')

Caso base: n=1

Para todo p,p’' € @ y AeTl se cumple que:

(PA,c) rp (p'se) si,ysolosi, (q(p,Ap'),c) Hpr (g,€)

para todo c € (LU {e}).
ipor qué?



PDA — CFG: Demostracién L(P) = L(P’)

Caso inductivo:

Sin perdida de generalidad,
suponga que pA 3 p1A1A2 y w = auv , entonces:

(pA,ilx) Hp (pye) ssi (pA,auv) Hp (prAiA, uv) Hp (p2Az,v) s (p€)

w

ssi (pAL,u) p (p2€) Y (p2A2,v) Hh (P€)
ssi (q(p1, A1, p2), 1) Hpr (g:€) Yy (q(p2, A2, p'),v) oy (€)

ssi (q(p,A,p'),auv) —p (q(p1, A1, p2)(p2, A2, q)), uv) Hi? (q.€)



Cierre de clase

En esta clase vimos:
1. Equivalencia entre gramaticas y apiladores.
2. Apiladores pueden recorrer los arboles de derivacién en profundidad.

3. Gramaticas pueden simular apiladores al remover el uso de estados.

Préxima clase: First y follow.
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