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Autématas para lenguajes libres de contexto
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Autdmatas apiladores

Definicién
Un autémata apilador (PushDown Automata, PDA) es una estructura:

P = (Q,Z,F7A,CI0,l,F)

m @ es un conjunto finito de estados.
m X es el alfabeto de input.
m qo € Q es el estado inicial.

m F es el conjunto de estados finales.

+

m [ es el alfabeto de stack.

m L €l es el simbolo inicial de stack.

Ac(Qx(Zufe})xT)x(QxT") es una relacién finita de transicién.



Autdmatas apiladores

Definicién

Un autémata apilador (PushDown Automata, PDA) es una estructura:
P = (Q,Z,F7A,Cﬂ),l,F)

Intuitivamente, la transicién:

((p7a7A)7 (Q7BlB2"'Bk)) e A

si el autémata apilador esta:

m en el estado p,

m leyendo a, y

m en el tope del stack hay una A
entonces:

® cambia al estado q, y

m modifico el tope A por B1B;---By.



Autdmatas apiladores

Definicién

Un autémata apilador (PushDown Automata, PDA) es una estructura:
P = (QXT,Aq,L,F)

Intuitivamente, la transicién en vacio:
((p,e,A), (q,B1B>Bi)) € A

si el autémata apilador esta:

m en el estado p,

m sin lectura de una letra, y

m en el tope del stack hay una A
entonces:

® cambia al estado q, y

m modifico el tope A por B1B;---By.



Ejemplo de autdmata apilador

Ejemplo
P = (szyr7A7q07J-7{qf})
= Q={q0,q1,9r}
m X ={ab}
m={A 1}
m A
(qo,a,l,CIO,AJ.) qol 2 quJ.
(q07a7A7q07AA) qu 3 QOAA
b
(q0, b, A, g1, €) QA = qi
(q17b7A7 qlae) qlA _b) qi
(qlaeaJ-?qfve) qil _€> qr



Ejemplo de autdmata apilador

Ejemplo
a, L/AL b, Ale
b7 Ale R €, 1/e
@)@
a, AJAA
(q07avl7q07AJ-) qol _&') quJ_
(QO,a,A, q07AA) CIoA —a> QOAA
b
(q07baAaq176) qOA - q1
b
(q17b7A7q176) qlA —> q1
(q17€7l7qf7l) qil —6> qr



Configuracién de un autémata apilador
Sea P=(Q,%,I,A, qo, L, F) un autémata apilador.

Notacion

Dado una palabra A;1A; ... A, e " decimos que:
m Ai1A; ... Ak es un stack (contenido),
m A; es el tope del stack y
m Ay... Ak es la cola del stack.
Definicion
Una configuracion de P es una tupla (q-v,w) € (Q-T",X*) tal que:
m g es el estado actual.
m 7 es el contenido del stack.

m w es el contenido del input.



Configuracién de un autémata apilador
Sea P=(Q,%,T,A, qo, L, F) un autémata apilador.

Definicion

Decimos que una configuracién:
(@-7,w) € (Q-T",X7)
m esinicial sig-vy = qo- 1.

mesfinalsig-v = gr-€ congre Fyw=e.



Ejecucion de un autémata apilador
Sea P=(Q,%,I,A, qo, L, F) un autémata apilador.

Definicién
Se define la relacién +p de siguiente-paso entre configuraciones de P:
(qr-71,m) Fa (q2-72,w2)

si, y solo si, existe una transicién (q1,a,A, g2, ) € Ay vel* tal que:
" W =a-w
=AY
my=ay.

Se define -5 como la clausura refleja y transitiva de +p.

(q1y1, w1) +5 (g2y2, w2) si uno puede ir de (giy1, wi) a (g272, w2)
en 0 o mas pasos.



Ejecucion de un autémata apilador

Ejemplo
Para la palabra:
aaabbb
Tenemos la ejecucién:
a, L/AL b, Ale
” b, Ale é €, Lfe @
a, AJAA

Gol
GoAL
QAAL
gAAAL
g AAL
GLAL
qil

qar
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Lenguajes de un autémata apilador

Sea P =(Q,X,I,A, qo, L, F) un autémata apilador y w e X*.
Definiciones
m P acepta w si, y solo si, (qoL,w) 5 (gr,€) para algin gr € F.
m El lenguaje aceptado por P se define como:

L(P) = {weX" | P acepta w}



Lenguajes de un autémata apilador

icual es el lenguaje aceptado por P?

a, L/AL b, Ale

b, Ale R €, Lfe
@ O, D
a, AJAA

L(P) = {a"b" | n>0}



Ejemplo de autdmatas apiladores

icudl es un autémata apilador para cada lenguaje?

1. Todas las palabras we {[,]}
que tienen los paréntesis bien balanceados.

2. Todas las palabras w € {a, b} que son palindromes.
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Versién alternativa



Autdmatas apiladores alternativos

Veremos otra definicién alternativa y
poco comun de autématas apiladores.

ipor qué?

1. Este modelo nos ayudara a entender mejor
los algoritmos de evaluacién para gramaticas.

. Modelo menos estandar pero mucho mas sencillo.

. El profesor le gusta y lo encuentra interesante :).



Autdmatas apiladores alternativos

Definicion
Un PDA alternativo es una estructura:

D = (Q,Z,A,qo,F)

m @ es un conjunto finito de estados.

Y es el alfabeto de input.
m go € Q es el estado inicial.

m F es el conjunto de estados finales.

.|_

Ac Q" x(ZTu{e})x Q" es una relacidn finita de transicion.



Autdmatas apiladores alternativos

Definicion
Un PDA alternativo es una estructura:

D = (Q,Z,A7C]0,F)

Intuitivamente, la transicién:
(ArAi, a,BiBi) € A

si el autémata apilador tiene:
m A;...A; en el tope del stack y
m leyendo a

entonces:

m cambia el tope A; ... A; por B; ... B;.

No hay diferencia entre estados y alfabeto del stack.



Configuracién de un autémata apilador alternativo

Sea D =(Q,X%, A, qo, F) un PDA alternativo.

Definicién
Una configuracién de D es una tupla (g1 ...qx, w) € (Q*,X*) tal que:
® qi...qx es el contenido del stack con g; el tope del stack.

m w es el contenido del input.

Decimos que una configuracién:
= (qo, w) es inicial.

m (gr,€) es final si gr € F.



Ejecucion de un autémata apilador alternativo

Sea D =(Q,X%, A, qo, F) un PDA alternativo.

Definicién
Se define la relacién +p de siguiente-paso entre configuraciones de D:
(r1,wm) o (72, w2)
si, y solo si, existe una transicién (o, a,3) € Ay v el tal que:
m w=a-w
=y

=0

Se define 5, como la clausura refleja y transitiva de rp.



Lenguajes de un autémata apilador alternativo

Sea D= (Q,X, A, qo, F) un PDA alternativoy w e X*.

Definiciones
m D acepta w si, y solo si, (qo,w) 5 (gr,€) para alglin gr € F.
m El lenguaje aceptado por D se define como:

L(D) = {weX” | D acepta w}



Lenguajes de un autémata apilador alternativo

Ejemplo
D = (Q,{ab},A q,F)
= Q={1,90,91,q}
m A:
(L,a,q01) 15 qoL
(90,3, qoqo) q > Goqo
(9o, b, q1) qo 3 q1
(q1d0,b,q1) G190 = G
(qul,€ qr) @l 3 g

L(D) = {a"b" | n>1}

L

qo L
Goqol
qoqoqo L
q19oqo L
gi1qo L
q L

qr
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Equivalencia entre modelos

Teorema

Para todo autémata apilador P
existe un autémata apilador alternativo D, y viceversa, tal que:

L(P) = L(D)

Desde ahora, usaremos ambos modelos de manera equivalente.



Equivalencia entre modelos

Demostracién: de P a D
Sea P = (Q,%,T, A, qo, L, F) un PDA.
Construimos un PDA alternativo Dp = (Q', X, A’, qp, F') tal que:
. Q' - Qurufe)
mF =F
= A" = {(q0,€,901)} U
{(pA,2,97) | (p,a,A,q,7) €A}

Ejercicio: demuestre que L(P) = L(Dp).



Equivalencia entre modelos

Demostracién: de D a P

Sea D= (Q,X, A, qo, F) un PDA alternativo.
Construimos un PDA Pp = (Q', X, ", A’ qp, 1, F') tal que ...

...paracada t=(pi...pj,a,q1...qk) € A, haremos lo siguiente:

a, pi/pr € pife €, p2fe €, psfe € piife

€ q1/q1 @

€& Q/qq2 € qi1/qk29k1 € i/ Ak-19k



Equivalencia entre modelos

Demostracién: de D a P
Sea D= (Q,X, A, qo, F) un PDA alternativo.
Construimos un PDA Pp = (Q', X, ", A’ qp, 1, F') tal que:
= Q ={ggtu U {&ll<i<la}u{t |1<i<|8)}

t:(a,a,B)eA
sl = Q
ml = qo
mq =4

m F = {gr}



Equivalencia entre modelos

Demostracién: de D a P
Sea D= (Q,X, A, qo, F) un PDA alternativo.
Construimos un PDA Pp = (Q', X, ", A’ qp, 1, F') tal que:
m A’:paracadat=(pi...pj,a,qi...qk) € A tenemos:
(q,a,p1, t1,p1) € A
(6,6, pi,ti1, €) € A para todo 1 <i<j
sik>0: (%,ep, b, qu) € A
(%,6,qi,51,q1qi) € A" paratodo 1<i<k
(ti,6,q1,q,q1) € A
para todo pe F: (q,€,p,qr,e) € A’

Ejercicio: demuestre que L(D) = L(Pp).



Cierre de clase

En esta clase vimos:

1. Definicién de autématas apiladores.
2. Ejemplos de estos autématas.

3. Definicién alternativa de autématas apiladores.

Préxima clase: Coneccidn con gramaticas libres de contexto.
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