Algoritmo de Knuth-Morris-Pratt

Clase 18
11C2223 / 11C2224

Prof. Cristian Riveros



Problema de pattern matching de una palabra

Problema
Dado un patrén w = wy ... wy, y un documento d =d ... d,,
encontrar todos las posiciones donde aparece w en d, o sea, enumerar:

{(i,j) | w=didis1...d;}

Solucién ingenua

fori=1ton-(m-1) do
for j=1to mdo

if wj # d;+j_1 then
L L break

if j > m then
L output (i,i+m-1)

ies posible hacerlo mejor?
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Autdmata de un patrén

Definicién
Dado un palabra w = wy ... wp, sea el NFA A, = (Q,X, A, [, F) tal que:
= Q={0,1,...,m}

m A={(0,a,0)|aeX} u {(/,wit1,i+1)|i<m}

m[={0} y F={m}.

Ejemplo: palabra w = nano

icémo podemos usar A, para encontrar todas las apariciones de w en d?



Determinizacién de A,

Sea AYT = (Q%*, T, 6%, {0}, F*") la determinizacién de A, tal que Q%"
contiene solo los estados alcanzables desde {0}.

Recordatorio

Para un autémata no-determinista A= (Q, %, A, I, F),
se define el autémata determinista (determinizacién de A):

Adet — ((?det7 Z, 5det7 q(c)iet7 Fdet)
" Qe=20-{S|ScqQ)}
gl =1

m 0929 x ¥ - 29 tal que:
54(S,2) = {qc Q| Ip e S. (p,a,) € A}

Fét = {5e2?|SnF +g}.



Determinizacién de A,

Sea AYT = (Q%*, T, 6%, {0}, F*") la determinizacién de A, tal que Q%"
contiene solo los estados alcanzables desde {0}.

Ejemplo: palabra w = nano

x>




;cémo utilizamos Adet para encontrar todos los matches?

nan o n o nana
4 56 7 8 9101112131415

icudl es el tiempo de este algoritmo una vez construido A7



jcudl es el tamafio de Adet?
Sea w=wi...wny AX" = (Q*, X, 6% {0}, F") la determ. de A,,.

Teorema

Para todo S € Q™" y i € {0,1,...,m} se cumple que:

i€S si,ysolosi, wi...w; es un sufijode w;... Winax(S) -

Ejemplo: palabra w = nano




jcudl es el tamafio de Adet?

Demostracién teorema

Sea S € Q%" un conjunto de estados cualquiera alcanzable desde {0}.
Entonces existe una palabra u = a; ... a, tal que §%*({0},u) = S.

Por la demostracién que L£(A™") = £(A) para todo NFA A (Clase 03),
sabemos que j € S si, y solo si, existe una ejecucién de A,, sobre u:

O:qogqli%.,,a—ﬁqk:j_

Por la definicién de A,, esta ejecucién es de la forma:

ac_i a(_i a(_i
; (1<_>J)0 (k_J>)+11 (k_J))+22.“

0303 .. P ;.

wi...W;j

Por lo tanto, wiws ... w; es sufijo de a; ... ak.

Usaremos este dltimo hecho para demostrar ambas direcciones.



jcudl es el tamafio de Adet?

Propiedad
Para toda u = a; ... ax tal que §%*({0},u) = S, y para todo j < m:

jeS si,ysolosi, wi...w; es sufijode a;...ax

Demostracion teorema

Como S es alcanzable desde {0},
entonces existe u = aj ... ax tal que §%*({0},u) = S.

Como max(S) € S, entonces wi ... Wmay(s) es sufijo de a; ... ax.



jcudl es el tamafio de Adet?

Propiedad
Para toda u = a; ... ax tal que §%*({0},u) = S, y para todo j < m:

jeS si,ysolosi, wi...w; es sufijode a;...ax

Demostracién teorema (=)

Como S es alcanzable desde {0},
entonces existe u = aj . .. ax tal que §%*({0},u) = S.

Como max(S) € S, entonces wi ... Wmay(s) es sufijo de a; ... ax.
Suponga que i € S. Entonces w; ... w; es sufijo de aj ... ax.

Como i < max(S), entonces:
WL Winax(5)

a1d2 . . - Ak—max(S) Fk-max(S)+1 - - - dk—i k—i+1 - - - dk
N— —

wi...w;

Por lo tanto, w1 ... w; es sufijo de wi ... Wnax(s)-



jcudl es el tamafio de Adet?

Propiedad
Para toda u = a; ... ax tal que §%*({0},u) = S, y para todo j < m:

jeS si,ysolosi, wi...w; es sufijode a;...ax

Demostracién teorema (<)

Como S es alcanzable desde {0},
entonces existe u = aj . .. ax tal que §%*({0},u) = S.

Como max(S) € S, entonces wi ... Wmay(s) es sufijo de a; ... ax.
Suponga que wi ... w; es sufijo de wi ... Wnay(s)-

Como wi ... w; es sufijo de wi ... Winax(s) Y Wi ... Wnax(s) €s sufijo de u,
entonces w; ... w; es sufijo de u=a; ... ak.

Por la “Propiedad”, concluimos que i € S.



jcudl es el tamafio de Adet?
Sea w=wi... Wy y A% = (Q*, X, 6% {0}, F%) la determ. de A,,.

Teorema
Para todo S € Q™" y i € {0,1,...,m} se cumple que:
i€S si,ysolosi, wi...w; es un sufijode wy... Winax(S) -
Corolarios
m Para todo 51,5 € Q*F, si max(S1) = max(S;), entonces S; = S,.

u A% tiene |w| + 1 estados y a lo mas O(|w|?) transiciones.

Por lo tanto, encontrar todos los substrings de w en d
toma tiempo O(|d| + |w]?)

ies posible hacerlo mejor?
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Autdmata finito con k-lookahead

Sea ¥ un alfabeto finito.

Definiciones

Se definen los siguientes conjuntos de palabra:
Y, = X' xX”
w3 = {(uv)eX, | |uv| =k}

Notacidn

En vez de (u,v) € X, escribiremos u.v € X,.

Ejemplos

Si X = {a, b} entonces:
m ab.bacY, y .abaci,
m ab.baeY? y .abae Zf



Autdmata finito con k-lookahead

Definicidon
Un autémata finito determinista con k-lookahead es:

'-A = (Q7z7d7q07F)

m @ es un conjunto finito de estados.

m X es el alfabeto de input.

m qo es el estado inicial

m F c Q es el conjunto de estados finales.

_|_

§:Qx (X u{$}) ~ Q es una funcién parcial, tal que:

paratodo pe Qy we (Su{S$})*: [{uv | d(p,uv)=qgy uv=w} <1



Autdmata finito con k-lookahead

Algunos ejemplos




Ejecucion de DFA con k-lookahead

Sea A= (Q,X,d,qo0, F) un DFA con k-lookahead.

Definiciones

m Un par (gq,w) € Q x (XU {$})" es una configuracién de A.
= Una configuracién (qo, w$") es inicial.

m Una configuracién (q,$k) es final si g€ F.

El sufijo $* no sirve para marcar el final del input
simplificar la definicién de lookahead al leer el final de la palabra
y



Ejecucion de DFA con k-lookahead

Sea A= (Q,X,d,qo0, F) un DFA con k-lookahead.

Definicién

Se define la relacién 4 de siguiente-paso entre configuraciones de A:
(pr,w1) +a (p2,w2)

si, y solo si, 6(p1,u.v) = p» y existe w € £* tal que wy = uvw y w, = vw.

Se define - como la clausura refleja y transitiva de +4:
para toda configuracién (p, w) : (p,w) F1 (p,w)

si (p,wi) -4 (p2,w2) y (p2,w2) ka (p3,ws): (pr,wi) i (p3,ws)

(p,u) 4 (g,v) si uno puede ir de (p,u) a (g,v) en 0 0 mds pasos.



Ejecucion de DFA con k-lookahead

Sea A= (Q,X,d,qo, F) un DFA con k-lookahead.

Definiciones

m A acepta w si existe una configuracién inicial (qo, W$k)
. o K
y una configuracién final (gr,$") tal que:

(q07 W$k) F.Z (qfa $k)

m El lenguaje aceptado por A se define como:

L(A) = {weX" | Aaceptaw}

Mismas definiciones que para e-NFA.



k-lookahead y lenguajes regulares

Teorema

Para todo DFA con k-lookahead A
se tiene que L(A) es un lenguaje regular.

Definicion

Llamaremos un lazy automata a un DFA con 1-lookahead.
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Construccién de un lazy autémata a partir de A9t
Sea w=wi... wny A% = (Q, X, 6% {0}, F%) la determ. de A,,.

Teorema
Para todo S € Q™" y i € {0,1,...,m} se cumple que:
i€eS si,ysolosi, wi...w; esun sufijode wi...Wnas)-

Para i € [0, m], sea S; el (inico estado en Q" tal que i = max(5;).

(ipor qué S; es (inico?)



Construccién de un lazy autémata a partir de A9t

Sea w=wi... wny A% = (Q, X, 6% {0}, F%) la determ. de A,,.
Teorema
Para todo S € Q% y i € {0,1,...,m} se cumple que:

i€eS si,ysolosi, wi...w; es un sufijode wi...Wnas)-
Para i € [0,m], sea S; el tinico estado en Q%" tal que i = max(5;).

Propiedad 2

Para todo ae {w1,...,wn} yic[0,m-1]:
1. s\ {ite Q™.

2. a= w1, entonces 6°(S;, a) = Si1.

3. 2+ wis1, entonces 6% (S;,a) = 0%%(S; \ {i}, a).



Construccién de un lazy autémata a partir de A9t

Propiedad 2

Para todo a€ {wi,...,wn}tyi€e[0,m-1]:
1. s\ {iteqQ™.

2. a= wis1, entonces 5det(5,-, a) = Sis1.

3. a# w1, entonces §%(S;, a) = 6%(S; \ {i}, a).

Ejemplo: palabra w = nano




Construccién de un lazy autémata a partir de A9t

Propiedad 2

Para todo a€ {wi,...,wn}tyi€e[0,m-1]:
1. s\ {iteqQ™.

2. a= wis1, entonces 5‘1“(5,-, a) = Sis1.

3. a# wi, entonces 6%(S;, a) = 6%(S; \ {i}, a).

Demostracidn: ejercicio.

jcomo podemos construir un lazy autémata usando la Propiedad 27



Construccién de un lazy autémata a partir de A9t

Construccion
Se define el lazy autémata A2 = (Q%*, %, 6%, {0}, F**) tal que:

m para todo a* wi: 6% ({0},a.) = {0}.
m para todo ae{wi,...,wn} y i€[0,m-1]:
® si a=wj;1, entonces 5'“‘/(5,-, a.) =S

°siazwsiyi#0, entonces §°¥(S;,.a) =5\ {i}.

Ejemplo




Construccién de un lazy autémata a partir de A9t

Construccion
Se define el lazy autémata A2 = (Q%*, %, 6%, {0}, F**) tal que:

m para todo a* wi: &% ({0},a.) = {0}.
m para todo ae{wi,...,wn} y i€[0,m-1]:
® si a= w1, entonces 5'“‘/(5,-, a.) =S

®sia#wysiyi#0, entonces §°¥(S;,.a) =5\ {i}.

Teorema
Para todo w se cumple que £(A%) = £(A2).

Demostracién: ejercicio. (usando Propiedad 2)



) |
jcudntos pasos toma A,;” sobre un documento d?

m Niimero de pasos que AR consume letras = |d|
= Nimero de pasos que A%? retrocede < |d|

u Nimero de pasos totales de AZY < 2-d|

Por lo tanto, la cantidad de pasos es lineal en O(|d|).



Algoritmo de Knuth-Morris-Pratt

Algoritmo

Dado una palabra w y un documento d:
m Construimos A% desde A,,. O(|w))
m Ejecutamos A2? sobre d. O(ld|)

Tiempo del algoritmo: O(|w|+ |d])

Ejercicio: demuestre como construir A2? en tiempo O(|w]|)



Cierre de clase

En esta clase vimos:

1. Entendimos la determinizacién de un patrén.
2. Autématas con k-lookahead.

3. Estrategia de algoritmo de Knuth-Morris-Prat.

Préxima clase: Lenguajes libres de contexto.
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