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Expresiones regulares

Definicién (Sintaxis)

R es una expresion regular sobre ¥ si R es igual a:

1.

(< N B VI

. (Rl + R2)
. (R R2)

- (RD)

para alguna letra ae X.

donde R; y R> son expresiones regulares.
donde R; y R> son expresiones regulares.
donde R; es una expresion regular.

Denotaremos como Regex el conjunto de
todas las expresiones regulares sobre ¥



Cada expresion regular define un lenguaje

Definicién (Semdntica)

Para una expresion regular R cualquiera,
se define el lenguaje £(R) ¢ X* inductivamente como:

1. L(a)={a} paratoda letra acX.

L(e) = {e}.

L(D) =@.

L(R1+ R:) = L(R1) U L(R:) donde Ry y R» son expresiones regulares.

L(R:1-Rx) =L(R1)-L(R2) donde Ry y R, son expresiones regulares.

AN A O

L(RY)=U L(R1)* donde R; es una expresién regular.
k=0



Abreviaciones Utiles para expresiones regulares

Definicién
Usamos las siguientes abreviaciones de expresiones regulares
para ReRegex y ¥ ={a1,...,an}:

R* = R-R*

R = R-%.R
R" = R+e

Y = ai+...+an



Mds ejemplos de expresiones regulares

Defina una Regex para los siguientes lenguajes

1. Todas las palabras sobre {a, b}
cuya ante-penultima letra es una a-letra.

2. Todas las palabras sobre {a, b}
con una cantidad par de a-letras.

3. Todas las palabras sobre {a, b}
con a lo mas un par de a-letras consecutivas.



Mapa actual de nuestros modelos de computacién

Lenguajes Regulares

DFA = NFA
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e-NFA



Autdmata finito no-determinista con e-transiciones

iqué tiene de nuevo este autémata?

1. tiene transiciones no deterministas y

2. tiene transiciones leyendo la palabra €:

€

p=q

iImportancia?
= modelo muy atil para construir nuevos autématas y

m NO agrega mas poder de computacién a los NFA.



Autdmata finito no-determinista con e-transiciones

Definicién
Un autémata finito no-determinista con e-transiciones (e-NFA) es:
A = (QX,ALF)
m Q@ es un conjunto finito de estados.
m X es el alfabeto de input.

m / € Q es un conjunto de estados iniciales.

m F ¢ Q es el conjunto de estados finales (o aceptacidn).

_|_

AcQx(Zu{e}) x Q es la relacién de transicidn.



Autdmata finito no-determinista con e-transiciones

Algunos ejemplos

a, b a,b
L)




Ejecucion de e-NFA

Para e-NFA veremos una forma alternativa
para definir las nociones de ejecucién y aceptacion.

Sea A= (Q,X,A,l,F) un eNFA.

Definiciones

m Un par (g,w) € Q x X" es una configuracién de A.
= Una configuracién (g, w) es inicial si g € /.
= Una configuracién (g, w) es final sige Fy w=e.

“Intuitivamente, una configuracién (q,aw) representa que A
se encuentra en el estado q procesando la palabra aw y leyendo a.”



Ejecucion de e-NFA
Sea A=(Q,X,A,l,F) un eNFA.
Definicién
Se define la relacién 4 de siguiente-paso entre configuraciones de A:
(p,u) +a (q,v)

si, y solo si, existe (p,c,q) € A con ce XU {e} tal que u=c-v.

Ejemplo

a (1, baa) 4 (2,aa)

(2,aa) Fa (0,a) Fa (2,a) Fa (0,€)




Ejecucion de e-NFA
Sea A=(Q,X,A,l,F) un eNFA.
Definicién
Se define la relacién 4 de siguiente-paso entre configuraciones de A:
(p,u) +a (q,v)

si, y solo si, existe (p,c,q) € A con ce XU {e} tal que u=c-v.

Notar que F4 € (QxX*) x (Q xX¥).

Se define - como la clausura refleja y transitiva de +4:
para toda configuracién (q,w):  (q,w) +x (q,w)

si (p7 U) A (P’, W) y (plv W) '_;4 (q7 V): (p7 U) }_:?4 (q7 V)

(p,u) 4 (g,v) si uno puede ir de (p,u) a (g,v) en 0 0 mas pasos.



Ejecucion de e-NFA

Se define + como la clausura refleja y transitiva de +4:
para toda configuracién (g, w) : (g,w) 2 (gq,w)
si (p,u) ma (P sw) y (P, w) =i (q,v): (p,u) Fa (q:v)
(p,u) 4 (g,v) si uno puede ir de (p,u) a (g,v) en 0 0 mds pasos.
Ejemplo
a (1, baa) 4 (2,aa)

(2,aa) +4 (0,a) 4 (2,a) a4 (0,¢)

(2,aa) +3 (0,¢) y (1,baa) —4 (0,¢)




Lenguaje aceptado por un e-NFA

Sea A=(Q,L,A,/,F) un eNFAy weX".

Definiciones

m A acepta w si existe una configuracién inicial (qo, w)
y una configuracién final (gr,€) tal que:

(q07W) ’_;\ (qf7€)
m El lenguaje aceptado por A se define como:

L(A) = {weX" | Aaceptaw}

0JO: si A no tiene e-transiciones, esta es
una forma alternativa para definir ejecucién para NFA y DFA.



Lenguaje aceptado por un e-NFA

ique lenguaje acepta cada e-NFA?

a, b a,b
L@
a b a
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NFA versus e-NFA



Equivalencia entre NFA y e-NFA

Teorema

Para todo autémata finito no-determinista con e-transiciones A, existe un
autémata no-determinista A’ tal que:

L(A) = L(A)

En otras palabras, NFA = e NFA.

icémo simulamos las e-transiciones, esto es, sin leer el input?

Demostracion

Para demostrar este teorema, mostraremos como construir un autémata
no-determinista a partir de un e-NFA removiendo las e-transiciones.



Desde un e-NFA a un NFA

Construccion
Dado un eNFA A= (Q,X,A, I, F) se define el NFA:
Af = (Q,X, A1 FF)

m para todo p,ge Q, (p,a,q) € Af s, y solo si, existe p’ € Q tal que:

* (pye) v (Phe) y @V\;W

* (P2, c A
= F ={peQ|3qcF.(p) ri (a0} (P

Por definicién, si (p,a, q) € A entonces (p, a, q) € Af para todo a € X.



Desde un e-NFA a un NFA

icudl es el autémata Af para cada caso?

o

a,b a,

I

2522
2

)

(1)
/
a b a




Desde un e-NFA a un NFA

Teorema
Dado un e-NFA A= (Q,X, A, I, F) se tiene que:

L(A) = L(AY)
Demostracién

Demostrar que para todo pe Q y we ¥L*:

IgeF. (p,w) 4 (g,€) si,ysolosi, 3q’ ¢F’. (p,w) Fa (q',€)

De aqui concluimos que A acepta w si, y solo si, A acepta w.



Demostracién £(A) = L(Af)

Demostraremos que para todo pe Q y we ¥*:

3geF. (p,w) F4 (g,€) si,ysolosi, 3¢ e =3 (p,w) Fyy (q',€)
Por induccién sobre el largo de w.
Caso base: Para w =€:

(=) Sea g € F tal que (p,€) -4 (g,¢€).
Por definicién de F*, se tiene que p € F?.

Por lo tanto, (p,¢) 3, (p,€). v

(<) Sea ¢’ € F* tal que (p,e) e (@56
Como Af no tiene e-transiciones, entonces p=q ype Ff.

Por definicién de F?, existe q € F tal que (p,e) Fa (q,€). v



Demostracién £(A) = L(Af)
Demostraremos que para todo pe Q y we ¥*:
3geF. (p,w) F4 (g,€) si,ysolosi, 3¢ e =3 (p,w) Fyy (q',€)
Caso inductivo: Seaw=a-uy pe Q:
(<) Sea ¢’ € F! tal que (p,au) (46

Por definicién de r—:‘f existen p’ € Q tal que:

(p7au) Fat (P/,U) '__2¢ (q/7€)



Demostracién £(A) = L(Af)

Demostraremos que para todo pe Q y we ¥*:

3geF. (p,w) F4 (g,€) si,ysolosi, 3¢ e F*. (p,w) Fyy (q',€)
Caso inductivo: Seaw=a-uy pe Q:
(<) Sea ¢’ € F! tal que (p,au) (4.

Por definicién de r—;f existen p’ € Q tal que:

w oo @
(p7 au) ’__Af (p ,U) '__A¢ (q 76)
Por (1) sabemos que (p, au) 4 (p’,u). (?) 3)
Como |u| < |au| y (2), por Hl existe g e F: (p',u) 4 (g,¢€). (4)

Juntando (3) y (4), tenemos que (p, au) 4 (g,¢€). v



Demostracién £(A) = L(Af)
Demostraremos que para todo pe Q y we ¥*:
3geF. (p,w) F4 (g,€) si,ysolosi, 3¢ e Ff. (p,w) l—:‘é (q',€)

Caso inductivo: Seaw=a-uy pe Q:

(=) Sea g € F tal que (p,au) +4 (q,€).

Por definicién de +} existen p’, p”’ € Q tal que:

(p,au) w4 (p,au) Fa (p",u) +4 (q.¢€)



Demostracién £(A) = L(Af)
Demostraremos que para todo pe Q y we ¥*:

3geF. (p,w) F4 (g,€) si,ysolosi, 3¢ e F*. (p,w) Fyy (q',€)
Caso inductivo: Seaw=a-uy pe Q:
(=) Sea g € F tal que (p,au) +4 (q,€).
Por definicién de +} existen p’, p”’ € Q tal que:

@w ., o o, @
(pzau) Fa (p7au) A (P ,U) Fa (q7€)

Por (1) tenemos que (p,e€) 4 (p',€). (4)
Por (2) tenemos que (p’, a,p”) € A. (5)
Por (4) y (5), sabemos que (p,a,p”) € Af y (p,a-u) -4 (p",u). (6)
Como |u < |au| y (3), por HI existe ¢’ € F*: (p”, u) (@56, (7)

Juntando (6) y (7), tenemos que (p,au) 7, (q,€). v
|



Cierre de la clase

Lenguajes Regulares

DFA
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