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Interrogacion 3 - MAT1203

1. Las matrices que se muestran a continuacion son equivalentes por filas.

2 4 -9 11 =8 13 -2 4 -1
1 5 3 1 o 02 5 -3 6
A= -3 -5 16 —-18 15 |’ B = 00 0 0 0
4 10 -13 19 -—10 00 0 0 0

a) Determine el rango de A y la dimensién de Nul(A).
b) Encuentre bases para Col(A) y Fil(A).

Solucion:

a) Como Ay B son equivalentes por filas, tienen el mismo rango. Observamos que la matriz
B tiene dos filas no nulas, por lo tanto

Rango(A) = 2.
Ademas, como A tiene 5 columnas, por el teorema del rango se tiene que
dim(Nul(A)) =5 — Rango(A) =5—2 = 3.

b) Para determinar una base de Col(A), observamos que las columnas con pivote en B son
la primera y la segunda. Por lo tanto, una base para Col(A) estd dada por las columnas
correspondientes de la matriz original A:

2 4
1 )
=37 |-5
4 10

Para determinar una base de Fil(A), usamos que las filas no nulas de una forma escalonada
de A forman una base para el espacio fila. Como A y B son equivalentes por filas, una
base para Fil(A) estd dada por

1 0
3 2
2|, 5
0 I



Criterio de evaluacidén.

Criterio | Puntaje | Indicador

C1 1 pto Identifica que el rango de A es el mismo que el rango de
B.

C2 1 punto | Determina correctamente el rango de A.

C3 1 pto | Determina correctamente dim(Nul(A)) usando el teo-
rema del rango.

C4 1 pto Identifica correctamente las columnas pivote de la forma
escalonada.

C5 1 pto | Determina correctamente una base para Col(A) usando
las columnas correspondientes de la matriz original.

C6 1 pto Determina, eligiendo las filas no nulas, correctamente
una base para Fil(A).

2. Sea T : Py — Py la transformacion definida por
T(a+bt) = (a+b) + (a — b)t + bt
Considere las bases B={1+t, 1 —t} de P, y C = {1, t + 2, t*} de P,.

a) Demuestre que T' es una transformacion lineal.
b) Determine la matriz de T respecto de las bases B y C.

c¢) Determine el polinomio p(t) € P, tal que

Solucién:
a) Sean p(t) =a+bt, q(t) = c+dt y A € R. Entonces

p(t) +q(t) = (a+c)+ (b+ d)t.

Luego,
Tpt)+qt) = (a+c+b+d)+(a+c—b—dt+ (b+d)t.
= (a+0b)+ (a—Dbt+bt>+ (c+d)+ (c—d)t + dt?,
= T(p(t)) + T(q(t)).
Ademas,

T(Ap(t)) = T(Aa+ Abt) = Ma + b) + Ma — b)t + \bt* = AT (p(t)).

por lo tanto 1" es una transformacion lineal.



b) Para determinar la matriz de T respecto de las bases B y C, calculamos la imagen de los
elementos de B.

Primero,
T(1+1t) =2+t

Buscamos sus coordenadas en la base C:
2+ =a-146(t+2) ++t°

De aqui se obtiene

Por lo tanto,

Ahora,
T(1—t) =2t —¢t.

Buscamos sus coordenadas en la base C:
2t —t* = - 1+ B(t +2) + 412

De aqui se obtiene

Por lo tanto,

[T(1=t)]e=| 2
—1

Asi, la matriz de T respecto de las bases B y C es

2 —4
T)=10 2
1 -1
¢) Como
—17
ple=1| 7 |,
-3

se tiene que
p(t) = —17-1+7(t +2) — 3%

Luego,
p(t) = =17 + 7t + 14 — 3t*,

Por lo tanto,
p(t) = =3+ 7t — 3t°.



Criterio de evaluacidén.

Criterio | Puntaje | Indicador

C1 1 pto | Verifica correctamente que T'(p + q) = T'(p) + T'(q).

C2 1 pto | Verifica correctamente que T'(Ap) = AT'(p) y concluye
que T es lineal.

C3 1 pto | Determina correctamente [T'(1 + t)]c.

C4 1 pto | Determina correctamente [T'(1 —t)]¢ y construye la ma-
triz asociada.

C5 1 pto | Interpreta correctamente el vector coordenado de p(t)
en la base C.

C6 1 pto | Determina correctamente el polinomio p(t) = —3 + 7t —
3t2.

-2

3. Sea A una matriz tal que A { _il)) } = [ 6 } y que { ; } pertenece al Nul(A).

a) Determine bases para el Nul(A) y Col(A).
b) Determine una diagonalizacién de A.
c¢) Calcule A°.

Solucion:

a) Como

se tiene que

es un vector propio asociado al valor propio —2.

Ademas, como

se tiene que

Por lo tanto,

Asi, una base para Nul(A) es

Como

l ; ] € Nul(A),




se tiene que un vector no nulo que pertenece a Col(A) es

-2
6 |
Como ademés Nul(A) tiene dimensién 1, por el teorema del rango se tiene que
dim(Col(A)) = 1.

Por lo tanto, una base para Col(A) es

({1}

Del inciso anterior tenemos dos vectores propios linealmente independientes:

-3

[ 1 asociado a A\ = —2,

[ ; asociadoa A =0.

Por lo tanto, A es diagonalizable. Tomando

1 1 -2 0
S R !
se tiene que
A=PDpPL
Como
A:PDP”,
entonces
A’ =pD'pPL.
Ademas,
9 (—2)9 0 | =512 0
D _[ 0 0| 0 0|
Como |
I 2 —1
P _5[3 I
obtenemos

o[ L1][-s120]1[2 1
-3 2 00f5[3 1]



Criterio de evaluacidén.

Criterio | Puntaje | Indicador

C1 1 pto | Determina correctamente una base para Nul(A).

C2 1 pto | Determina correctamente una base para Col(A).

C3 1 pto Reconoce correctamente los valores propios y vectores
propios dados por el enunciado.

C4 1 pto Determina correctamente matrices P y D coherentes en-
tre si.

C5 1 pto | Usa correctamente que A = PDY P~

C6 1 pto Determina correctamente DY y deja explicito el pro-
ducto para A°.

4. Sea T la transformacion lineal de P; a P; cuya B-matriz respecto a la base B = {1,t} es

11
-2 4|
a) Determine una férmula para T'(a + bt).
b) Encuentre una base C de manera que la C-matriz de la transformacién sea diagonal.

Solucion:

a) Como B = {1,t}, se tiene que
[a+ bt]s = H] .

T(a + bt)]s — [ B H {H _ [ _2a“++42 }

T(a+bt) = (a+0b)+ (—2a+ 4b)t.

Luego,

Por lo tanto,

b) Para encontrar una base C de modo que la C-matriz de la transformacién sea diagonal,
diagonalizamos la matriz
11
[

Calculamos el polinomio caracteristico:

det(A—)J):‘ =A

I ':(1—>\)(4—)\)+2.

Luego,
det(A— X)) =X —5X+6=(\—2)(\—3).

Por lo tanto, los valores propios son

A=2 y A =3



Para A\ = 2,

-1 1
[ ].

De aqui se obtiene x = y, por lo que un vector propio asociado a A = 2 es

1
e
Este vector coordenado corresponde al polinomio
1+t

Para \ = 3,

-2 1
a2,

De aqui se obtiene y = 2x, por lo que un vector propio asociado a A = 3 es

2|
E
Este vector coordenado corresponde al polinomio
14 2t.
Por lo tanto, una base que diagonaliza a la transformacion es
C={1+t, 1+2t}.

En esta base,

2 0
T = [ 0 3 } :
Criterio de evaluacién.
Criterio | Puntaje | Indicador

C1 1 pto Determina correctamente el vector coordenado de a+ bt
en la base B.

C2 1 pto | Calcula correctamente [T'(a + bt)]g.

C3 1 pto Determina correctamente la formula de T'(a + bt).

C4 1 pto Determina correctamente los valores propios de la ma-
triz asociada.

Ch 1 pto Determina correctamente vectores propios asociados a
cada valor propio.

C6 1 pto Construye correctamente una base C y la matriz diago-
nal asociada.




