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1. Considere Msy» el espacio de matrices de 2 x 2 con coeficientes reales y H el subconjunto
definido por
1 2 1 2
H:{AGMQXQ. { ! 1]A:A[_1 1}}

a) Demuestre que H es un subespacio vectorial de Mays.

Solucion:

Observe que:

i) La matriz {8 8} € H ya que

EREIE R RN
i) Si Ay B e H, entonces
[_1 f](A+B) _ [ : ﬂfw{_l HB

= (AJFB)[_1 ﬂ

por lo tanto si A, B € H entonces (A+ B) € H.
iii) Si A € H y a € R tenemos que

e = o[ 7]a)

por lo tanto si A € H y a € R entonces oA € H.

De i), ii) y iii) tenemos que H es un subespacio de Mays.



Distribucion de puntajes:

0.5 puntos) por determinar que H es no vacio.

(
(Ipunto) por determinar que H es cerrado bajo la suma.
(1 punto) por determinar que H es cerrado bajo la ponderacién.

(0.5 punto) por concluir.

Encuentre una base para H y determine la dimensién.

Solucion:

Observe que la matriz A = [ C(’; } pertenece a H siy solo si

d
a—=b 2a+b| _|a b 1 2| 1L 20 Ja b|_| a+t2c b+2d
c—d 2c+d| | ¢ d -1 1| | -11 cd| | —a+c —b+d
lo que equivale a que a = d y que b = —2¢, por lo tanto A debe ser de la forma
a —2c 10 0 -2
=l Tl e T

10 0 -2
O 1’11 O
independiente es una base para H, luego H tienen dimension 2.

por lo tanto el conjunto { [ } genera H, como ademas es linealmente

Distribucion de puntajes:

- (1punto) por determinar generadores.
- (1 punto) por decir que es l.i.
- (1 punto) por concluir la dimensién.

2. Sea T : Py — Py la transformacién lineal definida por T'(az?® + bz + ¢) = 2az?* + bz.

a)

Determine el espacio nulo (nicleo o kernel) de la transformacion.

Solucion:

Observe que p(z) = ax?+br+-c pertenece al espacio nulo si y sélo si T'(p(x) = 2ax?+bx = 0,
es decir si a = 0 y b = 0, por lo tanto el espacio nulo es el conjutno de polinomios
constantes.

Distribucion de puntajes:

- (1punto) por conocer la definicién del espacio nulo.
- (2 punto) por determinar el espacio nulo.
Escriba el rango o imagen de T' como conjunto generado.
Solucién:



El rango de T es el conjunto de las imagenes de la funcién, luego es el conjunto de
polinomios de la forma p(z) = 2az? + bx es decir el conjunto generado por = y z?.

Distribucion de puntajes:

- (1punto) por conocer la definicién del rango
- (1 punto) por descripcion del rango.

- (1 punto) por determinar generadores.

3. Considere P; = {ax + b : a,b € R}, el espacio de polinomios de grado menor o igual a uno y
sean B= {1+ x,1 -2z} y C = {w;,wy} bases para P;. Si la matriz

2 3
S
es la matriz de cambio de coordenadas de la base B a C. Determine wy y ws.

Solucion:
Ya que la matriz P es la matriz de cambio de coordenadas de la base B a C tenemos que P~}
es la matriz de cambio de coordenadas de la base C a B, esto quiere decir que

P~ !p(z)]e = [p(x)]s para todo polinomio en P,
en particular, P~ wi]ec = [wi]|s y P ws]e = [w2]s.

1 _
Observe que P~ = = [ 1 g

5 ],que [wile = e1 y [wa]c = ez, por lo tanto
L 11 =311 1/5
p— 1 - pu—
nls = P 61_5{1 2}{0} {1/5}

1 1 2 1
por lo tanto w; = g(l + )+ 5(1 —2z) = s~ analogamente tenemos que
L 1[1 =370 ~3/5
_pl, _* _
wi=e = |1 3 [0] =[]
3 2 1 7
por lo tanto wy = —5(1 + )+ 5(1 —27) = o

Distribucién de puntajes:

1punto) por determinar P~!.

1punto) por reconocer como actiia P! respecto a las coordenadas en C.

por determinar [w;]p

~— N

Ipunto) por determinar [w;]p

(
(
- (1punto
(
(

1 punto) por determinar wy.



- (1 punto) por determinar ws.

4. Se sabe que la matriz

2 2 -1
A= 1 3 -1
-1 -2 2

tiene a 1 como valor propio. Determine si A es diagonalizable, en caso afirmativo determine
una diagonalizacién para A.

Solucion:

Para determinar los otros valores propios resolvemos la ecuacion caracteristica es decir, busac-
mos als soluciones de
det(A— M) =0

que corresponde a

~(A=1)?*\-5)=0

obteniendo que los valores propios de A son 1 y 5. Para determinar si A es diagonalizable o
no, tenemos que ver si el espacio propio asociado al valor propio 1 tienen dimensiéon 2.

1 2 -1 1 2 -1 —2 1
E\—1 = Nul 1 2 -1 = Nul 00 O = Gen 11,10 como
-1 -2 1 00 O 0 1

el espacio propio asociado al valor propio 1 tiene dimensién 2, podemos concluir que A es diag-
onalizable. Para determinar la diagonalizacion estudiaremos el espacio propio asociado al valor

-3 2 -1 1 -2 -1 -1
propio 5. E)_5; = Nul 1 -2 -1 = Nul 0o 1 1 = Gen —1
-1 -2 -3 0O 0 O 1
por lo tanto una diagonalizacién para A es
-2 1 -1 100
P = 10 -1 | yD=]0120
01 1 0 05

Distribucién de puntajes:

1punto) por ecuacién carateristica.

)
Ipunto) por determinar valores propios.
)
Ipunto) por determinar generador paraFs

1 punto) por determinar P.

(
(
- (1punto) por determinar generadores parak;
(
(
(

1 punto) por determinar D.



5. Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. En caso de ser verdaderas
demuéstrela, en caso de ser falsa dé un contrajemplo.

a) Toda matriz de n X n con n vectores propios linealmente independientes es invertible.
Solucion:

FALSO. Contrajemplo [ 8 1 } ya que [ (1) } y [ 1 } son vectores propios l.i. pero la

matriz no es invertible ya que el determinante es cero.
Distribucion de puntajes:

- (1punto) por decir que es falsa.
- (1punto) por contraejemplo.

- (1punto) por justificar e contraejemplo.

b) Si A es una matriz de n x n tal que A% = A, entonces Col(A)NNul(A4) = {0}.
VERDADERO. Suponga que b € Col(A)NNul(A), entonces Ab = 0 y existe x tal que
Ax = b, luego

0=Ab= A(Az) = A’vr = Az = b
entonces b = 0.
Distribucion de puntajes:

- (1punto) por decir que es verdadera.
- (2 punto) por demostracion.



