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1. Las matrices que se muestran a continuacion son equivalentes por filas.

-2 -4 3 =2
3 9 —12 12
0 0 0 0
0 0 0 0

2 -1 1 -6 8
1 -2 -4 3 -2
A=1_7 g 10 3 -0 B=

4 -5 -7 0 4

o O O

(a) Determine rango A y dim Nul A
(b) Encuentre bases para Col A y Fila A.

Solucion

(a) Ya que A y B son equivalentes por filas, entonces rank(A) = rank(B). Ya que B
tiene 2 posiciones pivotes, entonces rank(A) = 2.

Por otro lado, segtin el Teorema del Rango, como A es de 4 x 5 entonces

5 =rank(A) + dim Nul A

por lo que dim Nul A = 3.

(b) Ya que Ax = 0 y Bx = 0, las columnas generadoras de Col(B) se corresponden
con las columnas generadoras de Col(A). Por lo tanto, una base de Col(A) es

2 -1
_17 , _82 . Por otro lado, las filas de B son combinaciones lineales de las
4 -5
1 0
-2 3
filas de A. De esta forma, una base de Fil(A) es ¢ |—=4|,| 9
3 —12



Puntaje

e 1.5 puntos por determinar correctamente el rango de A.
e 1.5 puntos por determinar correctamente la dimensién de Nul(A)
e 1.5 puntos por determinar correctamente una base para Col(A)

e 1.5 puntos por determinar correctamente una base para Fil(A)

2. Explique a través de un contraejemplo por qué las siguientes afirmaciones son falsas:

(a) Si{vy,...,v,} es un conjunto LD de V, entonces dim V' < p.

(b) Sea A una matriz de 4 x 3. El rango de A es 3 si y sélo si Nul (A7) = {ﬁ}

Solucién
0 1
(a) Seavy = |0| y vo = |1]. El conjunto {v;,vs} es LD en R? pero dimR? = 3 > 2.
0 0
1 00
(b) Sea A = 8 (1] (1] . El rango de A es 3, sin embargo dim Nul(AT) = 1.
000
Puntaje

e 1 punto si entrega un contraejemplo pero no explica correctamente. (2 puntos en
total)

e 2 puntos si argumenta correctamente usando el contraejemplo. (4 puntos en total)



1 -3 3

3. Los vectores by = | 0 | ,by = 4 | ,bg=| —6 | forman una base de R3.
0 0 3
(a) Encuentre la matriz de cambio de las coordenadas de B = {by, by, b3} a la base
estandar.
Iy
(b) Escriba la ecuacién matricial que relaciona un vector x = |3 | en R3 con su vector
T3
a
de coordenadas [x]z = | 5] .
g
-8
(c) Calcule el vector de coordenadas de 2 | con respecto de la base B.
3
Solucién
(a) La matriz de cambio de base de B a la base estdndar es
1 -3 3
Pg=1[by by bs]=1{0 4 —6
0 0 3
Ty
(b) Para cada x = |x5| € R? se cumple
T3
PB [X]B =X
o equivalentemente
1 -3 3 « 1
0 4 —6 ﬂ = (T2
0o 0 3 v T3
(c) Resolvemos el sistema
1 -3 3 o) -8
0 4 —6| (B]=|2
0 0 3 ¥ 3

Jy=3=>7=1
46—-6=2= =2
a—312)+3=-8=a=-5
-8 -5

Por lo tanto el vector de coordenadas de | 2 | con respecto de la base Bes | 2
3 1



Puntaje

2 puntos por escribir la matriz de cambio de base correcta.

2 puntos por escribir la ecuacion vectorial correcta.

1 punto por plantear una manera de determinar el vector de coordenadas.

1 punto por encontrar correctamente el vector de coordenadas pedido.

4. El conjunto B = {1 +t¢,1+t* ¢+ t*} es una base para P,. Encuentre el vector de
coordenadas de p(t) = 6 + 3t — t? en relacién con B.

a
Solucién 1 Sea [p(t)|s = [ B el vector de coordenadas buscado. Por definicién,

¥
p(t) = a(l +t)+ A1 +12) +~(t +1?)
S 643t —12=(a+ )+ (@ +)t+ (B + )t
Sa+pf=6a+7=3,0+v=-1
Sa=5,=1y=-2

Por lo tanto,

5
pPM)]s=| 1
—2
a
Solucién 2 Sea [p(t)]s = | 8| el vector de coordenadas buscado. La matriz de cambio
Y
110
de base desde B hacia la base canénica es Pg = [[1 +1t] [1+1t] [t+#]]= |1 0 1
01 1
6 11 0f |«
Luego, [p(t)] = Ps[p(t)]s lo que implica | 3 | = (1 0 1| [B]|. Resolviendo el
1 01 1] |5
a 5
sistema se tiene |G| = | 1
v -2

Puntaje

e 2 puntos por establecer una manera de determinar el vector de coordenadas.
e 2 puntos por obtener ecuaciones que satisfagan las coordenadas o, 5y 7.

e 2 puntos por calcular las entradas correctas del vector de coordenadas.



5. Encontrar «;, 8 € R de la matriz A de 2 x 2 dada por
2 6
2=1a 8]

: 2 .
de modo que admita a v; = [ i’ } yavy = { 1 } como vectores propios.

Solucién Primero, tenemos que

=2 8] [3]-[a2s] -] ke ]

, : . .. S+
Asi, v; es vector propio de la matriz si y sélo si g

= 1. Por otro lado,

=2 8)[2]-[a ] o[ ]

2+ 8

por lo que vy es vector propio de A si y sélo si 1.

. : ) 3a+pB=4 B B
Resolviendo el sistema: { %+ B=5 = a=-1,8="T.
Por lo tanto, los valores buscados son a = -1y 8 =7.

Puntaje
e 2 punto por establecer una condiciéon para a y 8 de manera que v sea un vector
propio de A.

e 2 punto por establecer una condiciéon para a y 8 de manera que vy sea un vector
propio de A.

e 1 punto por determinar correctamente a.

e 1 punto por determinar correctamente f3.



6. Suponga que A es una matriz de 6 x 6 con polinomio caracteristico
pa(d) = (L+ M) (1 =12 =N
(a) Explique por qué no es posible encontrar tres vectores linealmente independientes
Vi, Vo, vy en RC tales que Av, = vi, Avy = vy v Avy = vs.

(b) Si A fuera diagonalizable, jcudles son las dimensiones de los espacios propios de los
valores propios A = —1, A =1 y A = 27 Entregue una respuesta justificada.

Solucion

(a) La multiplicidad algebraica de A = 1 es 2. Si existieran tres vectores linealmente
independientes v;, vo, v en RS tales que Av, = v, Avy = vo ¥ Avs = v, el espacio
propio del valor propio A = 1 tendria dimensién al menos 3, lo cual contradeciria
el hecho que la dimensién del espacio propio es menor o igual a la multiplicidad
algebraica.

(b) Si A fuera diagonalizable, entonces la dimensién del espacio propio debe coincidir
con la multiplicidad algebraica para cada valor propio. Por lo tanto,

dimE(-1) =1, dimE(1)=2, dimE(2)=3.

Puntaje

e 1 punto si entrega un argumento coherente en el item (a).
e 2 puntos si el argumento entregado en el item (a) es correcto.
e 1 punto si indica las dimensiones de los espacios propios.

e 2 puntos por argumentar su respuesta del item (b) correctamente.



7. Sea A una matriz real de 3 x 3 tal que

2 11
A=|1 2 1
4 0 3
Sabiendo que los valores propios distintos son A = 1 y A = 5, determine si A es

diagonalizable. En caso afirmativo, calcule la matrices P y D tales que A = PDP~!,

Soluciones Buscamos las dimensiones de los espacios propios de la matriz A.

(%1
Sea v = |vg| € E(1) = Nul(A — 1I). Esto equivale a que v sea solucién del sistema
U3
1 1 1]0 11 1]0
11 1{0f{~12010
4 0 210 0 0 0]0
Es decir, 2v; +v3 =0y v1 + v2 +v3 = 0, lo que implica v = —2v1, v9 = v; y v € R.
Por lo tanto,
U1 1
EQ) = v1 | tv; € R = Gen 1
—2’01 —2
Uy
Por otro lado, u = |ug| € E(5) = Nul(A — 57) si y sélo si u es solucién de
Uus
-3 1 1 |0 1 -3 1 |0
1 -3 1 (0| ~]102 =110
4 0 =210 00 0 |0

por lo que u; — 3ug +uz = 0y 2uy — uz = 0, esto es, ug = 2uq, uy = us y ug € R. Es
decir:

(%) 1
E(5) = up | tug €R p = Gen ¢ (1
2U2 2

Por lo tanto, no puede haber una base de vectores propios de A ya que ambos espacios
propios tienen dimensién 1. En conclusién, A no es diagonalizable.

Puntaje
e 2 puntos por establecer una respuesta coherente para determinar si A es o no
diagonalizable.

e 2 puntos por justificar que no existe una base de R? formada de vectores propios
de A.

e 2 puntos por concluir que A no es diagonalizable.



8. Considere los espacios vectoriales de polinomios reales P, y P, de grados menor o igual
2 y 4, incluido el polinomio nulo, respectivamente.

Sea T : Py — P4 la transformacion lineal que convierte un polinomio p(t) en el polinomio
p(t) +2¢°p(t).

(a) Determine la imagen de p(t) = 3 — 2t + t* (simplifique la expresién). (2 pts)
(b) Encuentre la matriz para T respecto a las bases {1,¢,t?} y {1,¢, %, t3,t*}. (4 pts)

Solucion

(a) T(p(t)) = p(t) +2t°p(t) = (3 — 2t + %)+ 26*(3 — 2t + %) = 3 — 20 + T2 — 4> + 2t

(b) La matriz de T con respecto de las bases estdndar de Py y Py es:

[T =[TW)] [T@)] [TE)]] = [[1+27] [t+26°] [ +2tY]] =

S O N O -
o O = O
N O = OO

Puntaje

e 2 puntos por determinar correctamente la imagen de T'(p(t)).
e 1 punto por establecer correctamente como se calcula la matriz de 7.

e 1 punto por calcular correctamente cada columna de [T] (3 en total).



