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MAT 1203 — Algebra lineal

Solucion Interrogacién 3

1. Sea Py el espacio de los polinomios de grado menor o igual a 2 con coeficientes reales. Determine
la matriz cambio de base P , donde C = {1,t,#*} y B = {1 — 3t*,2 +t — 5t*,1 + 2t}. Luego
B«C

determine [—1 + 2¢?]p.

Solucion.
1 2 11 [10 -5 3
P =z s [ls]=(P)'=]0 1 2/ =]-6 3 =2
B+C C+B 3 _5 0 3 1 1
Asi
10 -5 3 —1 —4
[-1+2t%p=|-6 3 -2 0| = 2
3 -1 1 2 -1
Puntaje:

» 1 pto por describir P =[[1]p [t]p [t}]glo P =( P )"
B+C B«C C+B

» 1 pto por determinar correctamente cada columna de P (3ptos).
B+C

= 2 ptos por determinar correctamente [—1 + 2t%]5.



a b 00
) .. . 0 a 0O
2. Determine si existen valores de a y b reales con b # 0, tal que la matriz A = 00 0 sea
a
00 0 «a
diagonalizable.
Solucion.

Como la matriz A es triangular superio se sigue que los valores propios de A son los elementos de
su diagonal, es decir P4(\) = (a — A\)* y luego A tiene un valor propio A = a con multiplicidad
algebraica 4. Ahora bien, el espacio propio asociado a A = a es

T1
T2

E, = . | 2o =0 » = Gen {ey, e3,e4} .
3

T4

La multiplicidad geométrica de A es distinta de la multiplicada algebraica por lo tanto la matriz
dada no es diagonalizable cualesquiera sean los valores a y b con b # 0. También se puede argu-
mentar que no existe una base de vectores propios de A para R%.

Puntaje:

0.5 pto por determinar correctamente el polinomio caractaristico de A.

0.5 pto por determinar que A\ = a es el nico valor propio de A.

2 ptos por determinar correctamente el espacio de vectores propios asociados al valor propio
a.

3 ptos por argumentar que no existen valores para que la matriz A sea diagonalizable.



-1 4 -2
3. Determinarsi A= |—3 4 0 | es diagonalizable. En tal caso encontrar una matriz P invertible
-3 1 3
y una matriz D diagonal, tal que A = PDP™!,

Solucion.
El polinomio caracteristico de A es:

1-A 4 -2
PiN)=]A-X|=| =3 4-Xx 0 [=(=A+3)(A=2)(A—1)
-3 13-\

Los valores propios de A son A\ = 1, Ay =2 y A3 = 3. Como son tres valores propios distintos y
A es una matriz de 3 x 3 la matriz A es diagonalizable. Los espacios propios son

1 2 1
E,, =Gen¢ |1 E,, = Gen<¢ (3 E,, =Gen<{ |3
3 4
1 2 1
Entonces B = [1 131, |3 es una base de R? formada por vectores propios. Se sigue que
1 3 4
1 21 100
la matriz P = |1 3 3] es la matriz invertible y D = [0 2 0] la matriz diagonal tal que
1 3 4 0 0 3
A= PDP!L
Puntaje:

= 1 pto por determinar correctamente el polinomio caracteristico de A.

0.5 pto por determinar los 3 valores propios de A.

1 ptos por determinar correctamente cada espacio de vectores propios asociados. (3 ptos)

0.5 ptos por argumentar la matriz A es diagonalizable.(si solo encuentran la diagonalizacién

tambien se asigna este puntaje).

0.5 por determinar correctamente P. (recordar que las columnas pueden estar en otro orden
o ser un ponderado de ellas).

0.5 por determinar correctamente D. (recordar que las columnas pueden estar en otro orden
correspondiente al orden de P).



4. Sea IP, el espacio de los polinomios de grado menor o igual a 2 con coeficientes reales y T' : Py — R3
la transformacién lineal definida por

p(=1)
0)

p(
p(1)

Obtenga la matriz para T respecto a la bases C = {1,¢,t*} de Py y B = {e1, €, 3} de R3.

T(p) =

Solucion.

Para obtener la matriz para T' en las bases dadas, calculamos

-1 1
T =|1|, T[t]= 0|, T[t]=1]0
1 1
Entonces, la matriz para 1" es
1 -1 1
T]=11 00
1 11

Puntaje:

» 1 pts por calcular la transformacién de cada de los elementos de la base. (3 ptos)

= 3 ptos por escribir la matriz correctamente.



5. Sea A = [ i) _? } . Encuentre una matriz P de 2 x 2 y una matriz C' de la forma { c; _2 } tal
que A= PCP %
Solucion.

El polinomio caracteristico para A es
p(A) =det[A —A] =2 =4\ +6 = (A —2)* + 2,

asi que A tiene valores propios complejos A = 2+ +/2i. Un vector propio complejo v, asociado con
A = 2 — /2i pertenece a Nul(A — \I), donde

A—(2—\/§i)I:[1+\/§i _3}.

1 —14++2i

1—v2 . . .
Entonces podemos tomar v = [ \/—12 } . De esta informacién construimos las matrices Py C:

P:[Reu,lmv]:[l _‘/5], C

1 0

(i

Puntaje:

= 1 pto para calcular el polinomio caracteristico y los valores propios;
= 2 pts para calcular un vector propio asociado v;
= 1 pto por escribir C,

= 2 pts por calcular la partes real y imaginera de v y producir P.



6. Sean w, ¥ dos vectores en R™, no nulos y ortogonales. Se sabe que si W € Gen{u, v} entonces

W = aul + fU. Demuestre que
weu 5 WU
a=— y
]| (G
Solucion.
Como W = aii + fv entonces podemos concluir que
WU = a(d-d)+ B0 1),
wev = au-v)+ BV 7).

Como u, v son ortogonales, de lo anterior concluimos que

weu = a(i-a),
5.7 = @9,
de donde se obtiene que
WU 3 w - v
a=-— y =
]| [GiR
Puntaje:
» 1 pto por determinar que & - 4 = a(@ - @)
» 1 pto por determinar que o - v = B(v - v)

Sl
S

= 2 ptos por concluir que o =

E
=

Sl
Cl

= 2 ptos por concluir que 8 = G




7. Sea W un subespacio vectorial de R” y W+ el ortogonal de W. Sea Z; € W un vector unitario,

Zy € W+ un vector no nulo e § = 2} + Z. Calcular Proy,, {y}.

Solucion.
Version 1

Sea {Z, W, ..., W} una base ortonormal (si toman una base solo ortogonal al hacer la proyeccién

deben tomar los vectores ) de W. Note que esta base contiene a 2. La proyeccién de ¢ sobre

W se calcula segin

PT’OyW{g} = (g 51)51 + (?7 2171)1171 + -+ (y : ws)ws~

Como
Y-z = D125 +Z4-z =1,
YWy = Zy-wW+ 2w =0,
g U_js = 51 U75+52 w8_07
entonces
Proy, {y} = 2.
Puntaje:

» 2 pto por determinar que Proyw {y} = (§-21) 21+ (y-wh )W +- - -+ (§-wWs )W, con {2, Wy, ..., Ws}
una base ortonormal de W.

= | pto por determinar que ¢ - 27 = 1.
= | pto por determinar que ¥ - w; = 0.

» 2 ptos por concluir que Proyy {y} = 1.



Version 2

Por el teorema de la descomposicién ortogonal si y € R™ existe una tnica forma de descomponerlo
como

Yy =y1+ vy donde y; = Proy,, (y) € Wy yo € W+

luego como y = 21 + 2z y 29 € W+ tenemos que Proy,, (y) = 2

Puntaje:

= 3 ptos argumentar existe una tnica forma de descomponerlo como
y = y1 +yo donde y; = Proy,, (y) € Wy y, € W+

= 3 ptos por concluir que Proy,, (y) = z1

Version 3

Sea {uy, ..., W} una base ortonormal de W, luego si U = [w; -+ w,] la
Proy,,y = UU'"Y = UU'z, + UU"2y = Proy,, 2 + Proy,, 2

como z; € W la Proy,,z1 = z por otro lado Proy,,zo = UU'2z = U(U'z) = Ud =0 ya que
29 L w; para todo ¢ = 1...s. Asi concluimos que Proy,,y = 2.

Puntaje:

» 1 pto por argumentar Proy,,y = UU"y.

1 pto por argumentar que Proy,,y = Proy,, z1 + Proy,, z

1.5 ptos por decir que Proy,, z; = z

1.5 ptos por argumentar que Proy,, 2, = 0

1 pto por concluir que Proy,, (y) = =1



8. Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. En caso de ser verdaderas demtues-
trelas y si son falsas de un contraejemplo.

a) Toda matriz A de 3 x 3 cuyo polinomio caracteristico es P4(A\) = A*(A—1) es diagonalizable.

. . . _ 1 =2 2 =2 -1 0
b) La dimensién del subespacio S = Gen {[ 01 } , [ 00 } , { 01 ]} es 2.

c) Si A es diagonalizable y B es similar a A, entonces B también es diagonalizable.
Solucion.

a) Falso.

Tome A =

o O O
o O =
— o O

b) Verdadero.
Si tomamos el conjunto B = {{ L =2 ] , [ 2 =2 ] , [ —Lo ]} es claro que genera a S,

0 1 0 0 01
ahora para analizar su dependencia escribimos las matrices en las coordenadas de la base
1 2 -1 12 -1
-2 -2 0 0 2 -2
estandar de Msyo, tenemos que ~ por lo cual concluimos
0O 0 0 0 0
1 0 1 00 O

1 -2 2 =2
que una base para S es By = { { 0 1 } , [ 00 } } que posee solo 2 elementos, luego la

dimensién de S es 2.

c¢) Verdadero.
Si A es diagonalizable entonces existen matrices P invertible y D diagonal tal que
A = PDP7",si B essimilar a A entonces existe una matriz P, invertible tal que B = P AP,
luego
B =P 'PDP'P = (P/'P)D(P['P)™!

luego B es diagonalizable.

Puntaje:

= 2 pto por cada item correctamente respondiddo.



