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Solucién a la Interrogacion N° 3

1. Sean u v v dos vectores de R®.
Demuestre que Gen {u, v} es un subespacio de R?.
Solucidn:

Denotaremos W = Gen{u,v}. Para probar que W es un subespacio probaremos:

s OeW.
= Siwp,wy € W entonces wy +wy € W.

m SiA€eRywée€W entonces Aw € W.

Para la primera parte basta considerar la combinacién lineal,

0=0-u+0-veW Zf-‘)

Para la segunda parte, recordamos que W es por definicién el conjunto de todas las combinaciones
lineales de w, v, luego si wy, ws € W se tiene que, para algin oy, 81, ag, 82 € R

wy = au + 1, wy = gt + [av,
de donde

w1+w2=a1u+ﬁ1v+a2u+ﬂzvz(a1+ag)-u+(ﬁ1—|—ﬁ2)-fugﬂfr. ”

Finalmente si w = au + Sv € W entonces

Aow = Mo+ fv) = (Aa) - u+ (A8)- € W

Puntaje:
PENDIENTE




2. Denotamos por My, al espacio vectorial de todas las matrices de 2 x 2. Sea T": Mays — Mays
definida por T(A) = A — AT, donde A es una matriz de 2 x 2.

a) [1 pto] Demuestre que T es una transformacién lineal.

b) [2 pts] Encuentre una base para el nicleo! de T'.

¢) [1.5 pts] Demuestre que, si A € Mayys y B = T(A) entonces B" = —B.
)

d) [1.5 pts.] Sea B cualquier elemento de Mayys tal que BT = —B. Encuentre una matriz A

tal que T'(A) = B.

Solucion:

a) Para probar que la transformacién es lineal, consideremos A € R y B, C matrices de 2 x 2.
TAB+C)=(AB+C)— (AB+C)*
=AB4+C - AB - ("
= MB - BY + (C—-C%
= AT(B)+T(C).

b) Dada una matriz A = ( Z 2 ) buscamos determinar el conjunto de las matrices tales que

0 0
ry-(00).
Es decir,

- (2 5)-(35)-(89)
(& "57)=(00):

b—c=0, =g

Es decir, el niicleo de T esté formado por los elementos de la forma:

(3 a)=(oa) (Vo) (s )

Se concluye que una base del nicleo es:

(00 4

i -

O equivalentemente,

de donde

¢) Si B =T(A) entonces
B=A- A" de donde

= (A- A
Bt=A'— A
B'=—(A— AY)
B'=-B.

I También llamado “espacio nulo”.



d) Para una matriz B dada, consideremos A =

Puntaje:
PENDIENTE

B-— B

la cual satisface:

ﬂsz(Bzg)

I

o Rl Rl

lw—Bhwg—Bn

(2B — 2BY), usando — B = B'

N
vy




En lo que sigue, P, es el conjunto de polinomios de grado < n.

a) En [P, encuentre la matriz de cambio de coordenadas de labase B = {1 + ¢%,t — 32,1 + £ — 3t}
a la base estindar de Py, {1,¢,¢%}.
-1
b) Encuentre q en [Py, sabiendo que [q]z = 1
2

Solucidn:

a) Denotemos por C = {1,¢,#?} a la base estdndar. Para determinar la matriz de cambio base
pedida, P, esta se determina por:

P:'( p1le ¢ [pao [ps]c)

donde .
p(t) =1+, p(t)=t—3t% ps(t) =1+1¢— 3t F 5 4

En nuestro caso,

pr=1-140-t+1-t
pp=0-141-t—3.t*
py=1-14+1:-t—3:t%

Con lo cual
1 0 1
P=10 1 1
1 -3 —3_

b) Para encontrar el polinomio pedido, sabemos que si [g]z = (=1, 1, 2)‘5 entonces

gt) =—1-(1+)+1-(t—3t)+2- (1 +t—3t%) = 1 + 3t — 10t

—— [

Puntaje:
PENDIENTE



a)
b)

¢)

2 -1 —1
4., Sea A = 1 4 1
-1 -1 2

Calcule el polinomio caracteristico de A, y encuentre sus raices.
Ayuda: Una de sus rafces es un nimero natural menor que 5.

Determine si A es diagonalizable. Si lo es, encuentre dos matrices P y D tales que D es -
diagonal y A = PDP™!; en caso contrario explique por qué no lo es.

Utilizando lo anterior, exprese A217 en términos de Py D.

Solucidén:

a)

El polinomio caracterfstico de A es

2— A -1 ~1
det(A — M) =| 1 4 X 1 =18 =210+ 8% — A%
—1 =1 2-X

Usando la ayuda dada, descubrimos que 2 es una raiz de este polinomio (o que 3 es una
raiz). En cualquier caso, tras dividir por 2 — A (o por 3 — A} y factorizar, llegamos a que el
polinomio caracteristico es

18 — 21A+ 822 — ¥ = (2 N)(3— )%

por lo que sus raices son 2 y 3.

Los valores propios de A son A = 2 {con multiplicidad 1) y A = 3 (con multiplicidad 2}.
Para saber si A es o no diagonalizable, debemos verificar i la dimensién de cada espacio
propio es igual a la multiplicidad algebraica del valor propio correspondiente.

Como la muitiplicidad del valor propio A = 2 es 1, la unica posibilidad de que A no sea
diagonalizable es que la dimensién del espacio propio correspondiente a A = 3 sea 1.

Asf, buscamos los vectores propios correspondientes a A = 3. Para ello, resolvemos la ecua-
cién Ax = 3x o —equivalentemente— (A — 3/)x = 0, lo que es lo mismo que

-1 -1 -1 T 0
1 1 1 ) = a
-1 -1 -1 I3 0
) 1110
La matriz ampliada escalonada reducida por filases | 0 0 0 0O |, por lo que el sistema.
00 00
queda equivalente a x; = —x9 — x3.
Asi, una base para este espacio propio estd dado por las elecciones (z2,z3) = (1,0) v

(z2,23) = (0,1), que corresponde a los vectores propios (—1,1,0) y (~1,0,1). As{, la di-
mensién de este espacio propio es 2, por lo que la matriz A es diagonalizable.
Para el valor propio A = 2, debemos resolver el sistema

0 -1 -1 T 0
1 2 1 T 1 =0
-1 =1 0 T3 0




0
0 |, por lo que el sistema
0

1 0
L.a matriz ampliada escalonada reducida por filases | 0 1
00

queda equivalente a 1 = —xy = T3.

Asi, un vector propio correspondiente a A = 2 es (1,—1,1).

De todo lo anterior llegamos a que la matriz A puede ser diagonalizada como sigue:
-1

1 -1 =17[20 0 1 -1 -1
A=1{-1 1 0 030||-1 1 0 ,
1 0 1 033 1 0 1
0 sea,
1 -1 -1 2 0 0
P=|-1 1 0 y D=]030
1 0 1 033

¢) Claramente,

A-A A4 \(PDP‘U-(PDP"I)-(PDP‘l)---(PDP“l)

’

A2017

2017 veces . 2017 veces
PD(PPYD(PT'P)D(P 'P)--- (P~'P)DP™!

D aparecevaOlT veces

PDI; DI DIy - [3DP™! PDDD---DP"! 20
= ~ o - ~ w -’ = PD ”P_l.
D aparece 2017 veces D aparece 2017 veces
En otras palabras,
1 -1 177200771 -1 —177"
AT -1 1 0 030 -1 1 0
1 0 1 0 3 3 1 0 1

Puntaje:

a) = Por calcular correctamente el polinomio caracteristico: 1 punto.
» Por factorizar correctamente el polinomio caracteristico: 0,5 puntos.
b) = Por indicar que la condicién para que A sea diagonalizable es que la dimensién del

espacio propio correspondiente a A = 3 sea 2 (o, equivalentemente, que haya dos vectores
propios Li. correspondientes a A = 3): 0,5 puntos.

- w Por encontrar dos vectores propios Li. correspondientes a A = 3 (que no necesariamente
deben ser los aqui mostrados): 1 punto {0,5 por cada vector).

» Por encontrar un vector propio correspondiente a A = 2: 0,5 puntos.
= Por escribir P correctamente: 0,5 puntos.
s Por escribir D correctamente: 0,5 puntos.

¢) = Por desarrollar A%'7 reemplazando A por PDP!, 1 punto.
» Por llegar a A?Y7 == PP pP-1 05 puntos.
No es necesario que escriban Py D explicitamente.

A lo anterior se le suma el punto base.




5. Sea A, xn una matriz que satisface A* = 94% — 204%. Pruebe que si 4 6 5 no son valores propios
de A entonces A es no invertible.

Solucién:

De la condicién A? = 942 —20A2 se deduce que A*—9A4% +20A4% = 0, 0 sea A?(A—41,)(A—51,) =
0, o sea, dado cualquier vector v € R*) A*(A — 4I,){A ~ 5I,)v =0.

Si 4 o 5 no son valores propios de A, entonces dado cualquier u € R®, u +# 0, se tiene v = (A —
ALyu#0yw=(A-5I,)v = (A-5I,)(A—4IL,)u # 0. Pero entonces A*(A—4I,)(A—5l,)u =
A*w = 0, por lo que A no es invertible (si lo fuera, como w # 0, se tendria Aw # 0 y por lo
tanto A*w = A{Aw) # 0).

Puntaje:

s Por plantear una demostracién correctamente estructurada, 2 puntos.
a Por llegar a la conclusion deseada, usando argumentos correctos, 2 puntos.

» Por justificar adecuadamente los argumentos, 2 puntos.

A lo anterior se le suma el punto base.




6. Sea A una matriz tal que dim(Nul(A)) =3y

0 0

AR S e

Al =10 4 _1]=|0
1 v 1 0

0 0

a) Determine las dimensiones de Col(A), de Fila(A) y de Nul(AT). Justifique.

b) Determine, en los casos en que sea posible, bases para los espacios Nul(AT) y Fila(A).

Solucion:

a) Antes de resolver el problema comencemos recordando algunos resultados. Para un matriz
Anwm dada, se tiene que:

dim(Nul(A)) + dim(Col(A)) = m.

dim(Nul(A)) + dim(Col(A")) = n.
dim(Col(A)) = dim(Col(AY)).

Ahora en particular con los datos del problema, tenemos que dim(Nul(A)) = 3 y que la
matriz A posee 4 filas y 5 columnas. Con lo cual, los resultados se puede resumir como
sigue:

3+ dim(Col(A)) =5, dedonde, dim(Col(A)=2, | -

dim(Col(A)) = dim(Col(A")), de donde, dim(Col(A%)) = 2.
dim(Nul(A)) +2 =4, dedonde, dim(Nul(A®))=2 |

En resumen,

dim(Col(A)) = 2, dim(Fila(A)) = dim(Col(A")) =2, dim(Nul(A")) = 2.

b) Sabemos que Nul{A?) tiene dimensién dos y de los datos del problema, los vectores
(1,-1,1,1)%(2,-1,—1,1)" son elementos linealmente independientes que pertenecen al
Nul(A?). Se concluye que el conjunto

1 4 B

~q - |

i ]#| =1 ik e
1 1 | 7N |

es una base de Nul(A*). Por otro lado no es posible encontrar, con los datos del problema,
una base para Fila(A), del cual sélo sabemos su dimensién pero no conocemos vectores que
puedan generarlo.

Puntaje: e e
PENDIENTE




7. Sean vy, ve v v3 vectores de R*, y sea V un subespacio de R? tal que {vy, vy, va} es base de V.,

Sea T': V — V una transformacién lineal tal que su rango® es generado por vi y
Nul{T) = Gen {va, Va}.
Demuestre que T (o, equivalentemente, su matriz estdndar) es diagonalizable.

Solucién:
Como {vi,vs, v3} es base de R?, estos tres vectores son Li.

Si T(vy) =0, v; € Nul(T) = Gen {va, v} por lo que {v, vz, v3} es un conjunto L.d. de vectores,
lo que contradice lo anterior. De esta contradiceién deducimos que T'(vq) # 0, o sea, T'(v1) = kvi
con k # 0.

Asf, T(v1) = kvy, T(vy) = 0 = 0-vy y T(vs) = 0 = 0- vz, por lo que la matriz de la
transformacién T en la base {vg, vs} es

D=

o s
o DD
i R ol R s}

por lo que 7" es diagonalizable.

Puntaje:

» Por determinar que vy es vector propio de T' {aunque no se diga explicitamente), 2 ptos.
» Por expresar T respecto a la base {vy, va,Vs}, 2 ptos.

a Por llegar a la matriz diagonal que representa a 7', 2 ptos.

A lo anterior se le suma el punto base.

2También llamado “recorride” o “imagen”.




8. En cada caso, determine si la afirmacién es VERDADERA o FALSA, vy justifique su respuesta
(el indicar correctamente si es V o F sin una justificacién adecuada no tiene puntos):

0)
b)

c)

El conjunto de polinomios p{t) € P4 que satisfacen p(3)-p(1) = 0 es un subespacio vectorial
de ]P4.

Si una matriz A con entradas reales tiene un valor propio complejo (con parte imaginaria
# 0), entonces todo vector propio de A correspondiente a ese valor propio debe tener al
menos una coordenada compleja (con parte imaginaria # 0).

Toda matriz invertible es diagonalizable.

Solucion:

a)

c)

FALSO.

Dos polinomios que satisfacen la condicién dada son py(t) = t — 3 y po{t) = t — 1. Sin
embargo, su suma ps = (t —3) + (¢t — 1) = 2t - 4 no la cumple: p3(1) =2 -4 = 2y
p3(3) =6 — 4 = 2, por lo que pa(1) - p3(3) = —2-2= -1 £ 0.

Asi, el conjunto dado no es cerrado bajo suma, por lo que no es un subespacio vectorial de
P,

VERDADERO. La idea general es Ia siguiente:

Si la afirmacién no fuera verdadera, existirian un vector v con coordenadas reales y un
valor propio complejo de A, digamos z {con parte imaginaria # 0) tales que Av = zv. Pero
todas las coordenadas del vector Av son reales (ya que todas las entradas de A y todas las
coordenadas de v son reales), mientras que zv debe tener al menos una coordenada con
parte imaginaria # 0 {de hecho, cualquier coordenada # 0 de v, multiplicada por z tiene
parte imaginaria # 0).

FALSO. Considérese la matriz A = é i ] Esta matriz es claramente invertible

(det A = 1). Sin embargo, no es diagonalizable {jcompruébelo!},

Puntaje:

En cada parte, por dar un buen contraejemplo (especifico o genérico, como los mostrados mas
arriba), 2 puntos.

A lo anterior se le suma el punto base.




