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1. [Texto, 4.6.27-28]

Sea A una matriz de m X n.

a) ;Cuales de los subespacios Fila A, Col A, Nul A, Fila AT, Col AT y Nul AT estdn
en R™ y cudles estan en R"? ; Cuantos subespacios distintos hay en esta lista?”

b) Justifique las siguientes igualdades:

1) dimFila A + dim Nul A = n (nimero de columnas de A).
2) dim Col A + dim Nul AT = m (ntimero de filas de A).

Solucion:

a) Las filas de A (que son las columnas de AT) son vectores de R" y las columnas
de A (que son las filas de AT) son vectores de R™.

Por su parte, Nul A es el conjunto de vectores x tales que Ax = 0. Para que
esto tenga sentido, se necesita que x € R", por lo que Nul A estd en R™ (y
andlogamente Nul AT estd en R™).

Asi:
» FilaA = Col AT C R",
» Col A = Fila AT C R™,
s NulACR"y
s Nul A7 C R™;
por lo que entre los espacios indicados hay cuatro distintos.
b) La dimensién de Fila A corresponde a la cantidad de filas Li. en A, que es igual
al nimero de columnas pivote en A.

Por su parte, la dimension de Nul A es igual al niimero de variables indepen-

dientes en (xy1, 23, ...,x,), 0 sea, el nimero de columnas que no son columnas

pivote en A.

Como (# de cols. pivote en A)+(# de cols. que no son pivote en A) = (# de cols. de A),
tenemos dim Fila A + dim Nul A = n.

Para probar que dim Col A 4 dim Nul AT = m, basta aplicar el resultado recién
probado reemplazando A por AT.



Puntaje:

a) =

Por argumentar que Fila A C R", 0,5 ptos.

Por argumentar que Nul A C R", 0,5 ptos.

Por argumentar que Fila A = Col AT, 0,3 ptos.

Por argumentar que Col A C R™, 0,5 ptos.

Por argumentar que Nul AT C R™, 0,5 ptos.

Por argumentar que Col A = Fila AT, 0,3 ptos.

Por concluir que hay 4 espacios distintos entre los 6 listados, 0,4 ptos.

b) Por argumentar una de las dos igualdades, 2 puntos.

c¢) Por argumentar la otra (partiendo de cero, o como lo hacemos aqui), 1 punto.

A lo anterior se le suma el punto base.



2. [Texto, 4.8, ejemplos 2 y 4, ejercicio 15]

a) Encuentre todas las soluciones de la forma g, = r*, con r # 0, de la ecuacién
Yk+2 = 2Yk1 — 8yk = 0.
b) Demuestre que las soluciones encontradas en a) son Li.

¢) Indique la forma de la solucién general de la ecuacién ygio — 2yrr1 — 8yr = 0.

Solucion:

k

a) Supongamos que y, = r¥ (con r # 0) es solucién de la ecuacion.

Entonces, para todo k > 0, se tiene 7*+2 -2 —8r% = 0, por lo que r2—2r—8 =

0.

Asf, r =4 07 = —2, por lo que las soluciones buscadas son y;, = 4* e y, = (—2)*.
b) Supongamos que una combinacién lineal de las sefiales y, = 4% y 2z, = (—=2)* da

como resultado la senal nula: ay, + Bz, = 0.

Esto quiere decir que, para todo k > 0, a4® + 3(—2)F = 0.

En particular, esto debe ser cierto para k =1y k = 2, o sea:

4o — 26 = 0, 16+ 48 = 0.

Pero los tinicos valores de v y 3 que satisfacen esto son a = 3 = 0, por lo que

las sefiales y, = 4% y 21, = (—2)* son L.i.

Note que el proceso realizado es equivalente a probar que la matriz de Casorati

correspondiente a k = 0

0 0
w3l Gl e
(también puede ser la matriz de Casorati correspondiente a k = 1):
1 1
‘ z; 2 :’ 12 E—%Q - 146 42 ‘:48%0'
c¢) La forma general de la solucién de la ecuacién es
yp = - 45+ B (=2)N.
Puntaje:

a) = Por llegar a la ecuacién r* — 2r — 8 = 0, 1 punto.

= Por resolver la ecuacion, 0,5 puntos.

» Por llegar a que las soluciones buscadas son y, = 4% e yp = (=2)*, 0,5

puntos.

b) Una demostracién correcta de independencia lineal (usando alguna matriz de
Casorati, o dando un argumento directo) recibe 2 puntos. No se asigna puntaje
intermedio.

c¢) Por escribir correctamente la forma de la solucién general, 2 puntos.

A lo anterior se le suma el punto base.



3. [Texto, 6.1.20b]

Sean u,v € R™. Demuestre que

[+ v + [ = vI[* = 2 [[u|* + 2 |v]]*.

Solucion:

lu+v[P+lu=v|" = (u+v)-(utv)+u=v) (u—-v)
= [uu+2u-v+v-vj+ju-u—2u-v+v-v|

= 2u-u+2v-v=_2|ul]>+2|v|].

Puntaje:

= Si se cometen errores menores al aplicar las propiedades de la norma o el pro-
ducto punto, se descuentan entre 0,5 y un punto.

= Si se hace una demostracion correcta, usando alguno de los siguientes esquemas,
se asigna puntaje completo (6 puntos), menos lo que se descuente por el acépite
anterior:

e partir de uno de los lados de la igualdad y llegar al otro; o

e partir de uno de ellos, llegar a una expresion simplificada, y después llegar
a la misma expresion simplificada partiendo del otro lado; o

e partir de la igualdad dada y reducirla a una igualdad evidente usando explici-
tamente pasos reversibles, o sea de la forma ...siy solo si .. ..

= Si la demostracion parte de la igualdad dada y la transforma en una igualdad
evidente (pero no usando explicitamente pasos reversibles), se asignan 2 puntos,
menos lo que se descuente por el primer acéapite.

A lo anterior se le suma el punto base.



4. [Texto, 5.1.26]

Sea A una matriz de n x n tal que A% es la matriz 0.

a) Demuestre que 0 es un valor propio de A.

b) Demuestre que A no tiene otros valores propios.

Solucion:

a) Seax € R", x # 0. Si Ax = 0 entonces x es un vector propio con valor propio
0.
Si no, y = Ax # 0 es tal que Ay = A(Ax) = A*x = 0, por lo que en este caso
y es un vector propio con valor propio 0.

b) Supongamos que A tiene un valor propio A # 0. Asi, existe u € R", u # 0 tal
que Au = \u. Pero entonces A?u = A(Au) = A(Au) = A\(Au) = \?u # 0, lo
que contradice la hipétesis de que A? es la matriz 0.

Puntaje:

a) Por una demostracion correcta, 3 puntos.

Si no consideran el caso en que x # 0y y = Ax = 0 (o0 sea, si dicen queo y es
un vector propio sin discriminar si es 0 o no, 2 puntos.

b) Por una demostracion correcta, 3 puntos.

A lo anterior se le suma el punto base.



a) [Texto, 5.3.13]
La siguiente matriz tiene a 1 como valor propio. De ser posible, diagonalicela;
en caso contrario indique por qué no es diagonalizable:
2 2 -1
A= 1 3 -1
-1 -2 2

b) [Texto, 5.4.16]

Sea A = {g g},ydeﬁnaT:RQ—ﬂRz por T'(x) = Ax.
Determine una base B para R? con la propiedad de que [ T } 5 €s diagonal.
Solucioén:
a) El polinomio caracteristico de A es
2—-A 2 —1
det(A-X) =] 1 3—\ —1 | =5—1IA7TA2 =X = (5-)\)(1-)\)2
-1 —2 2—A

Asi, A = 1 (con multiplicidad 2) y A = 5 (con multiplicidad 1) son los valores
propios de A.

Para saber si A es o no diagonalizable, debemos verificar si la dimension de cada
espacio propio es igual a la multiplicidad algebraica del valor propio correspon-
diente.

Como la multiplicidad del valor propio A = 5 es 1, la tinica posibilidad de que
A no sea diagonalizable es que la dimension del espacio propio correspondiente
aA=1seal.

Asi, buscamos los vectores propios correspondientes a A = 1. Para ello, resolve-
mos la ecuacion Ax = x o —equivalentemente—

1 2 -1 x, 0
1 2 -1 o | =10
-1 -2 1 xs3 0
12 -1 0
La matriz ampliada escalonadaes | 0 0 0 0 [, porlo que el sistema queda
00 0 O

equivalente a xy = xr3 — 2.

Asi, una base para este espacio propio estda dado por las elecciones (zq,x3) =
(1,0) y (z2,23) = (0,1), que corresponde a los vectores propios (—2,1,0) y
(1,0,1). Asi, la dimensién de este espacio propio es 2, por lo que la matriz A es
diagonalizable.

Para el valor propio A = 5, debemos resolver el sistema

-3 2 -1 T, 0
1 -2 -1 2o | =10
1 -2 -3 T3 0



1
1 , por lo que el sistema queda
0

o O O

10
La matriz ampliada escalonada es | 0 1
0 0

equivalente a x1 = xo = —x3.
Asi, un vector propio correspondiente a A =5 es (—1,—1,1).

De todo lo anterior llegamos a que la matriz A puede ser diagonalizada como

sigue:
~1

-2 1 -1 100 -2 1 -1
A= 1 0 —1 010 1 0 -1
0 1 1 0 05 0 1 1
b) Buscamos una base de R? formada por vectores propios de A. El polinomio
caracteristico de A es
2—X 3 9 9
det(A—\I) = 3 9_) =2-A)"=9=X—-4A-5=(A-5)(A+1).
Asi. los valores propios son —1 y 5, por lo que buscamos vectores propios corres-
pondientes a estos valores propios:
= Para A = —1,
3 3 1| |0
3 3 o | |0
tiene por solucién | ' | = 1
P i) N -1 |-
= Para A =5,
-3 3 x| |0
3 -3 2o | |0
tien r solucién | “' | = !
ene por solucié | =1 ]
Asi, una posible base que cumple con las condiciones pedidas es B = { [ _11 } , {
(v en realidad cualquier base formada por ponderados de estos vectores).
Puntaje:

a)

= Por calcular y factorizar correctamente el polinomio caracteristico: 0,5 pun-
tos.

= Por indicar que la condicién para que A sea diagonalizable es que la dimen-
sién del espacio propio correspondiente a A = 1 sea 2 (o, equivalentemente,
que haya dos vectores propios Li. correspondientes a A = 1): 0,5 puntos.

» Por encontrar dos vectores propios li. correspondientes a A = 1 (que no
necesariamente deben ser los aqui mostrados): 1 punto (0,5 por cada vector).

= Por encontrar un vector propio correspondiente a A = 5: 0,5 puntos.
» Por escribir A correctamente en la forma A = PDP~!: 0,5 puntos.

1
1

)



b) = Por calcular y factorizar correctamente el polinomio caracteristico: 0,5 pun-
tos.

= Por encontrar un vector propio correspondiente a A = 5: 1 punto.
= Por encontrar un vector propio correspondiente a A = —1: 1 punto.

» Por escribir la base encontrada (no es necesario diagonalizar la matriz): 0,5
puntos.

A lo anterior se le suma el punto base.



6. [Texto, 4.5.33]

Se sabe que todo conjunto linealmente independiente {vy,vsa,..., v} de R™ puede
ser expandido a una base de R". Una forma de lograr esto es considerar la matriz

A:[V1V2...Vkeleg---en]7

donde e; e; ... e, son (en orden) las columnas de la matriz identidad; las columnas
pivote de A forman una base de R".

a) Utilice el método descrito para ampliar los siguientes vectores a una base para
4.

Vi = Vo = V3 =

— W DN W

— W N =
— W = Ot

b) Explique por qué funciona en general el método: jpor qué estéan los vectores
originales vi,...v} incluidos en la base encontrada para Col A? ;Por qué es
Col A = R"?

Solucion:

a) La matriz A construida como se indica es

3151000
4_]2210100
3330010
1110001

Tras realizar eliminacion Gaussiana sobre la matriz, obtenemos

1/3 5/3 1/3 0 0 0
1 —7/4 —=1/2 3/4 0 0
0 1 0 -1 2/3 0
0 0 o 0 1 -3

SO O

Como las columnas pivote son la 12, la 22, la 3* y la 62, la base que nos entrega
el método es

B = {Vl.V27V3,63} =

_— W N W
»—to:)l\:)}—l
S
O = O O



b) Si alguno de los k vectores originales no fuera columna pivote de A, la matriz
de n x k formada por esos vectores tendria menos de k pivotes y por lo tanto
los k vectores columna serian linealmente dependientes. Asi, todos los vectores
originales estan en el conjunto entregado por este método.

Por otra parte, Col A es el espacio generado por las columnas de A; como las
columnas de A contienen a ej,es,...,e,, que forman un generador de R", se
tiene que todo elemento de R™ es combinacién lineal de las columnas de A.

Puntaje:

a) = Por escribir correctamente la matriz A, 1 punto.

» Por escalonar correctamente la matriz (llegando a una forma escalonada o
a la forma escalonada reducida), 1 punto.

» Por identificar correctamente las columnas pivote, 0,5 puntos.
= Por escribir correctamente la base que entrega el método, 0,5 puntos.
b) = Por dar una BUENA explicaciéon de por qué estdn los vectores originales
incluidos en la base encontrada, 1,5 puntos.

= Por dar una BUENA explicacion de por qué Col A = R", 1,5 puntos.

A lo anterior se le suma el punto base.



7. Sean A y B dos matrices de n x n tales que AB = BA.
a) Demuestre que, si Bv # 0 y v es vector propio de A con valor propio asociado
A, entonces Bv también es vector propio de A con valor propio asociado .
b) Demuestre que si u es cualquier vector propio de A perteneciente a un espacio

propio de dimension 1, entonces u es vector propio de B.

Solucion:

a) Si Bv # 0 y v es vector propio de A con valor propio asociado A, entonces
A(Bv) = ABv = B(Av) = B(Av) = A(Bv), por lo que Bv es vector propio de
A con valor propio asociado .
b) Sea u cualquier vector propio de A perteneciente a un espacio propio de dimen-
sién 1, con valor propio asociado .
Analizamos dos casos:
1) Bu = 0. De ser asi, u es vector propio de B con valor propio asociado 0.
2) Bu # 0. En este caso, por (a), Bu también es vector propio de A con valor
propio asociado A.

Pero el espacio propio de A correspondiente al valor propio A es uni-dimensional,
por lo que Bu = au para algtin «a # 0, de donde se deduce que u es vector propio
de B con valor propio asociado a.

Puntaje:

a) Por una demostracion correcta, 3 puntos.

b) Por una demostracién correcta, 3 puntos.

Si no consideran aparte el caso en que Bu = 0, 2 puntos.

A lo anterior se le suma el punto base.



8. En cada caso, determine si la afirmacién es VERDADERA o FALSA, y justifique su
respuesta (el indicar correctamente si es V o F sin una justificacién adecuada no tiene
puntos):

)
b)

)

Si W es un subespacio de R", entonces (W+)+ =W.

Si v; y vy son dos vectores propios linealmente independientes de A, entonces
corresponden a distintos valores propios.

Si Aesdem xny Aesuno a uno, entonces el rango de A es m.

Solucion:

a)

VERDADERO
Six € W, x Ly para todoy € W+, por lo que x € (W+)*+.
Asi, hemos probado que W C (W)L, por lo que W es un subespacio de (W=+)+.

Sea ahora dim W = k. Por ser W subespacio de R", podemos expresar W como
Fila A (donde A es una matriz de k x n), y por lo tanto W+ = Nul A.

Pero entonces dim W+ = dim(Nul A) = n — dim(FilaA) = n — k. Aplicando
nuevamente esta misma propiedad, esta vez a W+ en lugar de a W, obtenemos
dim(WH)Y)y=n—(n—k)=k.

De aqui concluimos que W es un subespacio de (W) que tiene su misma
dimensién, por lo que (ver por ejemplo el problema 4.5.26) W = (W+)+,
FALSO

Sea A la matriz identidad de n x n. Todo vector no nulo de R™ es vector propio
de A con valor propio 1; en particular, si elegimos dos vectores Li. cualesquiera,
ambos seran vectores propios L.i. correspondientes al mismo valor propio.

Otra forma de justificar la afirmaciéon es dar un contraejemplo especifico, por
. 1 .

ejemplo A = { 0 [1) },vl = [ g ] y Vo = [ -1 4 } Aqui tenemos dos vectores

propios con valor propio 1 que son L.i.

FALSO

. . 1 .
Considérese la matriz A = [ 0 1 . Al actuar sobre un vector x = [ c ] , se obtiene

como resultado Ax = 8 ], por lo que A es uno a uno (A [ c1 } =A [ Co } —

¢1 = ¢3). Pero el rango de A es 1 =n, nom = 2.

Puntaje:

a)
b)

c)

Por probar que W es un subespacio de (W+)1, 1 punto.
Por probar que en realidad ambos espacios son iguales, 1 punto.

Por dar un buen contraejemplo (especifico o genérico, como los mostrados en la
solucién), 2 puntos.

Por dar un buen contraejemplo, 2 puntos.

A lo anterior se le suma el punto base.



