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1. Sea A la matriz
2a 0 0

a

0 1 0 a—2
0 1 a—1 2a-—1
a 2a 0 2a

(a) Determine todos los valores de a € R para los cuales la matriz A es invertible.

(b) Para a = 2, escriba la matriz A como producto de matrices elementales.

Solucién

Sea

2a 0 0

1 0 a—2
1 a—1 2a-—1
2a 0 2a

QO O

(a) Para determinar los valores de a para los cuales la matriz A es invertible, calculamos
su determinante. Para ello, aplicamos operaciones elementales por filas que no alteran el
determinante.

Restamos la primera fila a la cuarta fila:

Fy — Fy — Iy,
obteniendo
a 2a 0 0
0 1 0 a—2
0 1 a—1 2a-—1
0 O 0 2a

La matriz resultante es triangular, por lo que su determinante es el producto de los elementos
de la diagonal principal:

det(A)=a-1-(a—1)-2a=2a*a—1).

Por lo tanto, la matriz A es invertible si y solo si det(A) # 0, es decir,

a#0 y a#1.



(b) Para a = 2, la matriz A queda dada por

2400
0100
A_0113
2 40 4

Aplicamos operaciones elementales por filas hasta obtener la matriz identidad.

Primero, realizamos la operacién

Fy, — Fy, — F}.
La matriz elemental asociada es
1 00 0
0 1 00
Ev=19 01 0
-1 0 0 1
y se tiene que
2 4 00
0100
EiAd=1g 113
0 00 4
Luego, aplicamos
Fy — F3— B,

La matriz elemental correspondiente es

1 0 00
0 1 0O
E2=1o 11 0|
0 0 01
con lo que
2400
0100
EEA= g 013
0 00 4
A continuacién, dividimos la primera fila por 2:
Fl — %Fl

La matriz elemental asociada es

1000
0100
By = 0010
0001



Finalmente, dividimos la cuarta fila por 4:

La matriz elemental asociada es

F4—>%1F4.
1000
0100

E4_0010
000 1

Con estas operaciones se obtiene

Por lo tanto,

E4E3E2E1A = [4.

A= BBy By B

donde las inversas de las matrices elementales son

1000 1 000
0100 0100
-1 _ 1 _
By = 0010} By = 01 10}
1 001 0001
2 0 00 1000
0100 0100
-1 _ -1 _
By = 0010} Ey = 0010
0001 000 4
Criterio de evaluaciéon:
Criterio | Puntaje | Indicador
C1 1 pto | Simplifica la matriz mediante operaciones elementales para calcular el determinan
C2 1 pto | Calcula correctamente el determinante de A.
C3 1 pto | Concluye correctamente los valores de a para los cuales A es invertible.
C4 1 pto | Determina correctamente las matrices elementales asociadas a las operaciones por
C5 1 pto | Calcula explicitamente las inversas de las matrices elementales.
C6 1 pto | Concluye correctamente la descomposiciéon de A como producto de matrices eleme

2. Sea A una matriz 4 x 4 tal que det(A) = 3.

(a) Calcule det(2A") + det(3A71).
(b) Calcule det(Adj(A)).

Solucion

Sea A una matriz 4 x 4 tal que det(A) = 3.

(a) Calculamos cada determinante por separado.



En primer lugar, usando que det(A") = det(A) y que para una matriz 4 x 4 se cumple det(cA) =
¢t det(A), se tiene
det(2A4") = 2% det(A") = 16det(A) = 16 - 3 = 48.

1

Por otra parte, sabemos que det(A™!) = der(A)
e

y nuevamente que det(cA) = ¢ det(A) para

matrices de orden 4. Entonces,
det(2A7) = (1) det(A ) = L. L — L.

Por lo tanto,
det(2A") + det(%Ail) =48 + L = BB,

(b) Sabemos que para una matriz n x n invertible se cumple que
Adj(A) = det(A)A".
Como A es 4 x 4, tenemos

det(Adj(A)) = det(det(A)A™") = det(A)* det(A™).

Usando que det(A™1) =

y que det(A) = 3, obtenemos

det(A)
det(Adj(A)) =3*- 1 =3 =27.
Criterio de evaluacién:
Criterio | Puntaje | Indicador
C1 1 pto | Usa correctamente la propiedad det(A") = det(A).
C2 1 pto | Usa correctamente la propiedad det(cA) = c¢* det(A).
1
C3 1 pto | Usa correctamente la propiedad det(A™!) = det(A)’
C4 1 pto | Calcula correctamente la expresién del inciso (a).
C5 1 pto | Usa correctamente la relacién Adj(A) = det(A)A™".
C6 1 pto | Calcula correctamente det(Adj(A)).

3. Sea F' una matriz fija de 2 x 3, y sea H el conjunto de todas las matrices A de 3 x 2 con la

propiedad de que FA = <8 8) )

(a) Demuestre que H es un subespacio de Msys.

(b) Si F'= ((1) (1) }) , determine una base para H.



Solucion

Sea F' una matriz fija de 2 x 3 y sea

0 0

(a) Demostremos que H es un subespacio de Msyo.

En primer lugar, la matriz nula 03,5 pertenece a H, pues

FO3yx9 = 02x2.

Sean ahora A, B € H. Entonces FA=0y F'B =0, por lo que
F(A+B)=FA+FB=0+0=0,

lo que muestra que A+ B € H.
Finalmente, sea A € Ry A € H. Se tiene

F(A) = AFA = X0 =0,

por lo que AMA € H.

Como H contiene al neutro y es cerrado bajo suma y multiplicaciéon escalar, se concluye que
H es un subespacio de M3ys.

(b) Sea

Sea

La condicién FFA = 0 equivale a

(111);‘2_(00)
00 1)\, § 0 0

Al realizar el producto matricial se obtiene el sistema

a+c+e=0,
b+d+ f=0,
e=0,

f=o.



De las dos ultimas ecuaciones se tiene e = 0 y f = 0, y al sustituir en las primeras se obtiene

a+c=0, b+d=0.

Por lo tanto, ¢ = —a y d = —b, y las matrices de H son de la forma
a b 1 0 0 1
A=|—-a bl =a|l-1 0| +b(0 -1/, a,beR.
0 0 0 0 0 0

1 0 0 1

-1 0,10 —1

0 0 0 0

Criterio de evaluaciéon:
Criterio | Puntaje | Indicador

C1 1 pto | Verifica que la matriz nula pertenece a H.
C2 1 pto | Demuestra que H es cerrado bajo la suma.
C3 1 pto | Demuestra que H es cerrado bajo la multiplicacion escalar.
C4 1 pto | Plantea correctamente la condicion FA = 0 para el I’ dado.
Ch 1 pto | Resuelve correctamente el sistema asociado a FFA = 0.
C6 1 pto | Determina una base de H.

. Considere P; = {ax + b : a,b € R}, el espacio de polinomios de grado menor o igual a uno, y
sean
B={l-z,2+z} y C={wy,ws}

1 -2
=2 7)
es la matriz de cambio de coordenadas de la base B a la base C, determine los polinomios w;

Yy wa.

Solucion

bases de P;.

Si la matriz

Sea Py ={azx+b: a,b € R} y sean
B={l—-z 2+2} y C={w,ws}

bases de P;.

Se nos indica que



es la matriz de cambio de coordenadas de la base B a la base C. Por lo tanto, la matriz de
cambio de coordenadas de C a B es P71,

P_lzﬁ(p)(_lz ?):%(_12 ?)

Las columnas de P~! corresponden a las coordenadas de los vectores de la base C escritas en

la base B. En particular,
1 /1 1/2
[wl]B = 5 (_2> , [w2]8 = 5 (1) .

1 2 3 3
— (1—2)=2(2 —__2_°

Calculamos

Por lo tanto,

3 3 4
wl——g—gx, wz—g——l‘
Criterio de evaluaciéon:
Criterio | Puntaje | Indicador
C1 2 ptos | Reconoce correctamente que se debe calcular la matriz inversa P~
C2 1 pto | Calcula correctamente la inversa de la matriz P.
C3 1 pto | Interpreta las columnas de P~! como coordenadas en la base B.
C4 1 pto | Reconstruye correctamente el polinomio w;.
Ch 1 pto | Reconstruye correctamente el polinomio ws.




