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1.

Interrogacion 2 - MAT1203

a) Sean A y B matrices invertibles del mismo tamano. Resuelva la ecuacién matricial

AT'XBT = A7Y(B?H)T

y simplifique la solucién.
Solucién:
Observe que si a la ecuacion

AT'XBT = A7Y(BY)T
la multipolicamos a ambos lados por A para eliminar A~! obtenemos que
AAT'XBT = AATY(B?H)T
simplificando se tiene que
XB" = (B*)"
Ademés sabemos que (B%)T = BT BT por lo tanto:
XB" = B'B"

Como B es invertible tenemos que B” es invertible, por lo que multiplicamos ambos lados
por (BT)™! a la derecha obteniendo la igualdad

XBT(BT)_l — BTBT(BT)_l
Al simplificar obtenemos que
X =nB".

Criterio de evaluacion.

Criterio | Puntaje | Indicador
C1 1 pto | Despejar correctamente X B,
C2 1 pto | Usar correctamente las propiedades de la traspuesta.
C3 1 pto | Resolver la ecuacion.




b) Sean A y B matrices de 5 x 5 tales que det(A) = —2 y tal que det(2(A~1)*BT) = 60,

calcule det(B™').

Solucién:

Sabemos que det(AB) = det(A) - det(B), que det(kA) = k™ det(A) para una constante k
y una matriz A de tamaiio n x n y que det(A4) = det(AT). Como A y B son matrices
5 X 5, obtenemos que

det(2(A™1)?BT) = det(2I5 - (A™")* - BY)

Donde 75 es la matriz identidad de tamarnio 5 X 5, luego que det(25) = 2° = 32, de esta
forma obtendremos que

det(2(A™1)3BT) = det(215) - det((A™)?) - det(BT) = 32 - det((A™1)?) - det(B)

Sabemos también det(A™!) = det(A)~' Entonces:

det((A™1)7) = (det(A™))* = (det1<A>)

Dado que det(A) = —2, tenemos:

det((A)") = (}2) _—

Sustituyendo en la expresion original obtenemos que

3. <-é> - det(B) = 60

luego
por lo que:

Criterio de evaluacion.

Criterio | Puntaje | Indicador
C4 0.5 pto | Usar correctamente la propiedad det(AB) = det(A) det(B).
C5 0.5 pto | Usar correctamente la propiedad det(kA) = k™ det(A).
C6 0.5 pto | Usar correctamente la propiedad det(A) = det(A”).
C7 0.5 pto | Usar correctamente la propiedad det(A™"') = 1/det(A).
C8 1 pto | Concluir el valor pedido.




2. Sea P el paralelepipedo con un vértice en el origen y vértices adyacentes en los puntos (1,4, 0),

(=2,

a)

~5,2) y (=1,2,—1).

Calcule el volumen de P.

Solucion:
Counsidere los vectores:

171 = (1747 0)7 772 = (_27 _572)7 173 = (_1727 _]-)

El volumen del paralelepipedo es el valor absoluto del determinante formado por los tres
vectores como columnas:

1 -2 -1
V=ldet|4 -5 2
0o 2 -1
Calculamos el determinante:
-5 2 4 2

detzl-‘Q _1‘—(—2)-‘0 _1‘+(—1)-’0 5
=1(-5--1-2-2)+2(4--1-0-2) + (=1)(4-2 -0 —5)

—1(5—4) +2(—4) + (-1)(8) =1 —8 —8 = —15

V =|-15 =[15]

Criterio de evaluacion.

Criterio | Puntaje | Indicador
C1 1 pto | Por plantear correctamente la matriz
a la que se le calculara el determinante.
C2 1 pto | Calcular correctamente el determinante.
C3 1 pto | Por determinar que el volumen es 15.

Si T : R3 — R3 es la transformacion lineal definida por T'(z,y, 2) = (v +2y, z+y+2,1—2).
Determine el volumen de la imagen de P.

Solucion:

La matriz asociada a T' es:

S = N
()

Calculamos su determinante:



=1(-1-0)—-2(-1-1)+0=-14+4=3
El volumen de la imagen es:

Volumen imagen = | det(A)| - Volumen original = 3 - 15 =

Criterio de evaluacion.

Criterio | Puntaje | Indicador
C4 1 pto | Por la matriz asociada a la transformacion.
C5 1 pto | Calcular correctamente el determinante de la matriz.
C6 1 pto | Por determinar que el volumen es 45.

3. Sea T la transformacion lineal de R?® a R3 definida por:

x 2 + 3y
T1 |y = |lv+y+=z
z T — 2z

a) Encuentre la matriz de la transformacion.

Solucién:
Para encontrar la matriz asociada a T', aplicamos 1" a los vectores canénicos:

1 2 0 3 0 0
0 1 0 0 1 —2
Entonces, la matriz asociada a T es:
23 0
A=1|1 1 1
1 0 -2
Criterio de evaluacion.
Criterio | Puntaje | Indicador
C1 0.5 pto | Determinar la imagen de e;.
C2 0.5 pto | Determinar la imagen de es.
C3 0.5 pto | Determinar la imagen de es.
C4 0.5 pto | Determinar la matriz.




b) Demuestre que T es invertible.
Solucion:
Para que T sea invertible, su matriz asociada A debe ser invertible, es decir, debe tener
determinante distinto de cero:

1 1
0 -2

1 1

0
L 1 =2

2
det(A) = |1
1

S = W

=2l Sl ok

o 10

=2(—2-0)—3(-2—-1)=-4+9=5

Como det(A) = 5 # 0, la matriz es invertible y, por lo tanto, T" es invertible. Criterio
de evaluacion.

Criterio | Puntaje | Indicador
(075 1 pto | Por calcular el determinante.
C6 1pto Por concluir que es invertible.

c) Encuentre una férmula para 771,
Solucién:

Para encontrar la férmula de 7! invertimos la matriz A, lo haremos aplicando el método
de Gauss-Jordan , comenzamos con la matriz aumentada [A | I]:

23 0100
11 1010
10 -2{0 0 1
) 12 0floo
F—sFR=|11 1010
10 -2/0 0 1
12 0|l 0o
RF—>F2—F1, F3—>F3—F1:> 0 —% 1 —% 1 0
0 -5 —2|—3 0 1
12 0L 0 o0
oo 2R=|0 1 —2/1 -2 0
0 -3 —2/—% 0 1
(1 0 3|-1 3 0
F1—>F1_%F2, F3->F3—|—%F2:> 01 -2 1 -2 0
(00 5|1 -3 1
10 3|-1 3 0
Fg—)—%F3:> 01 -21 =2 0
1 3 1
00 1]=5 5 -3




1oo[-2 ¢
Fi—»F —3F;, F,—FK+2F= 010 2 -3 —%
00 1|-%t 2 —=
5 5 5
por lo tanto
-2 6 3
Alt==-13 —4 =2
-1 3 -1
Asi que la férmula es
x 1 —2x + 6y + 3z
Tt Y = — | 3x—4y — 2z
z —x+3y—=z
Criterio de evaluacién.
Criterio | Puntaje | Indicador
C7 1 pto | Por determinar la inversa de la matriz.
C8 1pto Por encontrar la férmula conociendo la matriz inversa.
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4. SeaH—{A—[am a22:|EM2X2.A[O 1:|—[0 1:|A}
a) Demuestre que H es un subespacio de Mays.

Solucion
Veamos que:

— H es cerrado bajo suma: Si A, B € H, entonces

S i T e O P s

por lo tanto, A+ B € H.

— H es cerrado bajo multiplicacién escalar: Si A € H y a € R, entonces

oy o(uf D-e(b 196 Jon

por lo tanto, A € H.
— H contiene al neutro: La matriz cero cumple que
00-12—12-00—00orlotantoOOEH
0o/ lo1] " |o1] oo |oo]? 0 0 '

Asi, H es un subespacio vectorial de Mays.
Criterio de evaluacion.



Criterio | Puntaje | Indicador
C1 1 pto | Por determinar que H es cerrado bajo la suma.
C2 1pto Por determinar que H es cerrado bajo la ponderacion escalar.
C3 1pto Por determinar que el neutro esta en H.
b) Determine una base para H.
Solucion:
Sea

A= {(Cl b},AGHsiysolosi

d

lo que equivale a que

obteniendo el sistema

b =l

[a 2a + b}

_|la+2c b+2d
c 2c+d| '

c d

20 +b=0+2d=2a=2d=a=4d

{a:a—l—20:2c:()=>c:0

Entonces las matrices A € H son de la forma:

o el o )

Por lo tanto, una base para H es:

o 1o o)

ya que geenran H y son l.i.

Criterio de evaluacion.

Criterio | Puntaje | Indicador
C4 0.5 pto | Plantear las condiciones sobre las entradas
de una matriz que pertenece a H.
C5 1 pto | Por resolver el sistema asociado a las condiciones.
C6 1 pto | Determinar generadores.
C7 0.5 pto | establecer que estos geenradores forman base ya que son L.i..




