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Algebra Lineal - MAT1203

Interrogacién 2

1. Sea A =
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(a) Escriba A=! como un producto de matrices elementales.

(b) Escriba A como un producto de matrices elementales.

Solucién
(a)
200100 lfllOO%OO . 2.0 0
4300102543 0[/010 | " 2 1
6 2 1/0 0 1 6 2 1/0 0 1) Ntk -3 0
iy, (100 2.0 0 ) 1 00| 12
Blorol-2s 50| 2501 0|2
021 =30 1 0 0 1|33 —2/3
Por lo tanto
1
AT =E(=2f,+ f3) E (gfl) E(-4fi+ f2) E(=6f1+ f3) E (_fl)
1 00 10 O 1 00 1 00 2.0 0
=10 10 0 13 0 —4 10 010 0 10
0 -2 1 00 1 001 -6 0 1 0 01
20 0
= -2 % 0
s —2 1
(b) De acuerdo con el resultado anterior se tiene que
Loo\ '/ 100\ '/ 100\ 00\ /1
A=(0 10 010 410 3 0
0 0 1 —6 0 1 0 01 0 0

N = O

_ o O



200 100 1 00 1 00 1 00
=1 0120 010 410 03 0 010
001 6 0 1 0 01 0 01 0 21

Puntaje

(a) e 1,5 puntos por ejecutar una manera de obtener las matrices elementales para
A~! independiente si comete errores aritméticos bésicos o cambia de orden las
matrices elementales.

e 1,5 puntos por escribir A~! como producto de elementales correctas en el orden
correcto.

(b) e 1,5 puntos por ejecutar una manera de obtener las matrices elementales para
A, independiente si comete errores aritméticos basicos o cambia de orden las
matrices elementales.

e 1.5 puntos por escribir A como producto de elementales correctas en el orden

correcto.
1 -1 01
2.Sea A=1]1 2 2 3
0 1 -1 2

(a) Calcular la descomposiciéon LU de la matriz A.

(b) Usando lo anterior, calcular una matriz B escalonada y una matriz C' triangular
inferior tales que B = C'A.

Solucion

()

1 -1 01 L1 0 1], 1 -1 01
A=11 2 23" |1 92 23[”3”|0 3 2 2
0 1 -1 2 0 1 -1 2 0 0 =53 43

1 -1 0 1

1 00t 0 o0

-1 10/]l0 1 olA=]0 3 2 2
0 0 1|0 =13 1 0 0 —5/3 43
1 0 0ol[1t 00O 1 -1 0 1
=A=10 1 0||1 1 0|0 3 2 2
0 Ys 1] [0 0 1] [0 0 —5/3 4/

1 0 o][1 =1 0 1
= A=11 1 0|]0 3 2 2| =LU.

0 13 1| |0 0 —53 4/3




(b) Ya que A = LU entonces L™'A = U. Definiendo C = L™!' y B = U entonces

1 0 O
CA=BdondeC=|-1 1 O
0 —13 1

Puntaje

(a) e 1 punto por seguir un procedimiento para obtener adecuadamente la descom-
posicion LU.

1 puntos por determinar una matriz L correcta.

1 puntos por determinar una matriz U correcta.

—
o
—
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1 punto por definir correctamente la matriz C'
1 punto por escribir explicitamente cuél es la matriz C'

1 punto definir correctamente la matriz B.

. Demuestre, usando las propiedades vistas en clases o la definicién por cofactores, que

2

= -2)(z-2)(z—y)

—_ = =
INIENS
IS NS
o

Solucién Haciendo operaciones elementales se tiene:

1 z 2? 1z x? 1 x?
1y o2 |21y y? Ll g y—z oy —a?
1 z 22 0 z2—y 22—9? 0 z—y 22—9?

Por lo tanto, calculando el determinante por cofactores con la primera columna:

2

1 xr X y x y2 1'2 1 y+x

1 2 = o o = — — = — — — .
by oy iy 2o | =) y)‘ | oty | Wm0y
Solucion

e 2 puntos si presenta una demostracién coherente y adecuada, aunque tenga errores
o esté incompleta.

e 2 puntos por aplicar correctamente propiedades de terminantes o definiciéon de
determinante por cofactores.

e 2 puntos por demostrar lo pedido correctamente, sin errores.

e O puntos si demuestra usando contenidos no vistos en clases.



4. Utilice el método de Cramer para encontrar tinicamente la segunda columna de la, A~}
donde

2 4 6
A=14 5 6
31 =2
x1
Solucién Sea el vector X = |zy| la segunda columna de A~!. Esto es, z = A le,,
T3
0
donde e es el vector candnico e; = |1|. Es decir, basta resolver el sistema Ax = e,
0
para determinar el vector buscado.
La regla de Cramer nos asegura que
~ JAi(e2)] ~ [As(ed)]  [As(en)]
Ty = ) 2= — T3 =
|Al Al |Al
Asi:
2 4 6 -2 =1 0 0 -1 0 6 6
|[Al=145 6 |=]| 4 5 6 |=(-2)| -6 5 6 ’1_2‘6
31 =2 3 1 =2 1 1 -2
0 4 6 16
01 -2
2 0 6 2 6
|As(ex))=14 1 6 |= (1)’ 3 _o|T —22
3 0 =2
2 40 9 4
310
14/6
Por lo tanto, x = | 22/6| .
10/6
Puntaje

e 2 puntos por establecer la regla de Cramer.

e 2 puntos por resolver el sistema usando la regla de Cramer (independiente que
tenga errores en los determinantes)

e 2 puntos por encontrar el vector x correcto.

e 0 puntos si no utiliza la regla de Cramer.



5. Considere el paralelepipedo S que tiene un vértice en el origen y vértices adyacentes en
(1,0,2),(—1,2,4),(—1,1,0), y la transformacién lineal

Ty Qaxy + To
T i) = T+ X9
T3 T + T2 + T3

Encuentre el o los valor(es) de a tal que el volumen del paralelepipedo T'(S) sea 4 .

Solucién  El volumen del paralelepipedo T'(.S) cumple que

Volumen de 7'(S) = |det(A)| - (Volumen de S)

a 1 0
donde A es la matriz estandar de T. Asi: det(A)=|1 1 0| = (f } ‘ =a—1
1 11
Ademas,
1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 1
Volumen de S =|det | 0 2 1 =|det| 0 2 1 =|det| 0 2 1
2 4 0 0 6 2 0 0 1

Por lo tanto
4=la-1]-2)ea=-1oa=23.

Puntaje

2 puntos por establecer el hecho que Vol(T'(S)) = | det(A)[Vol(S).

1 punto por encontrar la matriz A.

0.5 puntos por encontrar |A|.

1 puntos por plantear cémo calcular el volumen de S.
e 0.5 puntos por encontrar Vol(S).

e 0.5 puntos por encontrar cada valor correcto de v (1 punto en total).

6. Decida si S es un subespacio del espacio vectorial V' y justifique su respuesta:

(a) S={A eV | AT = A} con V = Matrices reales de n X n.
(b) S={(z,y,z,w) |z +y+z+w+1=0} con V=R"



Solucion

(a) e Si A =0 (matriz nula) de n x n, entonces AT = A, por lo tanto 4 € S.
e Si Ay B pertenecen a S, entonces (A+ B)T = AT+ BT = A+ B. Por lo tanto,
A+ BeSs.
e Si AcSyaceR, entonces (aA)! = aAT = aA por lo que aA € S.
Esto implica que S es un subespacio vectorial.

(b) S no es un subespacio vectorial de R* ya que el vector (0,0,0,0) no pertenece a S
puesto que no cumple con la condicion z +y + 2z +w + 1 = 0.

Puntaje

(a) e 1 punto por enunciar las tres propiedades a verificar para que S sea subespacio.

2 puntos por determinar de manera correcta que S cumple con tales condiciones.

(b) 1 punto por decidir que S no es subespacio entregando algtin argumento. aunque
sea incompleto.

2 puntos por demostrar de manera correcta que S no es un subespacio vectorial.

. Considere la matriz A y los vectores u, v siguientes:

2 4 -2 1 . 3
A=|-2 =5 73|, u=|_{|, v=|-1
3 7 -8 6 3
0
(a) Determine si u pertenece a Nul A.
(b) Determine si v pertenece a Col A.
Solucién
(a) u € Nul(A) si y sélo si Au = 0.
2 4 217 ) 0
Au=|-2 -5 73 || ||=|-3
3 7 =8 6 0 3

Por lo tanto, u ¢ Nul(A).
(b) v € Col(A) siy sblo si Ax = v es consistente. La forma escalonada de A es:

2 4 -2 1 2 4 -2 1
A=|-2 =5 73|~|0 -1 5 14
3 7 -8 6 0 0 0 17,

Como cada fila de la forma escalonada de A tiene un pivote, el sistema Ax = v
tiene solucién. Por lo tanto, v € Col(A).



Puntaje

a) e 1 punto por entregar un argumento que determine si u pertenece o no a Nul(A),
g g
independiente que sea o no correcto.

e 2 puntos por argumentar correctamente que u ¢ Nul(A).

(b) e 1 punto por entregar un argumento que determine si v pertenece o no a Col(A),
independiente que sea o no correcto.

e 2 puntos por argumentar correctamente que v € Col(A).

8. Defina una transformacién lineal 7' : Py — R?® mediante T'(p) = | p(1)

(a) Determine una base para el ntcleo de T'.

(b) Determine una base para el rango de 7.

Solucién
(a) Sea p(z) = ax? + bx + ¢ € Ps.
c

peNu(T) < a+b+c| =
C

Sa=—-byc=0.

o O O

Por lo tanto,
Nul(T) = {az® + bz + cla = —b,c = 0} = {a(z* — 7)|a € R} = Gen{2® — z},

esto es, una base para Nul(T) es {z? — z}.

o
(b) Seax = || € R3.
Y
x € Ran(T") & Existe p € P, tal que T'(p) = x
p(0) a
& Existe p(z) = az® + bz +ctal que |[p(1)| = |3
p(0) g
c «
& Existe p(z) = az® + br +ctal que |a+b+c| = |3
c v

Sa=c=y7ya+b+c=p.



Es decir, tenemos que a = v y § € R. Por lo tanto,

« 1 0
xcRan(T) ex= || =a |0l +5|1],
« 1 0
1 0
por lo tanto, 0,11 genera Ran(7T) y ademds son linealmente independi-
1 0
1 0
entes por que no son dos vectores paralelos. En conclusion, 0f, |1 es una
1 0

base del espacio buscado.

Puntaje

(a) e 1 punto por establecer correctamente la definicién de nicleo de T'.

e 1 punto si determina condiciones para los coeficientes de un polinomio en el
nucleo de T

1 puntos por encontrar una base de Nul(7") de acuerdo a las condiciones deter-
minadas anteriormente.

1 punto por establecer correctamente la definicion de rango de T

—~
=
[ ]

1 punto por encontrar generadores de Ran(T").

1 punto por argumentar que dichos generadores son linealmente independientes.



