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Solucién a la Interrogacion N° 2

1 35
1. Sea A= | —2 4 0 |. Calcule la factorizacién A = LU de la matriz A, y use dicha
2 0 4
factorizacién para encontrar, si existen, todas las soluciones de los sistemas
1 1
Ax = | =2 y Ax = | 2
2 0

Solucion:

Para factorizar A = LU, escalonamos A:

Y

1 35 1 3 5 o [1 3 5
A= =24 0] *™" [0 10 10 | pe3r | 0 10 10
2 04| " o0 -6 -6 00 0

que es triangular superior (U). La matriz L se obtiene, por ejemplo, tomando las
inversas de las matrices elementales que corresponden a las operaciones empleadas en
el escalonamiento:

-1 -1 -1

1 0 0 1 00 100 1 0 0
L={0 1 0 0 10 210 =|-2 1 0],
0 3/5 1 -2 0 1 0 01 2 =3/5 1
Para los sistemas dados, tenemos:
1
] AX = —2
2
1
Resolvemos primero Ly = | —2 |. Sustituyendo hacia atras, tenemos
2
3 0
=1 1y=-2+2y =0, y3=2—2y1+5y2:2—2—|—520.
Y1 1
Asi, para este sistema, y = | y2 | = | O

Y3 0



A continuacién, resolvemos Ux =y, o sea

1 3 5 T (7 1
0 10 10 T = Y2 = 0
0 0 0 T3 Ys 0

Vemos que:

e 13 es variable libre.
o 102y + 10x3 = 0, 0 sea, xo = —x3.
e r1+3xy+brs=10sea, xr1 =1—3xy —bryg =1+ 3r3 — drs =1 — 2x3.

Asi, la solucién de este sistema es

T 1— 21‘3
X = i) = —X3
T3 T3
1
Ax = | 2
0
1
Resolvemos primero Ly = | 2 |. Sustituyendo hacia atras, tenemos
0
3 12
n=1 y2=2+2y =4, y3:0—2y1+gy2=—2+322/5-
Y1 1
Asi, para este sistema, y = | 1o | = 4
Y3 2/5
A continuacién, resolvemos Ux =y, o sea
1 3 5 1 Y1 1
0 10 10 To = Y2 = 4
0 0 0 T3 Ys 2/5

Este sistema evidentemente no tiene solucion, ya que la tercera fila de su matriz
de coeficientes esta formada solo por ceros, y en la tercera fila del lado derecho
hay un 2/5 # 0.

Otra forma de ver esto es que para que este sistema sea consistente el lado
derecho debe ser combinacion lineal de las columnas de A, lo que en este caso es
imposible porque cualquier combinacién lineal de las columnas de A debe tener
0 en la tercera coordenada.



Puntaje:

= Por encontrar correctamente la factorizacion A = LU, 1 pto.

= En el primer sistema:

e Por encontrar y =

1
0 [, 1 punto.
0

e Por plantear correctamente el sistema Ux =y, 0,5 puntos.

e Por encontrar x =

= En el segundo sistema:

e Por encontrar y =

1— 2[E3
T3

, 1 punto.

1
4 |, 1 punto.

| 2/5

e Por plantear correctamente el sistema Ux =y, 0,5 puntos.

e Por descubrir que el sistema no tiene solucién, 1 punto.

A lo anterior se le suma el punto base.

Nota:

Si al calcular la factorizaciéon llegan a A = LU con L triangular inferior y U triangular
superior, pero L no tiene solo 1s en la diagonal, reciben solo medio punto por la
factorizacién (y el resto se corrige “en su mérito” a partir de ahi).



2. Sea P el paralelepipedo con un vértice en el origen y vértices adyacentes en (1,4,0),
(—=2,-5,2) y (—1,2,-1).

a) Calcule el volumen de P.
Solucién:

Los vectores que forman las aristas de P son paralelos a los vectores vi = (1,4, 0),
va(—2,-5,2) y v3 = (—1,2,—1), por lo que el volumen de P se puede calcular
mediante el determinante

1 -2 -1
4 =5 2 |=-15.
0 2 -1

Como el volumen no es negativo, nos interesa el valor absoluto del determinante,
vale decir, el volumen buscado es 15.

b) Se define T : R® — R3 como la transformacién lineal definida por T'(z,vy, 2z) =
(x+y,y+z,2—2).
Calcule el volumen de T'(P).
Primera Solucién:

Una primera idea es calcular directamente los vectores T'(vy), T'(va) v T'(v3),
que son los vectores que forman las aristas de P. Como la matriz de T es

11 0
A=101 1 ,
1 0 -1
estos vectores son las columnas de
1 -2 -1 11 0 1 -2 -1 5 =7 1
Al4 -5 2 | =101 1 4 =5 2 | =14 -3 1|,
0o 2 -1 1 0 —1 0o 2 -1 1 -4 0

por lo que el volumen de T'(P) estd dado por el valor absoluto de

-5 =7 1
4 -3 1/ =0.
1 -4 0

Segunda Solucién:

Otra posibilidad es calcular el determinante del producto de las matrices
11 0 1 -2 -1
01 1 4 -5 2
10 -1 0 2 -1



sin realmente multiplicarlas, usando el hecho de que det(AB) = det A - det B.

11 0
Como en este caso det A= |0 1 1| =0, tenemos que el volumen de T'(P) es
1 0 -1
el valor absoluto de
11 0|1 -2 -1
01 1|[4 =5 2|=0-(-15)=0,
10 —=1]/0 2 -1
o sea, 0.
Puntaje:

a) = Por plantear que el volumen lo da el determinante, 1 punto.

Por calcular correctamente el determinante, 1,5 puntos.

Por tomar el valor absoluto del determinante, 0,5 puntos.

o
N~—
u

Por plantear alguna forma correcta de calcular el volumen pedido, 1 pun-
to.

Por llegar correctamente al volumen pedido, 2 puntos.

A lo anterior se le suma el punto base.



3. Sea A una matriz de n x n definida por

Calcule det A.

Solucién:
[3 3 3 3 3 3] (11 1 1 1 1]
1 3 3 3 3 3 1 3 3 3 3 3
11 3 3 3 3 _ 1 1 3 3 3 3
A _ 1113 ... 3 3 henss 3001113 3 3
1111 3 1 1 11 . 3 3
_1 1 11 3_ _1 1 11 1 3_
_ (11 1 1 1 1]
fofo—f1 0 2 2 2 2 2
f3+—f3—f1 0 O 2 2 2 2
fa—=Ffa—11 3 . O 0 0 2 2 2 — 3 . 2n_1
fnfn—F1 0 0 0 0 [N 2 2
_0 000 ... 0 2_

ya que la dltima matriz es triangular (y por lo tanto su determinante es el producto
de los elementos de su diagonal).

Puntaje:

= Por transformar A en una matriz triangular mediante operaciones elementales:
4 puntos.

= Por calcular el determinante de la matriz original a partir del de la matriz
triangular: 2 puntos.

Se da puntaje parcial (1 punto) por errores menores en este calculo (por ejemplo,
dan como resultado 27! (se olvidan del 3) o 3 - 2" (cuentan una fila m4s).

A lo anterior se suma el punto base.



4. Sea A una matriz de 4 x 4, tal que det A = o # 0.

a) Calcule det(5A) + det(3A™!) en términos de a.
b) Se sabe que det(Adj A)) = 8. Calcule v = det A.

Solucion:

a) Como A es de 4 x 4, 5A tiene 4 filas multiplicadas por 5, lo que resulta en un

aumento neto de 5* veces en el valor del determinante (y, en general, det(cA) =
ctdet A).
Asi, det(5A) = 5*det A = 5'a = 625
1 1 1 4 1 3t 81
Por su parte, det(A~') = —, por lo que det(3A™") =3*det(A™!) = — = —.
« a o«
o U 81
det(5A) + det(347) = 5*a + — = 625 + —.
« a

b) Sabemos que AAdjA = (det A)I, por lo que det(AAdjA) = (det A)*. Como
det(AAdj A) = det Adet(Adj A), tenemos que

det Adet(Adj A) = (det A)*.

Como det A = a # 0, podemos simplificar por det A, obteniendo
det(Adj A) = (det A)® = 3.
Del hecho de que det(Adj A)) = 8 se deduce que o® = 8, o sea, a = 2.

Puntaje:

a) = Por calcular correctamente det(5A), 1,5 puntos.

= Por calcular correctamente det(3A%), 1,5 puntos.
b) = Por llegar a que det(Adj A) = (det A)3, 2 puntos.

= Por llegar a que a = 2, 1 punto.

A lo anterior se le suma el punto base.



Nota: En los siguientes problemas, P, denota al espacio vectorial formado por todos los
polinomios de grado < n.

5. Sea V =P, ysea W = {p(z) € V : p(1) = p(0) = 0}.

a) Demuestre que W es subespacio de V.
Primera Solucion:
Debemos demostrar que:

1) oeWw.
2) W es cerrado bajo suma.
3) W es cerrado bajo ponderacién por un escalar.

En efecto:

1) El elemento 0 en el espacio P5 es el polinomio constante 0, o sea, el polinomio
p(z) tal que p(z) = 0 para todo z € R. Como claramente este polinomio
satisface p(0) = p(1) = 0, se tiene p(xz) € W, o sea, 0 € W,

2) Sean ¢(x),r(x) dos polinomios en W. Por estar estos polinomios en P3, se
tiene que q(z) = az® +bx? + cx +d y r(z) = ex® + fz* + gr + h con ¢(0) =
q(1) =r(0)=r(l)=0,0sea,d=h=0ya+b+c+d=e+ f+g+h=0.
Pero entonces el polinomio suma de ¢(x) y r(z) es el polinomio

s(z) =q(x) +r(x) = (az® +b2® +cx+d) + (ex® + fo* + gr + h)
(a+e)z’+ (b+ fla* + (c+ g)x + (d+ h),

que satisface s(0) =d+h =0,
s(1) = (a+e)+(b+[f)+(ct+g)+(d+h) = (a+b+ct+d)+(e+f+g+h) = 0+0 = 0,

por lo que s(z) = q(z) +r(z) € W.

3) Sea t € R un escalar cualquiera, y sea p(z) € W. En otras palabras,
p(z) =ax® +br*+cx+dyp(0) =p(1) =0,0sea,d=0ya+b+c+d=0.
Entonces tp(z) es el polinomio ¢(x) tal que

q(z) = t(az® + ba® + cx + d) = (ta)z® + (tb)x® + (tc)x + (td),

yq0)=td=t-0=0y q( (ta) + (tb) + (tc) + (td) = t(a+b+c+d) =0,

0yq(l) =
por lo que ¢(z p(z) e W
Puntaje:

= Por demostrar que 0 € W, 0,5 puntos.
= Por demostrar que W es cerrado bajo suma, 1,5 puntos.



» Por demostrar que W es cerrado bajo ponderaciéon por un escalar, 1 punto.

Se puede dar puntaje parcial (0,5 puntos o 1 punto) en las demostraciones de
clausura si estan parcialmente correctas.

Segunda Solucién:

Todo polinomio de P3 que satisface p(1) = p(0) = 0 debe ser divisible por
z(z —1). Ya que este polinomio tiene grado 2, todo polinomio de W debe ser de
la forma p(z) - x(z — 1) para algin polinomio p(z) de grado < 1.

Ast, W ={(ax + b)x(zr — 1) : a,b € R}.

Tomando los pares de valores (a,b) = (1,0) y (a,b) = (0,1) obtenemos los poli-
nomios {z - z(x —1),1-x(x — 1)} = {2*(x — 1), z(z — 1)} = {2* — 2% 2* — z}.
Como {z, 1} genera todos los polinomios de grado < 1, {z® — 2% 2% — z} genera
todos los polinomios de W.

Asi, W es el conjunto generado por los polinomios x® — 2% y 22 — x, por lo que
—Teorema 1, seccion 4.1— W es un subespacio de V.

Puntaje:

= Por encontrar un conjunto que genera W, 1 punto.
= Por justificar que efectivamente dicho conjunto es un generador, 1 punto.
= Por invocar el teorema que asegura que todo conjunto generado es un subes-
pacio, 1 punto.
b) Determine una base de W.
Primera Solucién:
Los elementos de W son polinomios de la forma ax® + bz + cx + d tales que
p(0) =p(1) =0, o sea, tales que d =0y a+b+c+d=0.
Considerando estas dos igualdades como ecuaciones (con incognitas a, B, ¢y d)
resolvemos el sistema de ecuaciones y llegamos —por ejemplo— a

d=0, a=—-b—c,

donde b y ¢ son variables independientes, a es variable dependiente y d = 0 esta
fija.

Asi, los polinomios de W pueden ser considerados como vectores (a, b, ¢, d) donde
a=—-b—cyd=0, o sea, de la forma (—b— ¢, b, c,0).

Un conjunto de vectores que genera el subespacio de R* formado por los vectores
que satisfacen esta condicién es {(1,—1,0,0), (1,0, —1,0)}. Que este conjunto es
Li. es facil de comprobar!, por lo que este conjunto es base del mencionado
subespacio; traduciendo esto de vuelta a polinomios encontramos que una base

de W esta dada por
{:U3 — 2?2 — :L'} .

Puntaje:

Ver la segunda solucién propuesta para este problema, donde se hace esta misma demostracién direc-
tamente con los polinomios.



» Por plantear alguna forma correcta de encontrar una base de W, 1 punto.
= Por encontrar una base de W, 1,5 puntos.
» Por justificar adecuadamente que el conjunto dado es efectivamente una
base, 0,5 puntos.
Segunda Solucién:
Siguiendo la idea de la segunda solucién de (a), si hemos expresado W como el
conjunto generado por algunos vectores de V' (y que por ende es subespacio de
V'), bastara hacer alguna de las dos tareas siguientes para obtener una base de
W:
» demostrar que el conjunto generador hallado es 1.i. (y por lo tanto él mismo
es una base), o bien
» eliminar uno por uno del generador aquellos vectores (polinomios) que son
combinacion lineal de los elementos que no han sido eliminados.

En nuestro caso, hacemos lo primero: supongamos que s y ¢t son dos nimeros
reales cualesquiera, y que p(x) = s(z® — x) + t(z® — 2?) es el polinomio nulo.

Entonces p(u) = 0 para todo u € R, en particular, p(2) = 0y p(3) = 0.
Escribiendo estas dos condiciones como un sistema de ecuaciones, tenemos:

6s+ 4t =0
24s + 18t =0
de donde claramente s = t = 0, vale decir, los polinomios x

Li.
Puntaje:

5 —zya®— 22 son

Bajo el supuesto de que encontraron un generador en la primera parte del ejer-
cicio, el puntaje se asigna como sigue:

» Por argumentar (puede incluso ser en forma implicita) que basta probar que
el generador encontrado (o un subconjunto propio que también genere W)
es l.i. para tener una base, 1 punto.

» Por explicitar el conjunto que se afirma es base: 1,5 puntos.
= Por justificar adecuadamente que el conjunto dado es efectivamente una
base (o sea, por probar que es l.i.), 0,5 puntos.

A lo anterior se le suma el punto base.



6. Sea T : P, — R? dada por

a) Demuestre que T' es una transformacion lineal.
Primera Solucién:
Debemos probar que, si a € R, p,q € P,, entonces:
= T(p+q) =T(p) +T(q)
= T(ap) = aT(p).
En efecto:
p(0) +q(0) y (p+a)(1) = p(1) +q(1), tenemos

)(0
T(p+q) = “p+q ] _ {p(O)Jrq(O) } _ {p(O) }Jr{q(()) } — T(p)+T(q).
(0) =

= Como (p+q

p(1) +q(1) p(1) q(1)
» Como (ap)(0) = ap(0) y (ap)(1) = ap(1), tenemos
_ [ (ap)(©) | _ [ ap(0) | _ [ P(O) ] _
)= | (o) | = [opn ] =o| by | 7w

Segunda Solucién:
Otra posible forma de demostrar esto es probar que, si a,b € Ry p,q € Ps,

entonces:
T(ap + bq) = aT'(p) + bT(q).
En efecto:
_ | (ap+ba)(0) | _ | ap(0) +bq(0) | _ | ap(0) ba(0)
Tlap +bq) = { (ap +bq)(1) } N { ap(1) +ba(1) } B { ap(1) } " { ba(1) }
_ .| PO a(0) | _,
= [ p(1) } +0b { a(1) } =aT'(p) + bT(q).
Puntaje:

= Por plantear alguna forma correcta de demostrar lo pedido, 1 punto.

= Por realizar correctamente la demostracién, 2 puntos.
Si se cometen errores algebraicos menores se descuenta 1 punto.

b) Encuentre una base del ntcleo de 7.

Solucion:

Como todos ya nos dimos cuenta, esta pregunta es la misma que 5b, por lo que la
solucion y la distribucién de puntaje siguen las mismas guias.

Al puntaje total obtenido en la pregunta se le suma el punto base.



7. Sean pl(t) =1 _t27 pQ(t) =1 +t7 P3(t) =1 +t+t2 Se sabe que {pl(t)7p2(t)ap3(t)}
es una base de P,.

a)

b)

Exprese los polinomios f(t) = 3 — 5t + 2¢? y g(t) = 1 — 3t como combinaciones
lineales de {p1(¢), p2(t), p3(t)} (en otras palabras, encuentre las coordenadas de
£(t) y g(t) en la base {p1(t), p2(t), ps(t)}).
Use los vectores de coordenadas encontrados en la parte anterior para determinar
si el conjunto {p(t),f(t),g(t)} es Li. o Ld.

Solucién:

)

Buscmamos a, b, c,d, e, f € R tales que

£(t) = 3—5t+2t2 = apy () +bpa(t)+cps(t),  g(t) = 1=3t = dp,(t)+epa(t)+fps(t).
Asi,

a(1—t*)+b(14t)+c(1+t+1%) = 3-5t+2t>,  d(1—t*)+e(1+t)+f(1+t+t%) = 1-3¢,
0 sea,

at+btct(bto)t+(c—a)t? = 3-5t+2t* vy dretfr(etft+(f—d)t* = 1-3t.

Asi, planteamos los sistemas de ecuaciones

atb+c=3 d+e+f=1
b+c= -5 y €+f:—3’
—a +c=2 -d +f=0

que tienen por soluciones a = 8,0 = —15,¢ = 10y d = 4,e = =7, f = 4, por
lo que, en la base {p1(t), p2(t), p3(t)}, las coordenadas de f(t) son (8, —15,10)
y las de g(t) son (4,—7,4).

En la base {pi (), p2(t), p3(t)}, las coordenadas de p;(t) son (1,0,0), por lo que
la dependencia o independencia lineal pedida es equivalente a la dependencia
o independencia lineal de los vectores (1,0,0), (8, —15,10) y (4, —7,4), lo que

1 0 0
a su vez es equivalente a que la matriz A = | 8 —15 10 | tenga 3 filas (o
4 -7 4

columnas) pivote.

Como al escalonar esta matriz obtenemos
1 0 0 1 0 0 1 0 0 10 0
8 —15 10 | ~| 0 =15 10| ~|0 1 =-2/3|~]101 —-2/3
4 -7 4 0 -7 4 0 -7 4 00 —2/3

por lo que la matriz tiene 3 filas Li., por lo que el conjunto de vectores {p1(t), f(t),g(¢)}
es Li.



Puntaje:

a) Para cada uno de los polinomios f(t) y g(t):

Por plantear correctamente un sistema que permita calcular las coordenadas
del polinomio: 0,5 puntos.

Por resolver correctamente el sistema: 0,5 puntos.
Por obtener correctamente los ponderadores de la combinacion lineal busca-

da (o sea, por dar las coordenadas del polinomio en la base {p1(t), p2(t), p3(t)}):
0,5 puntos.

Por plantear alguna forma correcta de enfrentar el problema (cantidad de
filas independientes de una matriz, soluciones no triviales de algin sistema,
etc.): 1 punto.

Por aplicar correctamente la forma planteada en el punto anterior: 1,5 pun-
tos.

Por responder correctamente la pregunta, diciendo que el conjunto {p;(¢), f(¢), g(t)}
es L.i., 0,5 puntos.

A lo anterior se le suma el punto base.



8. En cada caso, determine si la afirmacién es VERDADERA o FALSA, y justifique su
respuesta (el indicar correctamente si es V o F sin una justificacién adecuada no tiene
puntos):

a)

El subconjunto de R?
E = {(z1,25) € R*: 9z] + 223 < 4}

es un subespacio vectorial de R?.

b) Si A es una matriz de n x n tal que A% = A, entonces Col(A) N Nul(4) = {0}.
¢) Si n es impar y A es una matriz de n X n que satisface AT = —A entonces
Nul A # {0}.
Solucion:
a) Falso.

El par (0,1) pertenece a E (ya que 9-0% +2-12 =2 < 4, pero 2(0,1) = (0,2)
no (9-0%+2-22=8>4).
Asi, E no es cerrado bajo ponderacion.

Otra forma de demostrar que F no es subespacio vectorial de R? es probar que
no es cerrado bajo suma. Para ello, debemos exhibir dos pares ordenados que
pertenecen a E pero cuya suma no.

Por ejemplo, considerando (1/2,0) y (0,1) vemos que 9 - (%)2 +2.02 = % <4y
9-02+2-12 =2 < 4, por lo que tanto (1/2,0) como (0, 1) pertenecen a E. Pero
su suma es (1/2,1), y como 9 - (%)2 +2-12=1>4(1/2,1) ¢ E.
Verdadero.

Sea y € Col(A) N Nul(A).

Por estar y € Col(A), existe x € R™ tal que Ax = y. Como A? = A, Ay =
A(Ax) = A2x = Ax =y.

Pero y € Nul(A), por lo que y = Ay = 0, de donde el tnico posible valor de y
es 0, lo que significa que Col(A) N Nul(A) = {0}.

Verdadero.

Por ser A de n x n, det(—A) = (—1)"det A, Como n es impar, (—1)" = —1, por
lo que det(AT) = det(—A) = — det(A).

Por otra parte, sabemos que det(AT) = det A, por lo que det A = —det A, de
donde det A = 0.

Pero entonces A no es invertible, porlo que Nul A # {0}.



Puntaje:

a) =

Por exhibir un vector (a,b) € R? y un escalar « tal que (a,b) € E pero
a(a,b) € E, o dos vectores (a,b), (c,d) € R? tales que (a,b), (¢,d) € E pero
(a+c,b+d) ¢ E, 1,5 puntos.

Por concluir (basado en lo anterior) que E no es espacio vectorial, 0,5 puntos.
Por probar que y € Col(A) — Ay =y, 1 punto.

Por probar que y € Col(A) N Nul(A) — y = 0, 1 punto.

Por llegar a que A no es invertible, 1,5 puntos.

Por concluir que Nul A # {0}, 0,5 puntos.

A lo anterior se le suma el punto base.



