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1. Considere el sistema de ecuaciones en variables x,y, z

r+ay+2z=1
y+2z2=2
r+y+az=>

Determine para qué valores de a,b € R el sistema:

a) Tiene infinitas soluciones.
b) Tiene solucién tnica.

c¢) No tiene solucién.

Solucion:
1 a2 |1
Observe que la matriz ampliada asociada al sistema es: | 0 1 2 | 2 |, realizando la op-
1 1 a | b
eracién f3 — F3 — F} obtenemos la matriz
1 a 2 | 1
0 1 2 | 2 (1)
0 1—a a—2 | b—1

Observe que si a = 1 la matriz queda

11 2 | 1

o1 2 | 2

00 -1 | b—-1
que, independiente del valor de b corresponde a un sistema que tiene solucién unica ya que
todas las filas y columnas de la matriz de coeficientes tienen pivotes.

Si a # 1 tenemos que realizar una nueva operacién de filas paar escalonar la matriz (1). Al
realizar la operacién F3 — F3 + (a — 1)Fy, obtenemos la matriz

11 2 | 1
01 2 | 2
00 3a—4 | 2a+b—3



4
Sia= 3 la matriz queda
11 2 | 1
01 2 | 2
000 /| b-—1/3

1 1
por lo tanto es inconsistente si b # 3 y tiene infinitas soluciones si b = 3

4
Sia# 3 todas las filas y columnas de la matriz de coeficientes tienen pivotes y por lo tanto el

4
sistema tiene solucién tinica, en resumen, el sistema tiene solucién tnica si a # 3 e independi-
4 1

ente de lo que valga b, tiene infinitas soluciones si a = 3 y b= 3 y es inconsistente si a = 3 y
1
b+# —.
7 3
Distribucién de puntajes:

e (1 punto) por plantear la matriz ampliada.

1 punto) por escalonar correctamente la matriz.

1 punto) por la separacién adecuada en casos

(
(
(
(

1 punto) Por determinar, justificadamente, los valores para los que el sistema tiene
solucion unica.

(1 punto) Por determinar, justificadamente, los valores para los que el sistema no tiene
solucién.

(1 punto) Por determinar, justificadamente, los valores para los que el sistema tienen
infinitas soluciones.



2. Suponga que el sistema Ax = b tiene como solucién el conjunto

1 -3 0
0 1 0
T= |, +t 9 + s _q it,s € R
0 0 1
-5
a) (Es 3 solucién del sistema Ax = b?
-1
Solucién:
-5
Observe que el vector 3 es solucion del sistema si y soélo si existen ¢t y s € R tales
-1
que
-5 1 -3 0
21 |0 L 1 n 0
77| 2 2 | 77 -1
-1 0 0 1
observe que parat =2y s = —1 se cumple la igualdad, por lo tanto el vector si pertenece

al conjunto solucién.

Distribucion de puntajes:
— (1 punto) por plantear la ecuacién.
— (0.5 punto) por determinar el valor de s.
— (0.5 punto) por determinar el valor de t.
— (1 punto) por concluir.

b) ;Existe un vector ¢ de modo que el sistema Ax = ¢ tenga como solucién exactamente el

conjunto
1 -3
1 1
= ?
x 1 +1 9 ;teR
0 0
Solucion:

No es posible porque si Ax = ¢ es consistente, por teorema sabemos que el conjunto solucién
es el conjunto solucién del sistema homogéneo Axr = 0 mas una solucién particular, pero del
enuncaido tenemos que la solucién del sistema Az = 0 es el conjunto

-3 0
=t L + it,s eR
T = 9 S| _q |ts

0 1



3.

que no coincide con el descrito.

Distribucién de puntaje:

a)

(1 punto) por afirmar que no.

(2 puntos) por justificar correctamente.

Demuestre que si el conjunto {u, v} es linealmente independiente, entonces el
conjunto {u+v, u-v} también lo es.

Solucion:

Observe que a(u+v) = f(u—v) =0siysdlosi (a+ F)u+ (a— B)v =0, por hipétesis,
tenemos que {u, v} es li, por lo tanto necesariamente « + 5 = 0y o — = 0, lo que
implica que aw = 8 = 0, luego {u + v,u — v} es linealmente independiente.

— (1 punto) por plantear loa definicién (puede ser de manera implicita)

— (1 punto) por el desarrollo de la demostracion.

— (1 punto) por la conclusién.
Demuestre que si A es una matriz de 3 x 5 y D una matriz de 5 x 3 tales que AD = I3,
entonces las columnas de A generan todo R?.(I3 es la matriz identidad de tamano 3 x 3).

Solucion:

Observe que las columnas de A generan R? si y sélo si Az = b es consistente para todo
b € R3. Dado b € R3 considere x = Db y observe que

Az = A(Db) = (AD)b=1Ib =D
por lo tanto Ar = b es consistente, y de esta forma podemos concluir que las columnas

de la matriz A generan todo R3.

— (1 punto) por plantear alguna equivalencia til para demostrar lo pedido.
— (1 punto) por el desarrollo de la demostracion.

— (1 punto) por la conclusién.



4. Sea T : R? — R3 una transformacién lineal tal que:

a)

({ g }) ol ([ 1 }) ;
2 2
Determine la matriz de la transformacion.

Solucion:

Sabemos que la matriz de la transformacién es [T'(e;1), T'(e3)], para esto observamos primero

= L 0 lo tant
que e; = 5| o , por lo tanto

rer-a([1])-m- [3]-[4]- [

.Es T uno a uno?

Solucién:

Una forma escalonada de la matriz [T7] es

O O =
O =

luego podemos concluir que 7" es uno a uno ya que la matriz de la transformacién tiene
dos pivotes, es decir, todas las columnas tiene pivotes.

.Es T sobre?
Solucion:

La transformacién no es sobre ya que no todas las filas de la FE tienen pivotes.

Distribucién de puntajes:



5 Sea A= | —

2)

(1 punto) por determinar T'(e;)

(1 punto) por determinar T'(es)

(1 punto) por determinar la matriz

(1 punto) Por escalonar la matriz

(1 punto) Por justificar porque es uno a uno.
( )

1 punto) Por justificar porque no es sobre.

O =
S )
~o o

Determine para qué valores de k € R la matriz A es invertible.

Solucion:

Sabemos que A es invertible si y solo si A tiene 3 pivotes, para determinar esta condicién

escalonamos la matriz obteniendo que

1 06 1 06 1 0 6
A N F—FtFy 0 26 ik 01 3| ~mor-sm 0 1 3
05 k 0 5 k 0 0 kE—15
por lo tanto A es invertible si y s6lo si k # 15.
Para k = —1 escriba A como producto de matrices elementales y calcule A~
Solucién:
Del inciso anterior tenemos que
1 0 0 1 0 0 1 00 1 0 6
0 1 0 0 1/2 0 11 0[A=]101 3
0 =5 1 0 0 1 0 01 0 0 —16
si seguimos escalonando tenemos que
10 0 1 0 0 1 0 O 1 00 1 06
0 1 0 0 1 0 0 1/2 0 11 0]|A=]01 3
00 —1/16 0 =5 1 0 0 1 0 01 0 01
restando tres veces la tercera fila a la segunda obtenemos
1.0 0 ][10 0 1 0 0 1 0 0 100 1
01 =3 0 1 0 0 1 0 0 1/2 0 11T 0[A=10
|00 1 |00 —1/16 0 =5 1 0 0 1 001 0
finalemnte
(10 —6][10 0 1 0 0 1 0 0 1 00 1 00
01 0 1 -3 01 0 0 1 0 0 % 0 1 10
00 1 |J[0O0 1 00 I—é 0 =5 1 0 01 0 01

o = O
_— o O



por lo tanto
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por otra parte, al despejar A, invirtiendo las matrices elementales, tenemos que

1 00 1 00 1 00 1 0 O 1 00 1 06
A= -1 10 020 010 01 O 013 010
0 01 0 01 05 1 0 0 —16 0 01 0 01

Distribucién de puntajes:

e (1 punto) por establecer una equivalencia para determinar condiciones que determinan
que A es invertible.

por determinar valores de k.

(1 punto
por determinar las elementales que llevan A a la identidad.

1 punto

Por determinar A~!.

Por describir A como producto de elemntales

~—_ ~— ~— ~—

(
(1 punto
(2 punto



