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1.

MAT1203 » Algebra Lineal

Solucién a la Interrogacion N° 1

a) Escriba la ecuacién cartesiana del plano que pasa por los puntos (1,1, 1), (—=1,2,3) y (0,1, 3).
Primera Solucién:
Sea Ax + By + Cz + D = 0 la ecuacién buscada.
Ya que el plano pasa por los puntos (1,1,1), (=1,2,3) y (0,1, 3), debe tenerse:
A+ B+ C+D=0
—A+2B+3C+D=0
B+3C+D=0
Resolviendo el sistema (por ejemplo, escalonando, o por algin otro método), llegamos a
2 2 1
A=—-—-D, B=—-—-D, (C=--D.
5 5 5
Escogiendo D = —5 (para simplificar los célculos), llegamos a A =2, B =2, C' = 1; o sea,
la ecuacién cartesiana del plano dado es
20 +2y4+2—-5=0
(o cualquier miltiplo no nulo de ella).
Segunda Solucién:
Dado que los puntos (1,1,1), (—=1,2,3) y (0,1, 3) estén en el plano, dos vectores contenidos
en el plano son (—1,2,3) — (1,1,1) = (—=2,1,2) y (0,1,3) — (1,1,1) = (—1,0,2).
Asi, un vector normal al plano esta dado por
(—2,1,2) x (—1,0,2) = (2,2, 1),
por lo que la ecuacién paramétrica de este plano es de la forma
((%y, Z) - (l‘o, Yo, ZO)) : (27 27 1) = 07 Y (SC, Y, Z) ' (27 27 1) - (ill'o, Yo, ZO) : (27 27 1) = 07
lo que es equivalente a 2z + 2y + z — (2x9 + 2yo + 20) = 0.
Reemplazando cualquiera de los puntos por los que pasa el plano (por ejemplo, (1,1,1)) en
esta ecuacion, obtenemos D = —5, con lo que finalmente la ecuacion buscada es
2¢ +2y+ 2z —5 =0 (o, como se dijo antes, cualquier miltiplo no nulo de esta).
b) Escriba la ecuacién paramétrica de la recta que es perpendicular a este plano y pasa por el
punto (1,1, 1),
Solucion:

Si una recta es perpendicular a este plano, su vector director 3 debe ser un multiplo no nulo de
(A, B,C) = (2,2,1). Asi, podemos tomar d = (2,2,1) como vector director.



Como la recta pasa por 5) = (1,1,1), su ecuacién paramétrica es
X =T +tv =(1,1,1) +£(2,2,1).

Como en esta ecuacién X representa a (x,y, z), podemos escribir esta ecuacién como (z,y, z) =
(1,1,1) +%(2,2,1), como (x,y,z) = (1+2t,14+2t,1+¢) o incluso como el sistema de ecuaciones

r =1+2t
y =142t
z=1+t

Puntaje:

a) = Por plantear correctamente una forma de resolver el problema (por ejemplo, un sistema
de ecuaciones como el mostrado), 1 pto.

= Por resolver la o las ecuaciones necesarias para llegar a la ecuacién buscada, 1 pto.

» Por llegar a la ecuacién 2x + 2y + z — 5 = 0 (o cualquier miltiplo no nulo de ella), 1
pto.

Por ejemplo:
En la primera solucion planteada, se da un punto por plantear el sistema cuyas incégnitas

son los coeficientes de la ecuacién buscada; 1 punto por resolver el sistema; y 1 punto por
llegar a la ecuacion.

En la segunda solucion presentada, se da 1 punto por hallar los dos vectores y plantear que
se necesita encontrar el producto cruz; 1 punto por calcular el producto cruz y plantear la
ecuacién de la forma (? — ?0) =0 ;v 1 punto por llegar a la ecuacion final.

b) = Por identificar correctamente el vector director de la recta, 1 pto.

» Por escribir la ecuacién de la recta en cualquiera de las formas indicadas (u otra co-
rrecta), 2 ptos.

A lo anterior se le suma el punto base.



2. Dado el sistema de ecuaciones lineales
Q31+3£C2+7$C3:0
T+ 91‘2 +43§'3 =—1
201+ 1o+ w3 =1

a) [1 pto] Exprese el sistema como una matriz aumentada.
b) [3 pts.] Exprese la matriz en su forma escalonada reducida por filas.

c) [2 pts] Determine si el sistema es consistente o inconsistente
Solucién:

a) La matriz aumentada del sistema es

3
9
1

b) Al llevar la matriz a su forma escalonada reducida por filas, obtenemos

- 55 -
100 —
93
v 16
A~101 0 ——
93
1
001 ——
i 93

c) Ya que la dltima fila no nula de la matriz aumentada no tiene el pivote en la ultima
columna (todos lowivotes estan en la zona correspondiente a la matriz A, no en la parte

. . g . .
correspondiente a b en la ecuacion AX =b ), el sistema es consistente.
Puntaje:

a) Sila matriz estd correcta, 1 punto. Si no, 0.

b) Sila matriz ha sido llevada correctamente a su forma escalonada reducida por filas, 3 puntos.

Si la forma escalonada reducida por filas esta incorrecta, pero la matriz ha sido llevada
correctamente a una forma escalonada, por ejemplo

13 7T 0 13 7
(1370 1370
A=|194 -1 |~ |06 =3 —1 o A=l194 -1 |~ |06 -3
2 11 1 2 11 1
31 1 31
00 5 o | 00 -3

se dan 2 puntos.

c) = Por decir que el sistema es consistente, 1 punto.
= Por una justificacién adecuada, 1 punto.

A lo anterior se le suma el punto base.




3. a) [4pts] Encuentre todos los valores de h para los que el vector o = (—2,5, h) se encuentra
en el plano generado por {7, W }, donde V = (h,—1,4) y W = (2,-3,1).
Primera Solucién:
Que el vector U esté en el plano generado por {7, W } es equivalente a que [ﬁ, 7, W] =
(U x V)W =0.

Como

(A x V)W = ((=2,5,h)x(h,—1,4))-(2, =3,1) = (20+h, h>+8,2—5h)-(2, —3,1) = 18—3h—3h?,
los valores buscados son aquellos que satisfacen 18 — 3h — 3h? = 0, o equivalentemente
h?4+h—6=0,dedonde h =20 h = —3.

Segunda Solucién:

Para que el vector U se encuentre en el plano generado por {7, W }, U debe ser combi-
nacién lineal de v/ y w.

En otras palabras, deben existir x e y tales que

h 2 -2
x| -1 |+y| -3 ]|= 5 |,
4 1 h
0 sea
xh 42y = -2
—r—3y=>5
dr+ y=nh

Note que este NO ES UN SISTEMA LINEAL, por lo que debemos resolverlo en forma ad
hoc. Por ejemplo, podemos despejar y en la tltima ecuacion, obteniendo y = h — 4z, lo que
al reemplazarlo en las dos primeras ecuaciones da

zh+2(h —4z) = -2
—x—3(h—4x) =5

Reduciendo términos semejantes, obtenemos

zh+2h — 8¢z = —2
11z —3h =5

3h+5 .
T; reemplazando en la primera
llegamos a 3h% + 3h — 18 = 0, o equivalentemente, h? + h — 6 = 0, que tiene por soluciones
ah=2yh=—-3. Asi, los valores de h para los que U se encuentre en el plano generado
por {7,?} son h=2yh=-3.

Tercera Solucidn:

Despejando x en la segunda ecuacion, tenemos z =

Considerando el sistema
xh 42y = -2
—x—3y=2>5
dx+ y=nh



(mencionado en la solucién anterior) como un sistema lineal con incognitas = e y, en que h
es un parametro, su matriz ampliada seria

h 2 =2
-1 =3 5
4 1 h

Aplicando eliminacién Gaussiana (escalonando), obtenemos

h 2 -2 [ -1 -3 5 1 3 -5 1 3 -5
-1 -3 5 |~ h 2 =2|~|h 2 —2|~102-3n —2+5h
4 1 h 4 1 A 4 1 h 0 —11 h+20
B 3 = ! ’ h_JEQO
1 3 -5
h + 20
0 _h+

11
00 3h* + 3h — 18
i 11

Este sistema es consistente si y solo si 3h? 4+ 3h — 18, o equivalentemente, h? +h —6 = 0, o
sea, si y solo si h =2 o h = —3, que son los valores buscados.

b) [2 pts.] Para los valores de h hallados en la parte anterior, jes {ﬁ, v, v_v>} un conjunto
linealmente dependiente o linealmente independiente? Justifique su respuesta.

Solucién:

Para los valores de h que satisfacen la condicién mencionada en (a), U debe ser combinacién lingl
de vV y W, por lo que deben existir x e y tales que u = x?%—yw, por lo que ﬁ—x?—yw =0.
Como el coeficiente de U es £ 0, {ﬁ, 7, W}} es linealmente dependiente.

Puntaje:

a) = Por plantear correctamente una forma de resolver el problema (por ejemplo, un sistema
de ecuaciones como alguno de los mostrados), 1 pto.

» Por simplificar el sistema anterior, y llegar a una ecuacién que solo involucre a h, 2
ptos.
Si quedan a medio camino en esto, reciben 1 pto.

= Por llegar a los valores h =2y h = —3, 1 pto.

b) Por indicar que {ﬁ, ?, W} es linealmente dependiente CON UNA BUENA JUSTIFICA-
CION, 2 ptos.
Se puede dar puntaje parcial (1 punto) si la justificacién es insuficiente, pero solo decir que
son l.d. (sin justificar) recibe 0 ptos.



0O 0 0 10

1 1 -1 2 0
4. Sea A = 5 1 1 1 ol

3 0 30

a) {Existe un vector b € R* tal que AX = b no tiene solucién? De ser asi, encuentre al
menos uno.

b) Determine b € R b # 0 tal que AX = b posee soluciéon, y determine la solucion
general en dicho caso.

Solucion:

— - —
a) Sea b = (b, by, b3, by). Consideremos la matriz ampliada A del sistema AX = b,y —

aplicando operaciones elementales— escalonémosla:

00 0 10 b 1 1 =12 0 b
F 1 1 =1 200b| ~ |0 0 0 10 b
- 2 -1 1 10 b |22 -1 1 10 by
'3 0 0 30 by 30 0 30 b
~ [1 1 =1 2 0 b 1 1 =1 2 0 b
fa—2f, 00 0 1 0 b ~ |0 =3 3 =30 by—2b
P 0 =3 3 =30 b3—2b |10 0 0 1 0 b
|0 -3 3 =3 0 by—3b 0 =3 3 —3 0 by—3by
(1 1 -1 2 0 by
~ 0 =3 3 —3 0 by—2b
fa+(=1D)f2 0 0 0 1 0 bl
(0 0 0 0 0 by—by—bs

Observamos que, si by — by — b3 = 0, la tltima fila de esta matriz escalonada es nula, por lo
que en ese caso el sistema es consistente; por otra parte, si by — by — b3 # 0, la ltima fila
tiene un pivote en la dltima columna, por lo que el sistema es inconsistente.

%
Asi, es claro que existe un vector b = (by, by, b3, by) para el cual el sistema no tiene solucion;
E}asta escoger los valores de by, by, b3, by de modo que by — by — b3y # 0, por ejemplo, tomando
b =(0,0,0,1).

b) En esta parte, basta elegir ﬁ = (by, b, b3, by) de modo que by — by — by = 0, por ejemplo,
b = (0,0,1,1). Para hallar la solucién general en este caso, debemos llevar la matriz a su
forma escalonada reducida por filas, por ejemplo, partiendo de la forma escalonda de (a) y
continuando el proceso:



[0 0 0 1 0 b 1 1 -1 2 0 by
i 1 1 -120%b| |0 =33 =30 b—2bh
2 -1 1 1 0 by 0 0 0 1 0 by
(3 0 0 30 b 0 0 0 0 0 by—by—Dbs
1 1 -1 2 00 11 -1 2 0 0 ]
_ 0 -3 3 =301~ |01 -110 —3
- 00 0 1 00| *2l0o0 0 10 0
00 0 0 00 (00 0 00 0 |
(10 0 10 0 ~ [10 0 00 3§ ]
~ 01 -110 —3| s |01 =100 —3
AEEYE 100 0 10 0 | sers OO0 0 10 0
(00 0 00 0 00 0 00 0
- .
por lo que —en el caso en que b = (0,0, 1,1)— la solucién general esta dada por
1
Ilzg
1
:B2:—§—|—ZE3
CL’4:0

Puntaje:

a) = Por llegar a la condicién by — by — by = 0 para que el sistema tenga solucién, 2 puntos.
_>
= Por mostrar un b para el cual el sistema no tiene solucion, 1 punto.
- . . Ny
b) = Por mostrar un b para el cual el sistema tiene solucién, 1 punto.
= Por llegar a la matriz escalonada reducida del sistema, 1 punto.

_)
= Por dar correctamente la soluciéon general del sistema para el valor escogido de b, 1
punto.

A lo anterior se le suma el punto base.



5. Sea T : R? — R3 una transformacién lineal con T'(xy, 15) = (271 — T2, —3x1 + T, 271 — 3T3).
Encuentre, si es que existe, X = (1, 23) tal que T(X) = (0, —1, —4).

Solucion:

Buscamos ¥ = (21, 2) tal que (221 — xg, =321 + 9,221 — 329) = (0, —1, —4), o sea, tal que

2131 — Ty = 0
—31‘1 + X9 = —1
201 — 31y = —4

Para resolver el sistema, escribimos su matriz aumentada, y la llevamos a su forma escalonada
reducida por filas:
2 -1 0 1
-3 1 —-1|{~1]0
2 -3 —4 000

El que la dltima fila no nula de esta matriz tenga un pivote en una columna anterior a la tltima
nos dice que el sistema es consistente, y de paso nos muestra una solucién: X = (x1,22) = (1,2)
(de hecho, esta es la tinica solucién).

Puntaje:

= Por plantear el sistema que deben satisfacer x; y z9, 2 puntos.
= Por llegar a que el sistema es consistente, 2 puntos.

= Por encontrar ¥ = (1,2) que satisface la condicién pedida, 2 puntos.

A lo anterior se le suma el punto base.



6. Encuentre el patrén de flujo general de la red que se ilustra en la figura. Suponiendo que todos
los flujos son no negativos, jcudl es el valor més pequeno posible para x,?

B
X2 100

X1 Y X3

Xq 80

Solucion:

En la red, cada nodo (A, B, C) da lugar a una ecuacién, en que la suma de los flujos entrantes
es igual a la suma de los flujos salientes:

I + Ty = T2 (A)
Ty = 25 4+ 100 (B)
73+ 80 = 24 (C)

En otras palabras, tenemos el sistema

1 — X9 +ZE4:0
Lo — I3 =100

r3 — 1y = —80

La matriz aumentada de este sistema es
1 -1 0 1 0

A=]0 1 -1 0 100
0 0 1 -1 =80
Al llevarla a la forma escalonada reducida por filas, obtenemos
3 1 00 0 20
A~ |0 1 0 -1 20 |,
001 —1 —80

o sea: la solucion general del sistema, y por ende el patrén de flujo general de la red es
T = 20
To = T4 + 20
T3 = Ty — 80
La ultima ecuacion nos dice que, para que x3 > 0, debe tenerse x4 > 80, De hecho, si x4 = 80,

obtenemos x; = 20, o = 100 y x3 = 0, valores todos que cumplen con la restriccion de ser > 0.
Asi, el valor mas pequeno posible para x4 es 80.



Puntaje:

= Por plantear correctamente el sistema de ecuaciones de la red, 1 pto.
= Por llegar a la solucion general del sistema, 2 ptos.
= Por deducir que x4 no puede ser < 80, 1 pto.

» Por mostrar que x; = 80 efectivamente da lugar a una solucién factible (o sea, en que todos
los x; son > 0), 1 pto.

= Por concluir que el valor minimo posible para x4 es 80, 1 pto.

A lo anterior se le suma el punto base.



7. Sea P C R3 el plano de ecuacién x; — x5 +1 =0, y sea T : R® — R* la transformacién dada por

1 0 3

-1 1 0
T(X) = AX, donde A = o 1 3 |

0 -2 —6

Demuestre que la imagen del plano P bajo la transformacién 7' es una recta en R*.
Primera Solucién:

Despejando x5 en la ecuacion del plano, obtenemos x, = x; 4+ 1. Reemplazando, tenemos

1 0 3 T+ 3333
-1 1 0 T 1
T(X)=T(ey,22,05) = T, tlas) = | | 4 x1x+ B I BT
0 —2 —6 3 —2 — 2x; — 613
Esto puede ser escrito como
1 + 373 0 1 3
1 1 0 0
T(X) = Tbay+3zs | | 1 | TP | TR 3
-2 — 21’1 - 61’3 —2 —2 —6
Pero (3,0,3,—6) = 3(1,0, 1, —2), por lo que
[0 ] 1 3 0 1 1
1 0 0 1 0 0
T(X)=| | |+o| | |+ s | =1 [ fta| g |3
| —2 | -2 —6 -2 -2 -2
[0 ] 1
1 0
- 1 + (1’1 + 3$3) 1 s
| —2 | —2

que es la ecuacién de una recta con direccion (1,0, 1, —2) que pasa por (0,1,1, —2).
Segunda Solucién:

Comenzamos buscando 3 puntos no colineales en P,

Tomando x; = 0, obtenemos x5 = 1, y x3 puede tomar cualquier valor.

Asi, dos puntos de P son A(0,1,0) y B(0,1,1).

Un tercer punto de P estd dado por C(1,2,0).

— —
Para demostrar que A, B y C no son colineales, debemos probar que AB y AC' son 1.i.
ey S
Se ve facilmente que AB= (0,0,1) y AC= (1,1,0) son Li., ya que ninguno de ellos es miiltiplo
del otro.

— —
Asi, todo punto de este plano puede ser expresado como A+a AB +3 AC, y las imagenes de los
—

— — —
puntos del plano son de la forma T'(A)+oT(AB)+ ST (AC). Mostraremos que T(AB) y T(AC)



— —
son 1.d., por lo que toda combinacién lineal aT'(AB) + ST (AC) es en realidad un ponderado de
—

T(AB), de donde la imagen de P bajo T es la recta que pasa por T'(A) y tiene la direccién dada
—
por T(AB).

En efecto: las imagenes de A, B y C son, respectivamente,
T(A)=(0,1,1,-2),T(B) = (3,1,4,-8) y T(C) = (1,1,2, —4),

por lo que

N
T(AB) =T(B) — T(A) = (3,1,4,—8) — (0,1,1, -2) = (3,0, 3, —6)

=
&l
I

T(C) - T(A) = (L 17 27 _4) - (07 17 17 _2> = (L 07 17 _2)7
— —
por lo que T(AB) = 3T(AC), lo que muestra que ambos vectores son 1.d.

Puntaje:

» Una demostracion correcta (completa, bien argumentada, y que no se da vueltas innecesa-
rias) recibe 6 puntos.

» Una demostracién esencialmente correcta, pero que no esta completa (va bien encaminada,
pero no llega a establecer la propiedad pedida), o no esté totalmente bien argumentada (por
ejemplo, se salta la justificaciéon de partes importantes), o que pierde tiempo en detalles
irrelevantes) recibe 4 puntos.

= Una demostracion que tiene indicios de ir en la direccién correcta, pero no llega significati-
vamente cerca de lo que se desea; o a la que no le falta tanto para terminar, pero estd muy
mal argumentada (por ejemplo, se justifican afirmaciones con argumentos erréneos) recibe
2 puntos.

= Una demostracién que ni siquiera da indicios de ir bien encaminada, recibe 0 puntos.

= De ser necesario (una respuesta no calza exactamente en una de estas cuatro categorias)
se le da el promedio de puntaje correspondiente a las dos categorias mas cercanas dadas
arriba.



8. En cada caso, determine si la afirmaciéon es VERDADERA o FALSA, y justifique su respuesta
(el indicar correctamente si es V o F sin una justificacién adecuada no tiene puntos):

a)

Si S es un conjunto linealmente dependiente, entonces cada vector es una combinacién lineal
de los otros vectores en S.

Solucion:

FALSO
Es posible que uno de los vectores no sea combinacién lineal de los otros, por ejemplo: en

S = {(170)7 (270)7 (1? 1>}

el vector (1,1) no es c. l. de (1,0) y (2,0), sin embargo
2(1,0) — 1(2,0) +0- (1,1) = (0,0)

por lo que S = {(1,0),(2,0),(1,1)} es linealmente dependiente.

Si la matriz de coeficientes A tiene posicién pivote en cada fila, entonces el sistema Ax = b
es inconsistente.

Primera Solucién:

FALSO

Si A tiene una posicién pivote en cada fila, entonces dado cualquier vector ﬁ la matriz

: . - . .
ampliada del sistema AX = b tendrs todos sus pivotes en columnas que pertenecen a A.
Pero un sistema es inconsistente si y solo si la tltima posicién pivote de su matriz ampliada

esta en la columna correspondiente a b, lo que evidentemente no ocurre en este caso.
Segunda Solucién:

También es posible mostrar que esto es falso mostrando un contraejemplo.

Por ejemplo, la matriz A = [ 01 tiene una posicién pivote en cada fila, y dado cualquier

— — -
b € R?, por ejemplo, b = [ g ], se tiene que el sistema AX = b es consistente; en el

. . . 1
caso mostrado, el sistema tiene solucion X = [ 9 }

Si A es una matriz de 4x3, entonces la transformacién X — AX mapea R? sobre R?, (o,
dicho de otra forma, mapea R? sobreyectivamente en R?).

Primera Solucion:

FALSO

Claramente, A es la matriz estandar de la transformacion lineal dada.

Sabemos (Teorema 12, p. 77) que una transformacién mapea R? sobre reals? si y solo si las
columnas de A generan a R, Por otro lado (Teorema 4, p. 37) las columnas de A generan
a R* si y solo si A tiene una posicién pivote en cada fila. Pero esto es imposible, ya que A
tiene 4 filas y solo 3 columnas (y por lo tanto puede tener a lo més 3 posiciones pivote).
Segunda Solucién:

En este caso también es posible usar un contraejemplo.



1 00 .
. . 010 L ! 5
Por ejemplo, dada la matriz A = 00 1| " existe ningin X = 2 | €R3tal que
00 0 v
0 Z1
AX = 0 , ya que AR = | 2
0 Z3
1 0
Puntaje:

En cada parte, se dan los dos puntos si se da una justificacion correcta.

En la parte (a), una buena justificacién es un contraejemplo; en las partes (b) y (¢) puede

ser un contraejemplo o un argumento que pruebe que pasa lo contrario (como los aqui
exhibidos).

A lo anterior se le suma el punto base.



