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1. Encuentre un punto y una direccién de la recta dada por la interseccién de los planos de ecua-
ciones x1 +x9 +x3 =2y x1 —xy = 3, y uselos para encontrar las ecuaciones simétricas de dicha
recta.

Primera Solucién:

Para encontrar un punto en la interseccion de los dos planos, reemplazamos una de las variables
(por ejemplo x3) por un valor arbitrario, por ejemplo x3 = 0, y resolvemos el sistema resultante:

T1+Ty = 2
Ty — 22 = 3
Como la solucién de este sistema es x1 = 5/2, x5 = —1/2, un punto en la interseccién de los dos

planos es (x1, z2,x3) = (5/2,—1/2,0).

Para encontrar una direccion de la recta, nos basta encontrar otro punto, lo que puede ser hecho
reemplazando x3 por otro valor, por ejemplo, x3 = 1, que lleva al sistema

T1+axy = 1
Ty — T2 = 3
que tiene por solucién x; = 2, x5 = —1, lo que nos da el punto (z1,xs,z3) = (2,—1,1).

Asi, finalmente, la direccién de la recta estd dada por el vector (5/2,—1/2,0) — (2,—1,1) =
(1/2,1/2,—1), o equivalentemente, por el vector 3 =(1,1,-2).
Del punto y la direccién obtenemos las ecuaciones simétricas de la recta:
r—2 y+1 1-—=z2
1 1 2

Segunda Solucién:

También es posible resolver el sistema en general (escalonando la matriz, llegando a la solucién

general
5} T3
T = - —-—=
2 2
1 T3
Ty = —=— —
? 2 2

Aqui, de nuevo, podemos encontrar dos puntos dando a x3 valores arbitrarios, por ejemplo, 3 = 1
y 3 = —1, que dan respectivamente los puntos (z1, x2, z3) = (2,—1,1) y (21, 22, z3) = (3,0, —1).
Y una direccion esta dada por

d = (3,0,-1) — (2, -1,1) = (1,1,-2).



Tercera Solucidén:

Una forma alternativa de encontrar la direccion de la recta buscada es tomando el producto cruz
de los vectores normales a los planos.

En otras palabras:
d=(1,1,1) % (1,-1,0) = (1,1, -2).



2. Exprese paramétricamente las soluciones del sistema de ecuaciones

D

23171 + 4[1/’2 + 2[)’23 =
T+ 31‘2 + 21‘3 =
3x1 + Txg +423 = 10

W

Solucion:

La matriz ampliada del sistema es
2 4 2 6
1 3 2 4
37 4 10

Escalonando la matriz, la llevamos a su forma escalona reducida por filas:

24 2 6 1 3 2 4 1 3 2 4 1 3 2 4
1 3 2 4 ~ 242 6 |~|0 -2 -2 =2(~]01T1T1]|~
3 7 4 10 3 7 4 10 0O 0 0 0 0000

Esta tltima matriz nos permite expresar el sistema como

T :1+I3
[Egzl—l’g

Tomando x3 como parametro, la solucion queda

=1+ w3, Ty =1 — w3, T3 = 3.

o O =

O = O

O =

O ==



3. Sea {ﬁ, 7, W} un conjunto linealmente independiente. Demuestre que {ﬁ + 7, o — ?} es
un conjunto linealmente independiente.

Solucion:

Supongamos que {?, v, v_v>} es linealmente independiente.
Sea (a, ) una solucién de la ecuacién vectorial (W + V) + (U — V) = f

Pero entonces (o + )W + (a — B)V = ﬁ, por lo que la combinacién lineal (o + )W + (o —
B) + 0 x v = 0, por lo que, ya que {7, 7, W} es linealmente independiente, debe tenerse
(a4 ﬁ)? + (a—pB) =0, de donde oo = 5 = 0, por lo que {7, 7} es linealmente independiente.



4. Sea T una transformacion lineal tal que

1 0
2 0 3 1
0 1

Determine la matriz que representa a T'.

Solucion:

Buscamos la matriz {T{é} T[(l]} ]

Para ello debemos encontrar T{ (1) } y T{ (1] ], y para esto necesitamos expresar [ é 1 y [ (1) }

como combinaciones lineales de [ ? } y [ i’ } . En otras palabras, buscamos «, 8,7 y J tales que

o=t i)

O sea, debemos resolver los sistemas

20+ 38 =1 . 2y +35 =0
a+ B=0 v+ 0=1

Resolviendo los sistemas, llegamos a a = —1, =1, v=3, d = —2. O sea:

EI I EY N H R R

Asi, como T es una transformacion lineal,

0 1 -1

1 3 2 1 0 1

R I R

1 0 1

y
1 0 3
0 2 3 0 1 -2
r[0)cor[2]-ar[2] s 0 | 2 -] 2|

0 1 -2



5. La red de la figura representa el flujo del transito (en vehiculos por hora) en varias calles de un
solo sentido en el centro de una ciudad, en un momento tipico.

X3 100
Calvert St. T South St.Y T
N
Lombard St.
300 <€ B < ¢ <400
X4
X2 A Xs5Y
Pratt St. |A D
300 > > » 600
X1
A
500

Determine el patron de flujo general para la red, dejando x5 como variable independiente. ; Puede
x5 tomar un valor > 5007 Justifique.

Solucioén:

En cada interseccién (A, B, C, D) el flujo total que entra debe ser igual al flujo que sale, por lo
que:

A: x1 + x9 = 800.

B: x5+ x4 = 300 + 5.

C: x4 + x5 = 500.

D: x4+ x5 = 600.

Asi, debemos resolver el sistema

1+ T2 = 800
To — XT3+ Ty = 300

x4 + x5 = 500

1 + x5 = 600




Al escalonar su matriz ampliada, obtenemos

11 0 0 0 800 1 1 0 0 0 800 11T 0 0 0 800
01 -1 1 0 300 0 1 -1 1 0 300 01 -1 1 0 300
00 0 1 1 500 0 0 0 1 1 500 00 0 1 1 500
1 0 0 0 1 600 | 0 -1 0 0 1 =200 00 -1 1 1 100
(11 0 0 0 800 11 0 0 0 800
01 -1 1 0 300 01 -1 1 0 300
00 -1 1 1 100 00 1 -1 -1 -—-100
|00 0 1 1 500 00 0 1 1 500
(10 1 -1 0 500 100 0 1 600
01 -1 1 0 300 010 0 -1 200
00 1 -1 -1 -100 001 -1 -1 —-100
00 0 1 1 500 000 1 1 500
1.0 0 0 1 600
01 00 —1 200
0010 0 400
(0001 1 500
de donde
T :600—1'5
T9 :200+$5
T3 =400
$4:500—$5

lo que expresa los flujos x1, T2, 3 y x4 en términos de xs.

Finalmente, x5 no puede ser > 500 porque en ese caso x4 seria negativo, lo que es imposible (un
flujo vehicular nunca es negativo).



6. Suponga que AD = [,,, (la matriz identidad de m x m).

— -
a) Demuestre que para toda b en R™, la ecuacién AX = Db tiene una solucién.
%
Ayuda: Calcule ADb.

b) Explique por qué A no puede tener mas filas que columnas.

Solucion:

- - —

a) Sea_> b ean cualquiera. Usandog ayuda, tglemos por una parte que ADb = (AD)b =
I, b :_>b. Por otra parte, ADb = A(Db), por lo que tomando X = Db se tiene
AX = b como se pide.

b) Supongamos que A tiene més filas que columnas. Entonces como al escalonar A en cada
columna hay a lo méas un pivote, es imposible que haya un pivote en cada fila. Asi, al
escalonar A necesariamente encontraremos al menos una fila formada por puros ceros.

%
Pero ent_)onces es posible encontrar un vector b que haga que la matriz ampliada del sistema
AX =D tenga un pivote mas que A, lo que hace que el sistema sea inconsistente.

Esto contradice lo demostrado en la parte (a).



1 2 -1

7.SeaT:{2 4 _9

] . Determine la imagen del plano de ecuacion z; + x3 = 1 por 7.

Solucion:

El plano tiene ecuacién paramétrica (tomando como parametros xo y x3) (71,22, 23) = (1 —
T3, T2, x3), por lo que los puntos Py(1,0,0) (correspondiente a zo = x3 = 0), Pi(1,1,0) (co-
rrespondiente a xo = 1, 23 = 0) y P(0,0,1) (correspondiente a o = 0, z3 = 1) estdn en el
plano.

— —
De esta forma, dos vectores directores del plano son 31 =P,P,=(0,1,0)y 32 =Py P,=(—1,0,1),
por lo que todo punto del P(zy,zs,x3) del plano puede ser escrito como

P=TPo+ 0-/31 + 532-
Asi, dado P(x1, 9, x3) en el plano,

TP = TBo+aTdy + BT d >

Como _
_ -1 o
- 1 2 -1 |1
TPo = 1oy o |Y 72
L | i O ] i
_ ~To] .
1 2 -1 2
rd, - o4 2| | T4l
L - L O ] i
(12 -1 . —2
rd, = 2 4 -2 ; —{—4]’
L 11
- |1 2 2| | 14+2a-258| B 1
tenemos que T'p = {2]+a{4]+6[_4} = {2"‘404—46 = (14 2a —205) 5 . En
otras palabras, la imagen del plano es el conjunto de los ponderados del vector ; , vale decir,

. . . ., 1
la recta que pasa por el origen y tiene direccion dada por el vector [ 9 } .



8. En cada caso, determine si la afirmaciéon es VERDADERA o FALSA, y justifique su respuesta
(el indicar correctamente si es V o F sin una justificacién adecuada no tiene puntos):

a)

Si A es una matriz de 3 x 4, entonces A no es inyectiva.
Solucién:
VERDADERO.

Si A es de 3 x 4, entonces la ecuacién vectorial AX = 0 tiene infinitas soluciones, ya que
—al escalonar A— al menos una de sus columnas no puede contener un pivote, por lo que
el sistema tiene al menos una variable libre.

Dadas dos matrices cuadradas A y B, entonces (A + B)? = A? + 2AB + B? si y solo si
AB = BA.

Primera Solucién:

VERDADERO.

Demostracién. Supongamos primero que (A + B)? = A2 +2AB + B2 Entonces A? + AB +
BA + B? = A%2 + 2AB + B2, por lo que —cancelando los términos que aparecen a ambos
lados— llegamos a BA = AB.

Por otra parte, si AB = BA entonces

(A+B)*=A>+ AB+ BA+ B*= A+ AB+ AB + B> = A*> + 2AB + B>

Segunda Solucion:

Otra forma de demostrar que la afirmacién es verdadera es simplemente partir de una de
las igualdades dadas e irla reemplazando por afirmaciones equivalentes:

(A+ B)?*=A*+2AB+B* <= A*+AB+ BA+ B*=A>+2AB+ B’
<— AB+ BA=2AB < BA=AB.

1 1 2 2
SiAl -1|=|2|vA|lo]=]4
2 3 2 6
3
entonces la ecuaciéon AX = | 6 | tiene infinitas soluciones.
9

Primera Solucién:
VERDADERO.
Seat € R.



Asi,

1 2 2
Al2t]| =1 | +(1—=2t)] 0 = 2A +(1-HA| 0
2 2 2
1 2
= 2t|2|+(1—-1t)| 4
3 6
2t +2(1 — t) 2
6t + 6(1 —t) 6

lo que muestra que hay una cantidad infinita de soluciones.q
Segunda Solucién:

3 1 1 1 3
Vemosque A | =3 [ = A3 —1 =3A -1 =3(2|=1]6],y
| 6 2 3 9
[ 3 2 3
Al 0| = ; = g 41 =161,
| 3 6 9
3
por lo que la ecuacion AX = | 6 | tiene al menos dos soluciones distintas. Pero una

9
ecuacion vectorial (o un sistema de ecuaciones) puede tener cero, una o infinitas soluciones.
Ya que este sistema tiene al menos dos soluciones, debe tener infinitas.



