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1. Determine condiciones sobre «, 8 de modo que

a—f —1 1 1
a+p pertenezca a Gen -1 1, 2 |, 3
20— f 1 1 3

Solucion: El problema es equivalente a determinar condiciones en «, S de modo
que el sistema lineal AZ = b con matriz ampliada

11 1] a-8
A= | -1 2 3| a+8
1 1 3|2a-28

sea consistente. Realizando operaciones fila llevamos [A|b] a una forma escalonada

11 1]la=-81 B+«FKR-F [-1 11| a-8 11 1] a—8
~1 2 3| a+fB8 | F3«F+F | 0 1 2| 28 F3<_i 2B 0y 1 28
1 1 3|2a-8 — 0 2 4|3a—28 0 0 0|3a—68

El sistema es consistente sii 3 — 65 =0
Puntos:
= Por establecer la equivalencia del problema con la consistencia de un sistema
de ecuaciones [ 2.5 pts.]
= Por reducir la matriz ampliada del sistema a una forma escalonada [ 2.5 pts.]

» Por determinar a partir de la escalonada la condicién de consistencia [ 1
pts.]



a) Si A= [0y ¥y U3 es una matriz de n X 3 con columnas ¥; # 0y v, = 0y + 303,
determine infinitas soluciones de Ax = —v; + 3ts. Justifique.

b) Sea S C R? el plano de ecuacién cartesiana x —y — z = 0. Determine justifica-
damente si A(S) = {A7: 7 € S} es un plano o una recta en R?, donde

0 -1 1
A= 1 =2 0
-1 11

Solucion:

a) Puesto que Az = x170) +x90s+ 2303 tenemos que Uy = ) 4+ 303 < Uy — U+ 303 =

1 -1
0< Al —1 | =0. De la misma manera A | 3 = —1] + 3s,.
3 0
Para la familia de vectores
1 -1
Fla)=al| -1 |+ | 3 a € R,
3 0
tenemos
1 -1
Al@(a)) = Ala| =1 {+] 3 |)
3 0
1 -1
= aA| -1 |+ A 3
3 0
= a0+ —0 + 30,
— —’171 + 3172

I

y hemos encontrado infinitas soluciones #(«) con o € R. Puntos:

e Por la idea de usar infinitas soluciones de AZ = 0 mds una solucién parti-
cular de A¥ =0 [ 1 pts.]

e Por encontrar una solucién de AZ =0, [ 1 pts.]
e Por encontrar una solucién particular de AZ = —¢) + 3¢, [ 1 pts.]



Otra alternativa de solucion es la siguiente: Ax = 0] + 205 + 2303 =
—1 4 30> es equivalente a (usando la relacién v = v + 303) a (z1 + z2)0) +
(3xe + x3)Us = 20, + 903 [ 1 pts.] . Puesto que el sistema

T, + To
3reo+2x3 = 9 [1pts.]

tiene infinitas soluciones, 1 = 2 —x9, 13 = 9—3xy [ 1 pts.] obtenemos que

AZ = —) + U5 tiene infinitas soluciones
2 — )
T = i) To € R
9— 3372

b) Los vectores del plano z —y — z = 0 son de la forma

z Y+ z 1 1
y | = Yy =y | 1|+2]10], y,zeR
z z 0 1
Entonces
T 1] 1
Al y = yA| 1| +2zA]| 0
z 0 | 1
—1] 1
=yl -1]|+2]1
0 0
1
= (z—y) | 1|, y,z€R
0
Entonces la imagen del plano bajo A es la recta por el origen generada por el
1
vector | 1
0

Puntos:

e Por escribir en forma paramétrica vectorial el plano [ 1 pts.]

e Por aplicar la linealidad de A y por realizar las multplicaciones de A por
vector [ 1.5 pts.]

e Por concluir que es una recta [ 0.5 pts.]



a) Sea F': R3® — R? una transformacién lineal tal que

1 1 Q
F(é) =1 2 , F(é) =12 , Fes)=| —1 ,
3 2 «Q

onde €1, éy, €3 son los vectores canénicos de R”. Determine los valores de «
donde é4, é3, é3 1 t de R3. Det 1 1 d
para los cudles la transformacién F' tiene inversa y determine F~1.

b) Si PA = LU donde

00 1 1 00 21 0
Pp=l0o1o0|, L=|-110]|, U=]01 1|,
100 0 11 00 —1

determine usando directamente esta factorizacién ( sin calcular A ni AT ) la
tercera fila de A~

a) Puesto que F es una transformacion lineal

11 « T
F(Z) = [F(é1) F(éo) F&)li=AZ= | 2 2 —1 | | a2
3 2 « T3

F tiene inversa sii A tiene inversa 'y F'~!(Z) = A7'Z. Se calcula la inversa de A
por medio de operaciones elementales fila llevando [A]l] a su forma escalonada
reducida. Obtenemos que para 1+ 2a # 0

11 a 100 100 -2 —e 1
22—1010rif()010§j§g e -l
32 a 001 001 = -5z O
Entonces
_211:_2021 e
A= | e 2 1
1+22a _1+12a 0
Puntos:

Por establecer que F(¥) = A¥ [ 0.5 pts.]

Por establecer que F~1(Z) = A™'% [ 0.5 pts.]
Por calcular la inversa de A [ 1.5 pts.]

Por la condicién 1 +2a #0 [ 0.5 pts.]



b) La tercera fila de A~! es la tercera columna transpuesta de (AT)~1, que es la
solucién de AT# = é5, con é; el tercer vector canénico en R?. Pero PA = LU
implica ATPT = UTLT y entonces AT = UTLTP. De esta manera el sistema
ATZ = é3 es equivalente a UT LT PZ = é5. Resolvemos

20 0 s

0 0
i) Uly=é3< |1 1 0 |§=]0],cuyasolucibnesy= | 0
01 —1 1 | -1
1 -1 0 0 T 1]
i) LTZ=y< |0 1 1|[Z=]| 0 | cuyasolucibnes 7= | 1
0 0 1 -1 |1
00 1 . ;)
i) PPr=2< |0 1 0 |Z=| 1 | cuyasolucibnes@= | 1
10 0 -1 L

Entonces la tercera fila de A™! es el vector fila [—1,1, 1]. Puntos:

e Por el método correcto [ 1 pts.]
Pori) [ 0.5 pts.]

Porii) [ 0.5 pts.]

Por iii) [ 0.5 pts.]

Por la tercera fila de A~! [ 0,5 pts.]



4. Determine si la afirmacién es VERDADERA o FALSA vy justifique demostrando su
respuesta.

)

Si A es una matriz de 4 x 3 entonces la transformacion ¥ — A no puede ser
1-1.

b) Si A es matriz de n xny u, U, w son vectores en R" linealmente dependientes
entonces Au, Av, Aw son linealmente dependientes.
c¢) Si A, B son matrices de n xn y A es la inversa de B? entonces AB es la inversa
de B? y AB = BA.
d) Si 1, Uy son vectores linealmente independientes en R"™ entonces
U1 = a;1U; + ag1Us
Uy = Q12U + Gg2Us
. . . . , . . | m11 Qi
son linealmente independientes si y solo si la matriz A = [ 4 a } de 2x 2
21 Q22
tiene inversa.
Solucion:
a) FALSA: Un contracjemplo es la matriz
1 00
010
A=
0 01
000
de 4 x 3, tiene columnas que son linealmente independientes en R* y entonces
Aes 1-1.
Puntos:
e [ 1 pts.] por el matriz contraejemplo
e [ 0.5 pts.] por la justificacién
b) VERDADERA: Si @, ¥, w son vectores en R" linealmente dependientes enton-

ces existen 1, z2, 3 no todos nulos tal que 1@ + 227 + x5, = 0. Multiplicado
por A esta igualdad, y usando que ¥ — AZ es una transformacion lineal, ob-
tenemos que A(x11 4 290 + z3W) = 2, A7) + 2, A(7) + 23A(wW) = A(0) = 0.
Por lo tanto una combinacion no trivial de los vectores Aw, Av, Aw es igual al
vector nulo y entonces ellos son linealmente dependientes.

Puntos:

e Por establecer correctamente la condicién de dependencia lineal para los
vectores vu, .y [ 0.5 pts.] [ pts.]



c)

e Pos multiplicar por A esta condicién y justificadamente llegar a la condi-
cion de linealidad de Au, Av, AW [ 1 pts.]
VERDADERA: Si A es la inversa de B?, entonces A(B?) = I. Por la asocia-
tividad de la multiplicacién AB®> = A(BBB) = (AB)(B?) = I y como las
matrices son cuadradas, AB = (B?)~!. Similarmente, A es la inversa de B?

implica I = B3A = B?(BA); y por lo tanto BA es también la inversa de B2, y
entonces BA = AB.

Puntos:

e [ 0.5 pts.] por usar que para matrices cuadradas A, X la matriz X es la
inversa de Asii AX =To0oXA=1

e [ 0.5 pts.] por demostrar que AB es la inversa de B>
e [ 0.5 pts.] por demostrar que BA es la inversa de B2

Notamos primero que

6 = 371771 + $2172
= z1(a11Uy + a21Uz) + T2(a1 02U + az2ts)
= (CL1’1£L’1 + (11721'2)1_[1 + (agjll‘l + (12721'2)62 (*)

Y1ty + Yalis

donde

1= Q1,121 + G12T2 1 a1 Q12 1 - S
4 ’ ’ e | N = ’ ’ & A =y
Yo = G21%1 + Q2272 Yo Q21 Q22 T

Sean 11, iy vectores linealmente independientes y A invertible. Entonces x1v; +
T97 = 0 implica (por(*)) y1ty + oty = 0. Por la independencia lineal de @, @s
se tiene que y; = yo = 0. Como A tiene inversa, Z = A~ = A~10 = 0 y por
lo tanto 1 = 9 = 0 y v, U5 son LI
De la misma manera, si ¥, % son linealmente independientes, y § = AZ = 0,
entonces por (*) y la independencia lineal de 7,7 se tiene 7 = x9 = 0y
entonces § = A7 =0 = Z =0 y por lo tanto A tiene inversa.
Puntos:
e [ 0.5 pts.] por establecer la relacién entre las combinaciones lineales de
los ¥ con lo ;.
e [ 0.5 pts.] por demostrar que si A es invertible y 1y, @y son LI entonces
171, 172 son L
e [ 0.5 pts.] por demostrar que si y iy, Uy son LI y 7, 9 son LI entonces
A es invertible



