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1. El sistema de ecuaciones Ax = b tiene como conjunto soluciéon
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(a) {Cuél es el conjunto solucién del sistema de ecuaciones Az = 07
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(b) (Es el vector solucion del sistema Az = b? Justifique.
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(c) ¢Existe un vector ¢ tal que el sistema de ecuaciones Ax = ¢ tenga como conjunto soluciéon
una plano? Justifique.

Solucion:

(a) El conjunto solucién del sistema de ecuaciones homogéneo Az = 0 es
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(b) No, porque el vector ? , al ser solucién particular del sistema de ecuaciones satisface
0
1 2 1 2
A % = b. Ademas, como ;L =2 ? , se tiene que A ;l = 2b # b porque el
0 0 0 0

sistema no es homogéneo.

Otra solucion:



Observe que es solucién si y solo si existe t € R de modo que

O N = N

1—t = 2
2+t = 4
1+t = 2
t+ = 0
de la primera ecuacion se tiene que t = —1 pero de la segunda se tiene que t = 2, por lo
2
. . 4 ., .
tanto no existen tales parametros, por lo tanto el vector o | mOes solucién del sistema.
0

(¢) No, porque si el sistema de ecuaciones Ax = ¢ fuese consistente, su conjunto solucion seria
una traslacion del conjunto soluciéon de Az = b, por lo tanto, siempre seria una recta.

Criterio de evaluacion.

Criterio | Puntaje | Indicador
C1 2 puntos | Reconocer la parte de la solucion homogénea.
C2 1 pto Por responder que no a (b).
C3 1 pto | Por justificar la respuesta de (b).
C4 1 pto Por responder que no a (c).
C5 1 pto Por justificar la respuesta de (c).

2. Sea T : Py — Py la transformacion lineal definida por

T(p(x)) =p"(1) + ' (V)a + p(1)2”
(a) Determine la matriz de la transformacién asociada a la base B = {1+ z,1 — z,2?} en P.

(b) Determine una base para el Nul(7") e Im(7).

Nota: p/(x) y p”(x) son la primera y segunda derivada de p(z)
Solucién:

Aplicamos T a cada vector de la base y expresamos los resultados en coordenadas respecto a

B.

Observe que para p(x) = 1 + x, tenemos que

p)=2, p1)=1, p"(1)=0=T01+z)=x+ 2



Buscamos a, b, c € R tales que:

a+b=0
9 9 1 1
r+2x=a(l4+2)+b(l—2)+cz°=<a—-b=1 :>a:§,b:—§,c:2
c=72
1
%
2
Ahora para p(z) =1 —x
p(l)=0, p(1)=-1, pP"()=0=T(1—2)=—x
Buscamos:
a+b=0 ] .
—zr=a(l+2)+b(l—z)+c’>={a—b=—1 éa=—§,b:§,c:0
c=0
_1
2
T(1-2)ls=| 3
0
finalmente para p(x) = z*
P =1, p(1)=2 (1) =2 TP =2+ 20 + 27
Buscamos:
(a+b=2
2+2r+2°=a(l+2)+b(l—2)+cr* = a—b= =a=2,b=0c=1
lc=1
2
[T(2*)]5 = |0
1
por lo tanto la matriz es
1 _1 9
2, 2
Tls=|-35 3 0
2 0 1

Para determinar el Nul(¢) buscamos p(z) € P, tal que:
T(p(x)) = p"(1) +p'(Va + p(1)2> = 0

esto implica que



Sea p(x) = a + bx + cx?, por lo tanto

p(l)=a+b+c=0,

P(1)=b+2c=0, p'(1)=2c=0=c¢=0,b=0,a=0=p(x)=0

= |Nul(T) = {0}, dimNul(T)=0

Por Teorema sabemos que ya que la dimension del Nul es cero, la dimension de la imagen es 3
por lo tanto es todo Ps, por lo tanto una posible base es {1, x, z2}.

Criterio de evaluacion.

Criterio | Puntaje | Indicador
C1 1 pto | por determinar el vector coordenado de 1 + .
C2 1 pto | por determinar el vector coordenado de 1 — x.
C3 1 pto | por determinar el vector coordenado de z?.
C4 0.5 pto | por determinar la matriz.
C5 0.5 pto | por determinar las condiciones que determinan el Nul,
ya sea por la forma o la matriz..
C6 1 pto | Por determinar que el Nul es {0}.
Cc7 1 pto | Por determinar dimension de la imagen,
ya sea por la matriz por teorema o determinando la imagen y dar una base

3. Determine la ecuacién de la recta de minimos cuadrados y = mx + n que pase mas cerca de
los puntos (1,1), (2,2) y (3,4).

Solucion:

La recta es de la forma y = mx + n, lo que equivale a:

yi =ma; +n

Dado que los puntos son (z;,¥;), definimos:

11 1
A= |2 1], x:[m}, b= |2
31 " 4

para resolver el problema, necesitamos encontrar las soluciones de la ecuacién normal:

AT Az = ATb




calculando obtenemos

1 [14 6]
. 6 3

para resolver el sistema

[o 3] ] = 7]

42m + 18n = 51

multiplicamos la fila 1 por 3:

multiplicamos la fila 2 por 6:
36m + 18n = 42

restando 3

sustituyendo en la primera ecuacion:

2
14-g+6n—17:>21+6n—17:>6n——4:>n——§

obtenemos que la recta de minimos cuadrados es:

Criterio de evaluacion.

Criterio | Puntaje | Indicador
C1 1 pto | Por conocer la ecuacion normal.
C2 1 pto | Por determinar A.
C3 1 pto | Por determinar A'A.
C4 1 pto | Por calcular A’b.
C5 1 pto | Por resolver el sistema.
Co6 1 pto | Por dar la recta solucion.




4. Sea @ la forma cuadratica definida por Q(z1,xs) = —bx? + 419 — 223,

(a) Clasifique la forma cuadratica en positiva definida, negativa definida o indefinida.

(b) Realice un cambio de variable x = Py, determinando explicitamente P, de modo que la
forma cuadratica quede sin productos cruzados.

Solucion:
La matriz simétrica asociada es

-5 2
=1
para calcular los valores propios de A resolvemos

det(A — AI) = '_5_ A2

5 _2_)\':(—5—)\)(—2—)\)—4

=MN4+A\+6=0=>A=—-1,A=—6

obteniendo que ambos valores propios son negativos por lo que la forma cuadrética es
negativa definida. Para A = —1, el espacio propio corresponde al espacio generado por

U1
V2

(A+DNv=0= {_4 2} {

S 1
9 1 :|:O:>U2:21)1:>01:[:|

para A = —6, el sistema espacio propio es generado por

(A+60H)T7=0= B ﬂ [Zj :O:>112:—%01:>172: {2}

Normalizamos cada vector obteniendo que

5] = VIEF =5, il = VE+ (-2 = V5

Entonces la base ortonormal de evtores propios es

o-l) -l

por lo tanto

1
\/lg 4 ] ., cumple que P~ =PT

con el cambio de variable ortogonal ¥ = Py, la forma cuadratica queda diagonal de la
forma

Q(Y) = —y; — 6y3



Criterio de evaluacion.

Criterio | Puntaje | Indicador
C1 0.5 pto | Por determinar la matriz A.
C2 1 pto | Por determinar los valores propios de A.
C3 0.5 pto | Por concluir que la forma cuadratica es negativa definida.
C4 1 pto | Por determina el espacio propio asociado a -1.
C5 1 pto | Por determina el espacio propio asociado a -6.
Cé 1 pto | Por determinar P.
C7 1 pto | Por determinar la forma cuadrética sin productos cruzados.

5. Determine la descomposicion en valores singulares de la matriz

1 0 -1
01 O
A= 1 0 -1
01 O

sabiendo que los valores propios de A'A son 4,2 y 0.

Solucién:
Sabemos que los valores singulares de A son las raices cuadradas de los valores propios de AT A,
es decir

01:27 0-2:\/57 0-320'

para construir V', necesitamos determinar los vectores propios asociados a cada valor propio de

2 —2
0
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ATA = 0
2

Los vectores propios ortonormales asociados a estos valores propios son:
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V3 = 0
1

Con esto, construimos:

1 1
V2 V2
V=10 1 0
-1 90 4L

V2 V2

para determinar U calculamos



u; = - Av; obteniendo que
a

i

1
1 1 10
U1:_AU1:_2 1
0
0
1 1 |1
Uy = —=Avy = —
2 \/§ 2 \/§ 0
1

1 0
1 0 1 1
Uz = —= , Uy = ——=
3 \/5 -1 4 \/§ 0
0 -1
obtenemos
1 1
v=|Y vz U
% 0 -5 0
o L o =L
V2 V2
finalemente tenemos que
2 0 0
10 V2 0
== 0 0 O
0 0 O

obteniendo asi que la descomposicion SVD de A es:

A=UxVT



Criterio de evaluacion.

Criterio | Puntaje | Indicador
C1 1 pto | Por determinar los valores singulares.
C2 1 pto | Por determinar los vectores propios.
C3 1 pto | Por determinar V.
C4 1 pto | Por determinar las primeras dos columnas de U.
C5 1 pto | Por determinar U.
C6 1 pto | Por determinar 3.




