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1. Considere P, el espacio de polinomios de grado menor o igual a dos, con la base B = {z? x,1}
y sea T la transformacién lineal de Py en Py definida por:

(a)

T(az* + bx + ¢) = (a+ 3b + 3¢)z* + (—3a — 5b — 3¢)x + (3a + 3b + ¢)
[1 punto]Calcule T'(z* — z + 1).

Solucion:

Observe que para el polinomio p(x) = 22 —z + 1 se tiene que a = 1,b = -1 y ¢ = 1, asf

que reemplazando en la formula se tiene que
T*—2+1)=(1-3+3)2+(-3+5-3)2+B-3+1) =2 -z +1.

[1 punto]Determine la B—matriz para 7T

Solucion:

Para determinar la B—matriz debemos determinar el vector coordenado de la imagen de
los elementos de la base. Observe que

T(2*)=2"—3x+3,T(x) =32 —52+3y T(1) =32° — 3z + 1

por lo tanto la B es

1 3 3
T)s | -3 —5 -3
3 3 1

[4 puntos]Determine una base C para Py de modo que la C-matriz para T sea diagonal.
Solucion:

Para determinar la base pedida debemos determinar una base de vectores propios de la
matriz, para eso observamos que la ecuacién caracteristica de [T es

—A=1)(A+2)2=0

por lo que los valores propios son A = 1 y A = —2. Al determinar los espacios propios
observamos que

1 -1 -1
E, = Gen —1 ,E_5 = Gen 01,
1 1 0



estos corresponden a los vectores coordenados en la base B, por lo tanto una base que
cumple con las condiciones pedidas es

C={2"—ao+1,-2>+1,—2* +2}.

Criterio de evaluacidén.

Criterio | Puntaje | Indicador
C1 1 pto | Por determinar la imagen de 22 — x + 1.
C2 1 pto | Por determinar la B-matriz.
C3 1 pto | Por determinar los valores propios.
C4 1 pto | Por determinar los vectores propios.
C5 2 ptos | Por determinar una base C.

2. Sea II el plano de ecuacion vectorial

5 7
T=s|=2|+t]| 2
1 —1
(a) [2 puntos]Encuentre una base ortogonal para el plano II.
Solucién.
El plano es generado por
5 7
F=|-2| , g=|2
1 -1
por lo que una base ortogonal es
5 o 7 5 2
d=i=|-2| |, 7=g-2g_|2|-|-2|=1|4
1 v ~1 1 —2

(b) [4 puntos]Determine la distancia del punto (—1,—5,10) al plano II.

Solucion:
La proyeccién ortogonal de (—1, —5,10) sobre el plano es



Luego, la distancia es la norma del vector

~1 ~1 0
8| — |-5| = |-3
1 10 —6

es decir

V9 + 36 = V/45.

Criterio de evaluacién.

Criterio | Puntaje | Indicador
C1 1 pto | Por proceso de Gram-Schmidt.
C2 1 pto | Por determinar una base ortogonal del plano.
C3 2 pto | Por determinar loa proyeccion sobre el plano.
C4 1 pto | Por determinar el vector al que hay que calcularle la norma.
C5 1 pto | Por determinar la distancia.

3. Considere la forma cuadratica Q(z1,xs) = 3 — 6129 + 923

(a) [1 punto]Encuentre la matriz simétrica A de modo que Q(zy,72) = 7 Az con & = Bl} :
2

Solucion:

La matriz simétrica de la forma cuadratica es

1 -3
S
(b) [5 puntos]Realice un cambio de variables para transformar a ) en una forma sin términos
cruzados.
Solucioén:

El polinomio caracteristico de A es X% — 10X = X (X — 10). Asi, sus valores propios son

=310 } (asociado a 0) y [ -9 =3 8 }

. . 1
el 0 y el 10. Resolviendo los sistemas [ 3 9 |0 3 1
(asociado a 0) y vy =

(asociado a 10), podemos encontrar los vectores propios v; = ?
1 .
{_3} (asociado a 10).



Su norma es ||vy|| = |[|va|| = V10 y son ortogonales (provienen de distintos valores

propios). Por lo tanto, P = \/% :1)) _g| esuna matriz ortogonal y tenemos la igualdad
0 0|  .r
{0 10} =pAp

obtenemos
Yo

Haciendo el cambio de variable * = Py con y = {?ﬂ

Q(x1,22) = y' Dy = 101/§~
Esto es un cambio de variables que cambia a Q por la forma sin términos cruzados 10y3.

Criterio de evaluacidén.

Criterio | Puntaje | Indicador
C1 1 pto | Por determinar la matriz.
C2 1 pto | Por determinar los valores propios.
C3 1 pto | Por determinar los vectores propios.
C4 1 pto | Por determinar P
C5 1 pto | Por determinar que el cambio de variable es z = Py
C6 1 pto | Por determinar la forma sin productos cruzados.

4. Suponga que la siguiente factorizacién es una descomposicién en valores singulares (DVS) de
una matriz A:

1 2 2

LE IR )
A:—;Tg@ 00£%\/§

U B S I

(a) [2 puntos];Cuél es el rango de A?

Solucion:

Observamos de la matriz que los valroes singulares de A son 0 y 3, s6lo hay uno distinto
de cero, y por lo tanto el rango de A es 1.



(b) [4 puntos]Encuentre una diagonalizacién ortogonal para la matriz simétrica AAT.

Solucién:
Sabemos que

A=UxvT

con

2 2
, T A® - 5 v
U=|=5 % v& | Z=(00], V=¥
2 5
s 0 UB 00 v
de lo anterior tenemos que
AAT = (Uxvh(veTUT) = uxsstu”
30
como X = [0 0, tenemos que
0 0
9 00
¥ =10 0 0
000
por lo tanto
1 2 2 12 2 17T
A el I N A e
A= =5 % v | [0 00 |\=5 5 Ug
20 = 000 20 =
V45 3 Va5
Criterio de evaluacién.
Criterio | Puntaje | Indicador
C1 1 pto | Por determinar que el rango es 1.
C2 1 pto | Por justificar que el rango es 1.
C3 1 pto | Por determinar la forma de AAT.
C4 1 pto | Por determinar %7
C5 1 pto | Por saber que U es ortogonal
(0]} 1 pto | Por dar la factorizacién.




