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1 -4 7 a
1. Sea A = 0 3 -5 |yz=|b].
-2 5 =9 c

(a)
(b)

Encuentre una condicién para a,b y ¢ que permita que el sistema Ax = z sea
consistente e indique, en ese caso, cuantas soluciones existen.

Determine las dimensiones de Col(A), Fil(A) y Nul(A).

Solucion

(a)

Determinamos una forma escalonada de la matriz ampliada [A|z]:

1 —4 7 | a 1 —4 7 a
[Alz] = 0 3 -5 ]|b|~1]0 3 =5 b
-2 5 =9 | ¢ 0 0 0| 2a+b+c

Por el teorema de existencia y unicidad de soluciones, el sistema de ecuaciones es
consistente si y solo si
2a +b+c=0.

Mas atn, como la matriz ampliada tiene 2 pivotes pero el sistema tiene 3 variables,
en el caso que el sistema sea consistente, éste tendra infinitas soluciones.

De la FE de la matriz A vemos que el rango de A es 2 y hay una variable libre. Como
rank(A) = dim Col(A) = dim Fil(A), entonces dim Col(A) = 2, dimFil(A) =2y
dim Nul(A4) = 1.

Puntaje

(a)

e 1 punto por escalonar correctamente la matriz

e 1 punto por determinar una condicion correcta sobre a, b, c para que el sistema
sea consistente.

1 punto por indicar que si el sistema es consistente, tiene infinitas soluciones.

1 punto por determinar que dim Col(A) = 2.

1 punto por determinar que dim Fil(A) = 2.

1 punto por determinar que dim Nul(A) = 1.



2. Sea A una matriz de 4 x 4 definida por

a a a a
2 a a a
3 2 a a
4 3 2 a

(a) Calcule el determinante de A. (4 pts)

(b) Determine los valores de a para que la matriz sea invertible. (2 pts)

Solucion

(a)

a a a a a—2 0 0 0
2 aa a| | =1 a—-2 0 0 3
32 aal=| -1 -1 a-20|=e=2"
4 3 2 a 4 3 2 a

(b) A es invertible si y sélo si |A| # 0, es decir, a # 0y a # 2.

Puntaje

(a) e 4 puntos si aplica correctamente operaciones elementales, o bien definicién por
cofactores, y obtiene el determinante correcto.
e Asignar sélo 2 puntos si comete errores en las operaciones y/o calculos, pero
obtiene un resultado de determinante.

(b) e 2 puntos por encontrar los valores correctos de a, en funcién del determinante
obtenido.



3. (a) Despeje la matriz X de la ecuacién matricial sabiendo que A y B son invertibles:

(AX'B)' = AB.

2 00 1 00
(b) Determine la descomposicién LU de lamatriz XsiA= [0 4 0| yB= |0 1 0f.
0 06 1 01

Solucion
(a)
(AX'B)Y = AB < AX'B=B"A"
& X t=A"BTATR!
& X =BANH (B YA
/2 0 0 100
(b) Notar que A~ = 0 1/4 0 |yB'l= 0 1 0 |.Ast
0 0 1/6 -1 0 1
(1 00][1/2 0 0 10 -1 2 0 0
X=]1010 0 1/4 0 01 0 0 4 0
|1 01]| 0 0 1/6 00 1 00 6
(1 00][10 =3
=010 01 0]|=LU
1 01]|00 1
Puntaje

(a) e 3 puntos por despejar correctamente X en cualquier expresién equivalente a la
mostrada en la pauta.

e Restar 1 punto por cada error de calculo en operaciones de matrices.

(b) e Asignar 3 puntos si calcula la factorizacién LU correcta.
e Asignar solo 2 puntos si determina una factorizacién LU, pero comete errores
aritméticos en las operaciones entre matrices.
e Asignar sélo 1 punto por calcular correctamente las inversas y las transpuestas
de las matrices involucradas, a pesar de no encontrar una factorizaciéon LU.



4. Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. En caso de ser ver-
dadero, haga una demostracién en general. En caso de ser falso, compruebe con un
contraejemplo.

(a) El conjunto de matrices reales de 2 x 2 de determinante 0 es un espacio vectorial.
(b) La transformacién definida por T': R — R, T'(z) = 27 es lineal.

Solucién
(a) Falso. Solucién Sea
10 0 0
=lon] voelot]

Entonces det A = det B = 0, de modo que A y B estdn en W. Pero

10
w1 Y]

de modo que det(A+ B) =1 # 0, y por tanto A+ B no estd en W. Por tanto, W
no es cerrado para la suma y en consecuencia no es un espacio vectorial.

(b) Falso. Sean x =1y y = 2. Entonces
Tx+y)=TB)=2"=8#6=2"+22=T(2) + T(y)

de modo que T no es lineal.

Puntaje
e Asignar 3 puntos si identifica correctamente si la afirmacion es verdadera o falsa y
justifica correctamente su respuesta.

e Asignar solo 1 punto si identifica correctamente si la afirmacion es verdadera o falsa
y justifica pero lo hace de manera incorrecta.

e Asignar 0 puntos si no hay justificacion a la respuesta.



5. Sea T : Py — P, la transformacion lineal tal que
T@*) =2, Tlx-1)=x2+1, T(1)=2.
(a) Calcule T'(z).

(b) Encuentre la matriz de T con respecto a la base estdndar & = {22, 2,1} de P,.

(¢) Determine si la matriz obtenida en el item anterior es diagonalizable.

Solucién
(@) T(x)=T(z-1)+1)=T(x—-1)+T(1)=(zx+1)+2=ax+3.
(b)

Te = [ [T(?)]e [T(x)e [TM]e | =] lzle [z+3le [2e] =

O = O
w = O
N O O

(c) La matriz es triangular inferior por lo que sus valores propios son los elementos
de su diagonal, esto es, 0, 1 y 2. Como son todos distintos, entonces la matriz es
diagonalizable.

Puntaje

(a) e 1 punto por descomponer el polinomio x? — z respecto de z — 1 y 1

1 punto por calcular correctamente T'(z? — )

(b)

1 punto por establecer, explicita o implicitamente, una forma de calcular [T]¢.

1 punto por calcular correctamente [T¢.

(c)

2 puntos por justificar correctamente si la matriz es diagonalizable, independi-
ente si la matriz del item anterior sea la correcta.

e Asignar sélo 1 punto si no justifica correctamente si la matriz es diagonalizable,
independiente si la matriz del item anterior sea la correcta.



6. (a) Encuentre una solucién de minimos cuadrados para el sistema inconsistente Ax = b,

donde
1 2 3
A= 2 =2 y b= -2
-1 1 —4

(b) Encuentre la mejor aproximacién al vector b en el espacio columna de A.

Solucion 1

(a) Calculamos ATA y ATb:

12
v, 12 -1 ol 7 6 -3
AA—[Q —2 1} _f ? _{—3 9}’

3
o[22 <17 5, T3
Ab_{z —2 1} _i _[6]'

Una solucién de minimos cuadrados de Ax = b es una solucién de AT Ax = ATb.

Ast:
T Tvq 6 —3 1|3 1|1
aralame = 5 o e [~ o |
Por lo tanto una solucién de minimos cuadrados es X = 1 }

(b) La mejor aproximacion al vector b en el espacio columna de A es el vector

1 2 1 3
Ax = 2 =2 {1]: 0
-1 1 0

Solucién 2

(a) Buscamos una base ortogonal de Col(A). Por el proceso de ortogonalizacién de
Gram Schmidt basta definir

1 2
2 |- |-2
1 2 1 1 1 5/2
vi= |2, ve=|-2| -2 |2]|=|-1
—1 1 1 —1 1/2
2
—1

1] 3 5 3
2 1. =2 9| .| =2
-1 —4 1 1 —4 5 3
Proycoia)(b) = - 2 2|+ - 2 —21 = |0
1 -1 5 1 0
2 9
1 1




Ahora buscamos una solucién del sistema Ax = proyge ) (b):

1 2 3 1
22| [ D ]=lo e[ n]-[1]

N 0 1

Por lo tanto x = { 1 } es la solucién de minimos cuadrados buscada.

3
(b) La mejor aproximacién al vector b del espacio Col(A) es proycg4)(b) = | 0

0

Puntaje

(a) e 2 puntos por establecer una manera apropiada de encontrar una solucién de
minimos cuadrados del sistema.

e 2 puntos por determinar una solucién de minimos cuadrados.

(b) e 1 punto por identificar cémo encontrar la mejor aproximacién al vector b.

3
e 1 punto por calcular el vector buscado | 0
0



7. Suponga que la siguiente factorizacién es una DVS de una matriz A.

1/3 2/v5 —2/V45 o 0 VB —1/V3
A=| —=2/3 1/\/5 4/V45 0 0 / —L/v2
2?3 /0 5?\/5 00 {1/\/5 1/\/5}

donde o es algiin nimero real distinto de 0. Sin calcular A explicitamente, responda:

(a) /Cudl es el rango de A?
(b) Encuentre una diagonalizacién ortogonal para la matriz simétrica AAT.

(c) Clasifique la forma cuadrética de la matriz AAT.

Solucion

(a) El rango de A corresponde a la cantidad de valores singulares no nulos. Puesto que
la matriz 3 tiene sélo una entrada no nula, entonces rank(A) = 1.

(b) Ya que A =UXVT y VIV = I por ser una matriz ortogonal, entonces

AAT = (uxvhosvhT = ozvh(vETUT) = us(VTV)STUT = usetu”
o0, 00 o 00
=U|0 0 [OOO]UT:U 0 0 0 |U"
00 0 00

Ya que U también es una matriz ortogonal, entonces la diagonalizacién buscada es
2

g
AAT =P | 0 pT,
0

o OO
o O O

1/3 2/\/5 —2/4/45
donde P=U = | —2/3 1/v/5 4//45
2/3 0  5/V/45

(c) Por la diagonalizacién anterior, los valores propios de AAT son 62 > 0y 0 (de
multiplicidad algebraica 2), por lo que la forma cuadratica correspondiente es
semidefinida positiva.

Puntaje

(a) 2 puntos por determinar correctamente el rango de A.
(b) 2 puntos por diagonalizar correctamente la matriz AAT.

(c) 2 puntos por clasificar correctamente la forma cuadrética, segin los calculos del
item anterior.



