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1. Sea By = {vy, v, v3} una base de un espacio vectorial V.

a)

Pruebe que By = {v; + v, v, v; + v3} es una base de V.
Solucién:

Tomando la matriz de vectores coordenados de los elementos de By con respec-
to a Bj se tiene

1 01
1 1 0 |.
0 01

Dado que esta matriz es invertible (por determinante no cero o pivoteando,
etc) entonces By es L.I. en un espacio de dimensién 3, luego es una base.

Sea T': V — V una transformacién lineal tal que la matriz que la representa

1 0 —4
con respecto a By en dominio y B en recorrido es [ 01 7 ]
1 0 4

Encuentre T'(ayv1 + agve + azvz) para todo aq, as, az € R.
Solucion:

Interpretando la matriz se tiene:

T(v1) = (v1 + v2) + (v1 + v3) = 201 + vy + vs.

T(vg) = vs.

T(v?)) = _4(U1 + U2) -+ 71)2 + 4(?)1 + Ug) = 3’02 + 41}3.

Por lo tanto T'(ayv1 + asve + azvs) = (2a1)v1 + (a1 + as + 3az)ve + (ay + 4asz)vs.



c¢) Caracterice todos los vectores v € V tales que T'(v) = 4wv.
Solucion:
Usando lo anterior se busca:
T(ayvy + agvy + azvs) = 4(a1v; + agve + azvs).
Resolviendo queda
(2a1)vy + (a1 + ag + 3az)ve + (ay + 4az)vs = 4(a1v1 + agvy + agzvs).
Entonces a; =0y as = as.

Por lo tanto los vectores buscados son de la forma (v, +v3) para todo o € R.

Otra manera es buscar la matriz que representa a 1" con respecto a By en do-
2 00

1 1 3 |.

1 0 4

0
Se busca entonces Fj4 en esta matriz y queda FEy; = Gen { [ 1 ] }

minio y recorrido:

1

Por lo tanto los vectores buscados son de la forma a(vy + v3) para todo o € R.



2. Sea U = Gen

== o
N = O
DN W = =

a) Encuentre una base ortonormal de U.

Solucién:

Se considera

— =0 =
=N = O
N W
SO O
o O = O
OO ==

Entonces la dimensién de U es 2 y se busca la base usando los dos primeros
vectores del conjunto generador.

1 0
R i 331 _[10] [33
Entonces sea A = 1 2 ,l"es.olvelrnosAA—[3 6]_[1 1] {0 3].
1 1
1 -1
: 1 -1 _ o 1
Entonces se obtiene A [ 01 } =11 1
1 0
1/v3 ~1/V3
0 1/V3
Luego una base ortonormal de U es V3 | V3
1/V3 0

1 o
Otra manera es decir que una base ortogonal es de la forma (1) |, f 23
1 a+p
para algin o, 5 € R.
Se tiene entonces que @ = —f y al normalizar se obtiene que una base ortonor-
1/v3 ~1/V3
0 1/V3
mal de U es 1v3 | V3
1/v/3 0



1
Otra manera es usar la férmula u; = (1) y
1
0 1 —1
1] 3o _ 1
U2 =1 9 31| 7| 1t
1 1 0
1/v3
0
Luego una base ortonormal de U es 1/v3
1/v3
1
Encuentre la distancia de b = i aU.
1
Solucién:
Hay que resolver min2 HA { i; ] — bH :
reR
Entonces se resuelve A'Ax = A'D.
3 3] [3
36 (T |4l
~1/3
. . —2/3
Entonces la distancia es la norma de 1/3
0

_1/\/3
1/V3

) 1/\/§
0

, que es

2/3.



3.

1 2 0 2
2 1 0 -2
0 0 -3 0
2 =2 0 1

termine la matriz de proyeccién sobre U, una base de U y una base de U~.

1
a) Sea R = 3 matriz de reflexion sobre un subespacio U. De-

Solucién:
2 1 0 1
Sea P la matriz de proyeccién, entonces P = (1/2)(R+1) = (1/3) (1) 3 8 7(1)
1 -1 0 2

Se tiene que U = Im(P) = B} = Ker(P — I) y U+ = Ker(P) = Ej.

1 0 O 1
01 0 -1
Pr~dg 00 o
0 0 O 0
Entonces:
1 0 2 1
0 1 . 1 2
Una base de U es 0| 0 o bien 0| 0
1 -1 1 -1
-1 0
N 1 0
Una base de U~ es ol 11
1 0



b) Determine todos los valores de ¢ > 0 tal que

min _ (z; — 1)* + (22)* + (21 — 22 — ¢)? = 3.
z € R?

Solucidn:

El problema queda:

1 0 17112
min 0 1 {xl}— 0 — 3.
xr € R? 1 -1 T2 c
Se resuelve entonces{ 1 _;} {xl ] — | 1He
X9 —C
24+c¢ 1—c
ueda r; = To =
Q 1 3 Yy T2 3
c—1 2
3
Luego 1—c = 3.
3
1—c
| 3

Resolviendo queda ¢ = 4.



=
SN O

4. a) Diagonalice ortogonalmente M = [

— O
| I |

Solucion:

Los valores propios son 0 y 2.

1
Los espacios propios quedan Fy = Gen { [ 0
—1

oo}

0 1/v/2 1/V2 2 00
Entonces se toma P = | 1 0 0O|lyD=|0 2 0].
0 1/vV2 —-1/V2 000

b) Demuestre que si P es una matriz ortogonal de n X n, entonces para todo
x,y € R" se tiene que Px. Py =x.y.

Solucion:
Como P es ortogonal se tiene que P'P = I.

Pz . Py = (Pz)"(Py) = 2'P'Py = 2'ly = x'y = x . y.



c¢) Calcule la descomposicién en valores singulares de la matriz A =

Solucién:

Se buscan matrices U y V ortogonales tales que U'AV = X.

ta |30 . |13 0
AA = {0 2},entoncesV—IyD— {0 2].
. 1/V3 0
Entonces Uy = AVV/D ~ = | 1/v/3  1/V2 |.
1/vV3 —1/v2
Como Ut ~ [ (1) (1) ? ], se tiene que:
—2/\/6
Uy = 1/v6 |.
1/v6
Finalmente

V3 1/v2 o 1/V6

1/V/3 0 —2/V6
ll/x/§ -1/v2 1/V6

t \/g 0
-A-{l 0}:[ 0 ﬁ]
0 1 0 0

— =




