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1. Sea M2×2 el espacio vectorial de las matrices de 2× 2 de coeficientes reales. Sea

W = {A ∈M2×2 : A

[
1
−2

]
=

[
0
0

]
}.

a) Demuestre que W es un subespacio de M2×2

b) Determine una base para W

Justifique sus respuestas.

Solución:

a) Hay que demostrar que 1.0 pts.

i) La matriz nula O está en W

ii) A,B ∈ W ⇒ A+B ∈ W
iii) A ∈ W,α ∈ R⇒ αA ∈ W

[i) Puesto que O

[
1
−2

]
=

[
0
0

]
0.5 pts. tenemos que O ∈ W

[ii) Si A,B ∈ W entonces A

[
1
−2

]
=

[
0
0

]
, B

[
1
−2

]
=

[
0
0

]
y entonces

(A+B)

[
1
−2

]
= A

[
1
−2

]
+B

[
1
−2

]
=

[
0
0

]
+

[
0
0

]
=

[
0
0

]
Por lo tanto A+B ∈ W 1.5 pts.

[iii) Si A ∈ W y α ∈ RR entonces

(αA)

[
1
−2

]
= α(A

[
1
−2

]
) = α

[
0
0

]
=

[
0
0

]
Por lo tanto αA ∈ W 0.5 pts.



b)

A

[
1
−2

]
=

[
a b
c d

] [
1
−2

] [
0
0

]
⇒

a− 2b = 0
c− 2d = 0

⇒ a = 2b
b = 2d

1.0 pts.

Considerando b, d variables libres y a, c básicas, tenemos[
a b
c d

]
=

[
2b b
2d d

]
= b

[
2 1
0 0

]
+ d

[
0 0
2 1

]
1.0 pts.

Por lo tanto W = Gen

{[
2 1
0 0

]
,

[
0 0
2 1

]}
(∗) 0.5 pts.

Como

[
2 1
0 0

]
,

[
0 0
2 1

]
no son una un múltiplo de la otra, ellas son linealmente

independientes (**) 0.5 pts.

Por (*), (**)

B =

{[
2 1
0 0

]
,

[
0 0
2 1

]}
B genera W y es linealmente independiente y por lo tanto es base de W .



2. Sea A =


a a2 0 0
a2 a 0 0
0 0 1 a
0 0 a 1


a) Determine condiciones sobre a para que A sea invertible.

b) Determine condiciones sobre a para que A sea positiva definida.

Solución

Una posible solución es:

Una forma escalonada de A es
a a2 0 0
a2 a 0 0
0 0 1 a
0 0 a 1

 F2 ← F2 − aF1

F4 ← F4 − aF3

−→


a a2 0 0
0 a− a3 0 0
0 0 1 a
0 0 0 1− a2

 1.0 pts.

a) A tiene inversa sii det(A) 6= 0 1.0 pts.

Pero det(A) = a · (a− a3) · (1) · (1− a2) = a2(1− a2)2 1.0 pts.

Por lo tanto A tiene inversa sii a 6= 0 y a 6= 1 y a 6= −1 0.5 pts.

(asignar en forma análoga los puntos para A tiene inversa sii los pivotes de la esca-
lonada son todos distintos de cero, et...)

b) A es definida positiva sii cada pivote es positivo sii a > 0 a(1 − a2) > 0, 1 > 0,
1− a2 > 0 1.0 pts. sii 0 < a < 1 1.5 pts.



3. Determine la solución de mı́nimos cuadrados y el error de mı́nimos cuadrados para el
siguiente sistema: 

1 1

0 −1

1 −1

1 1


[
x1

x2

]
=


1

−1

1

0

 .
solución

la solución de mı́nimos cuadrados de Ax = b satisface las ecuaciones normales
ATAx = AT b 1.0 pts.

ATA =

[
1 0 1 1
1 −1 −1 1

]
1 1
0 −1
1 −1
1 1

 =

[
3 1
1 4

]
0.5 pts.

AT b =

[
1 0 1 1
1 −1 −1 1

]
1
−1

1
0

 =

[
2
1

]
0.5 pts.

[
3 1
1 4

] [
x1
x2

]
=

[
2
1

]
⇒ x1 = 7/11, x2 = 1/11 2.0 pts.

El error de aproximación de la solución de mı́nimos cuadrados es

||b−Ax|| =

∥∥∥∥∥∥∥∥


1
−1
−1

1

−


1 1
0 −1
1 −1
1 1

[ 7/11
1/11

]∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥1/11


3

−10
5
−8


∥∥∥∥∥∥∥∥ =

3

11

√
22 2.0 pts.



4. Determine la matriz P que proyecta ortogonalmente sobre W = Nul(A), donde

A =

[
1 1 −1

1 4 2

]
.

Solución

Una base de Nul(A) es BNul(A) = {

 2
−1

1

} 2.0 pts.

La matriz de proyección es P = A(ATA)−1AT 1.0 pts. , donde A =

 2
−1

1


1.0 pts.

Puesto que ATA = 6, tenemos que (ATA)−1 =
1

6
y

P = A(ATA)−1AT =
[

2 −1 1
]

(
1

6
)

 2
−1

1

 =
1

6

 4 −2 2
−2 1 −1
2 −1 1

 2.0 pts.



5. Sea A =


5 2 −1

2 2 2

−1 2 5

 y v =


1

−2

1

. Compruebe que 6 es valor propio y v un vector

propio de A y diagonalice A ortogonalmente.

Solución

Av =


5 2 −1

2 2 2

−1 2 5




1

−2

1

 =


5− 4− 1

2− 4 + 2

−1− 4 + 5

 =


0

0

0


Por lo tanto A

 1
−2
1

 = 0 ·

 1
−2
1

 y v =

 1
−2
1

 es vector propio para el valor

propio λ = 0 1.0 pts.

B = A − 6I =


−1 2 −1

2 −4 2

−1 2 −1

 y por lo tanto det(B) = det(A − 6I) = 0 pues B

tiene dos filas iguales y entonces λ = 6 es valor propio de A. 1.0 pts.

Determinamos el subespacio propio asociado a λ = 6

(A−6I)x =


−1 2 −1

2 −4 2

−1 2 −1


 x1
x2
x3

 =

 0
0
0

⇒ x1−2x2+x3 = 0⇒ x1 = 2x2−x3

Por lo tanto  x1
x2
x3

 =

 2x2 − x3
x2
x3

 = x2

 2
1
0

+ x3

 −1
0
1


Por lo tanto una base de Wλ=6 = Nul(A− 6I) es B =


 2

1
0

 ,
 −1

0
1


Una base de vectores propios con los correspondientes valores propios es:

(λ = 2) : v1 =

 2
1
0

 , v2
 −1

0
1

 (λ = 0) : v3 =

 1
−2
1

 1.0 pts.

Nota: Si alternativamente un alumno calculara el polinomio caracteŕıstico, luego los
valores y vectores propios para obtener la base de vectores propios y de esta manera
çomprbar”que v es vector propio y λ = 6 valor propios, asignar 3.0 pts.



Para diagonalizar ortogonalmente es necesario determinar una base ortonormal de
vectores propios. Aplicando el método de Gram-Schmidt a la base de Wλ=6 obtene-
mos

u1 = v1 =

 2
1
0


u2 = v2 −

u1 · v1
u1 · u1

u1 =

 −1
0
1

− −2

5

 2
1
0

 =
1

5

 −1
2
5

 1.0 pts.

Una base ortonormal de vectores propios es

û1 =
v1
||v1||

=

 2√
5
1√
5

0

 , û2 =
v2
||v2||

=


−1√
30
2√
30
5√
30

 û3 =
v3
||v3||

=


1√
6

− 2√
6
1√
6

 , 1.0 pts.

Entonces

P = [û1 û2 û3] =


2√
5

−1√
30

1√
6

1√
5

2√
30
− 2√

6

0 5√
30

1√
6

 , D =

 6 0 0
0 6 0
0 0 0

 , A = PDP T 1.0 pts.

6. Determine si la afirmación es VERDADERA o FALSA y justifique demostrando su res-
puesta.

a) Si A tiene coeficientes reales, AT = A y los vectores ~u,~v satisfacen A~u = ~u, A~v = 2~v,
entonces ~u · ~v = 0.

b) Si A

 1
2
3

 =


2
4
6
8

 y Ax es siempre un múltiplo de


1
2
3
4

, entonces

dim(Nul(A)) = 1.

c) Si U, V son matrices ortogonales de de n× n entonces UV es una matriz ortogonal.

Solución

a) VERDADERO:

Si ~u,~v 6= ~0 y A~u = ~u y A~v = 2~v entonces ~u, ~v son vectores propios con valores
propios 1, 2 respectivamente 0.7 pts. .

Como A es real y simétrica los subespacios propios asociados a los valores propios
distintos son perpendiculares y por lo tanto ~u · ~v = 0 0.8 pts. .

Si ~u = ~0 o ~v = ~0 entonces ~u · ~v = 0 0.5 pts.



Alternativo: Con las hipótesis, se tiene que ~u ∈ Wλ=1, ~v ∈ Wλ=2, y Wλ=1 ⊥ Wλ=2 y
entonces ~u · ~v = 0 (en esta argumentación no es necesario distinguir entre vectores
nulos o no nulos.... )

b) FALSO

Como A

 1
2
3

 =


2
4
6
8

 y Ax es siempre un múltiplo de


1
2
3
4

 tenemos que

Col(A) = Gen




1
2
3
4


 1.0 pts.

PeroA es de 3×4 y dim(col(A))+dim(nul(A)) = 3. Puesto que dim(Col(A)) = 1
tenemos que dim(Nul(A)) = 2 6= 1 1.0 pts. .

Una alternativa es construir un contraejemplo que cumpla las condiciones dadas y
no cumpla la conclusión.

c) VERDADERO

Una matriz cuadrada P es ortogonal sii P TP = I 0.5 pts. (hay otras

equivalencias, que también se pueden usar)

U, V ortogonales implican UTU = I, V TV = I 0.5 pts.

P = UV ⇒ P TP = (UV )T UV = V T (UTU)V = V T I V = V TV = I. Por lo
tanto UV es ortogonal. 1.0 pts.


