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1. Sea My el espacio vectorial de las matrices de 2 x 2 de coeficientes reales. Sea

W ={A€ My A{_;]:[g}}.

a) Demuestre que W es un subespacio de Moo

b) Determine una base para W

Justifique sus respuestas.

Solucion:

a) Hay que demostrar que |1.0 pts.

i) La matriz nula O estd en W
i) ABeW=A+BeW
iii) Ace WaeR=aAecW

i) Puesto que O [ _; } = [ 8 } tenemos que O € W

[ii) SiA,BEWentoncesA{_;} = {8},3{_;] = [8] y entonces

arm| yl=al Lo )=o)+ [0]-[0]

Por lo tanto A+ Be€ W |1.5 pts.

iii) Si A€ W y a € RR entonces

@] | =eta] 5 p=al5]=]5]

Por lo tanto A € W 0.5 pts.



1 a b 1 0
sa]-lea]l=]le]-
a—2b = 0 a = 2b
c—2 =0 b = 2d
Considerando b, d variables libres y a, ¢ bésicas, tenemos
a b 2b b 2 1 0 0
o=l a) =l o] el V]
Por lo tanto W =Gend | 2 2|, | Y Y| (5)[0.5 pt
or lo tanto W = Gen { | 20110 0L ) [0 pis. |

Como [ (2) (1) } , [ (2) (1) } no son una un miltiplo de la otra, ellas son linealmente

independientes (**) 0.5 pts.

Por (), (%)
s={lo o) [2 7))

B genera W y es linealmente independiente y por lo tanto es base de W.



a a®> 0 0
a2 a 0 0
2. Sea A = 0 0 1 a
0 0 a1

a) Determine condiciones sobre a para que A sea invertible.

b) Determine condiciones sobre a para que A sea positiva definida.

Solucion
Una posible solucion es:

Una forma escalonada de A es

a a®> 0 0 a a> 0 0

2 a0 0| BTl sy g

0 0 1 a Fy %E}- aFs 0 0 1 a 1.0 pts.
0 0 a 1 0 0 0 1—a?

a) = A tiene inversa sii det(A4) #0 |1.0 pts.
» Pero det(A) =a-(a—a®) (1) (1 —a?) =da*(1—-a*?* |[1.0 pts.
= Por lo tanto A tiene inversasiia #0ya#1ya# —1 |0.5 pts.

(asignar en forma andloga los puntos para A tiene inversa sii los pivotes de la esca-
lonada son todos distintos de cero, et...)

b) A es definida positiva sii cada pivote es positivo sii a > 0 a(l —a?) > 0, 1 > 0,

1—a®2>0 sii0<a<1



3. Determine la solucion de minimos cuadrados y el error de minimos cuadrados para el
siguiente sistema:

1 1 1
0 —1 Ty -1
1 -1 [ X9 ] B 1
1 1 0
solucién
= la solucién de minimos cuadrados de Az = b satisface las ecuaciones normales

AT Az = ATh
1
1 0 1 1 —1 3 1
T . _
e | Fd B
1

1

1 0 11 -1 2
T
Ab—{l_l 11} 1 —{1} 0.5 pts.
0

[ ]
O =

—_ =

3 1 x| |2 B B
][R [ e oy R

El error de aproximacién de la soluciéon de minimos cuadrados es
1 1 1 3

_ —1 0 —1 7/11 _ —10 3
el = | T3 (= S| [ ) = o] 7S | = v e
1

1 1 -8



4. Determine la matriz P que proyecta ortogonalmente sobre W = Nul(A), donde
11 -1
A= )
1 4 2

2

Una base de Nul(A) es By ={| -1 |}
1

Solucién

2
La matriz de proyeccién es P = A(ATA)~1AT 1.0 pts. |, donde A = | —1
1

Puesto que AT A = 6, tenemos que (ATA)~! =

P=AATA)AT=]2 -1 1] (é) ~1



5 2 -1 1

5. Sea A = 2 2 2 yv= | —2 |. Compruebe que 6 es valor propio y v un vector
-1 2 5 1
propio de A y diagonalice A ortogonalmente.
Solucién
5 2 -1 1 5—4-1 0
s Av=| 2 2 2 —2|1=| 2-442 (=10
-1 2 5 1 —1-4+45 0
1 1 1
Porlotanto A| —2 | =0-| =2 | yv = | —2 | es vector propio para el valor
1 1 1
propio A =0
-1 2 -1
» B=A—-6I=| 2 —4 2 | yporlotanto det(B) = det(A—6I) =0 pues B
-1 2 -1

tiene dos filas iguales y entonces A = 6 es valor propio de A. |1.0 pts.

= Determinamos el subespacio propio asociado a A = 6

-1 2 -1

I 0
(A—61)x = 2 -4 2 o | = 0 | =21 —2x94+23=0= 21 = 229—123
1 2 -1 | L% 0
Por lo tanto
I 2[['2 — X3
) = ) = + T3
T3 T3
9 _
Por lo tanto una base de Wy_¢ = Nul(A — 6I) es B = 1, 0
0 1
Una base de vectores propios con los correspondientes valores propios es:
2 —1 [ 1
A=2):vy=| 1/, v 0 (A=0):v3=| —2 | |1.0 pts.
0 1 1

Nota: Si alternativamente un alumno calculara el polinomio caracteristico, luego los
valores y vectores propios para obtener la base de vectores propios y de esta manera

comprbar”que v es vector propio y A = 6 valor propios, asignar | 3.0 pts.



= Para diagonalizar ortogonalmente es necesario determinar una base ortonormal de
vectores propios. Aplicando el método de Gram-Schmidt a la base de Wj_g obtene-

mos
2
Uy = v = 1
0
Ui+ U1 -1 -2 2 1 -1
Ug = Vg — Uy = 0 - — 1 = = 2
Uy - Uy 1 5) 0 5) 5

» Una base ortonormal de vectores propios es

2 —1 1

v Va0 7

O 1 N S A s vz | 2
Tl T T el T B | T el | | R

0 7

= Entonces
P = [0y Uy u3] = 7 @ _?6 , D=0 6 0|, A=PDP" |1.0 pts.
0 & L 00 0

. Determine si la afirmacién es VERDADERA o FALSA y justifique demostrando su res-
puesta.

—

a) Si A tiene coeficientes reales, AT = A y los vectores 1, ¥ satisfacen A = u, AV = 20,
entonces u - v = 0.

2 1
1 4 2
b) STtA| 2| = 6| Y Ax es siempre un multiplo de 3 | entonces
3
8 4

dim(Nul(A)) = 1.

c) Si U,V son matrices ortogonales de de n x n entonces UV es una matriz ortogonal.

Solucién

a) VERDADERO:

» Siw,v# 0y Au = 4 y AU = 20 entonces 4, U son vectores propios con valores

propios 1,2 respectivamente |0.7 pts. |.

= Como A es real y simétrica los subespacios propios asociados a los valores propios

distintos son perpendiculares y por lo tanto v - v =0 |0.8 pts. |.
» Sid=0007=0entonces@-v=0 [0.5 pts.



Alternativo: Con las hipdtesis, se tiene que © € Wi—1, U € Wy—o, y Wiy L Wy—o vy
entonces 4 - ¥ = 0 (en esta argumentacion no es necesario distinguir entre vectores
nulos o no nulos.... )

b) FALSO
N :
= Como A| 2 | = 6| Y Az es siempre un multiplo de 3 tenemos que

3 8 4
1 3
2

corta) = cend | 2

4

» Pero A esde3x4ydim(col(A))+dim(nul(A)) = 3. Puesto que dim(Col(A)) =1
tenemos que dim(Nul(A)) =2#1 |1.0 pts. |.

Una alternativa es construir un contraejemplo que cumpla las condiciones dadas y
no cumpla la conclusion.

¢) VERDADERO

» Una matriz cuadrada P es ortogonal sii PTP = I |0.5 pts. | (hay otras

equivalencias, que también se pueden usar)

» U,V ortogonales implican UTU = I,VIV =1 |0.5 pts.

« P=UV = P'P=UV) UV =VIUTU)V =VT IV = VTV = I. Por lo

tanto UV es ortogonal. |1.0 pts.




