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1. a

b)

)

(Es correcto que si la rutina Partition siempre realiza el minimo nimero de intercambios posibles, se
garantiza que QuickSort ejecuta en el menor tiempo posible (es decir, esta en el mejor caso)? Argumente.

Escriba el pseudocddigo de una version inestable (pero correcta) de Merge Sort. Ahora diga como trans-
formarla en estable.

Suponga que insertard los objetos o1, 02, . . . , 0y, €n orden, a un Min-Heap, usando la operacién de inser-
cién estdndar. ;Como podrian ser las claves de estos objetos para obtener el mejor caso? ;Y para obtener
el peor caso? Diga, con precision, cudntos intercambios se producen en cada caso si se usan las rutinas
vistas en clases.

Solucion

a)

b)

Falso (0.5 puntos). Los peores casos de QuickSort son aquellos en los que ocurren muchas particiones
desbalanceadas. Una particién desbalanceada es cuando el pivote, luego de Part it ion, queda al inicio o
al final del arreglo, y esto no tiene relacién alguna con el niimero de intercambios realizados (puede haber
una particién desbalanceada con muchos intercambios asi como una sin ningin intercambio). Si ocurren
muchas particiones desbalanceadas en QuickSort, entonces, cada llamada recursiva procesard un arre-
glo de n — 1 elementos (arreglo original menos el pivote), por lo que se llamard n-veces hasta llegar a un
arreglo de largo 1 (el Heap de llamadas se vuelve lineal) (1.5 puntos por argumentar).

Otra forma seria mostrar un contragjemplo. Por ejemplo, ordenar un arreglo ordenado con QuickSort
(2 puntos si el contragjemplo estd correcto y bien fundamentado).

Un algoritmo estable es aquel que mantiene el orden del input original cuando el algoritmo de compara-
cién no es capaz de distinguir dos o mas elementos. Va a garantizar que cuando dos objetos son iguales,
los ordenard de la misma forma en la que estaban originalmente.

En el algoritmo de Merge, se comparan los objetos del arreglo de la derecha y de la izquierda, poniendo
primero en el arreglo original el que sea mas pequefio. Ahora, si cambiamos la comparacién de < por solo
< en el algoritmo, podemos obtener una version inestable de MergeSort, pues cuando hayan dos objetos
iguales no entrard en la primera condicién del If y entrard en el E1se, que es donde se ubica el objeto
del arreglo de la derecha primero (1 punto por escribir el pseudocédigo inestable).

El cambio se encuentra en la linea 9 del siguiente pseudocodigo:

1: function MERGESORT(A, p, q, )

2: 140,70

3 L nuevo arreglo de tamafo ¢ — p + 2
4: R nuevo arreglo de tamafio r — ¢ + 2
5 L[0...q — p] < Alp...q]

6 R[0..r —q—1] + Alg+ 1...7]

7 Llg—p+1]« Rlr—q] + o



8: for k < ptor do

9: if L[i] < R][j] then
10: Alk] + LJ[i]

11: i+ =1

12: else

13: Alk] «+ R[j]
14: i+ =1

15: end if

16: end for

17: end function
Para hacerlo estable, se cambia < por < en la linea 9 (1 punto por decir cdmo hacerlo estable).

Al insertar un elemento en un Min-Heap, este se coloca al final del arreglo y luego ”sube’hasta que sea
mayor o igual que su Padre. DecreaseKey, toma en el peor caso una complejidad de O(log(n)) (con n
el tamafio del heap) y esto ocurre cuando el elemento insertado llega al inicio del arreglo (pues es el mds
pequeiio). El algoritmo tomara el mejor caso cuando el elemento insertado es el mayor de todos, por lo
que no debe modificar su posicién y DecreaseKey se ejecuta en O(1).

Los intercambios se producen cuando el elemento insertado debe subir por el arbol (cuando es menor
que su padre), por lo tanto, para obtener un mdximo niimero de intercambios, todos los elementos inserta-
dos deben ser menores que todos los elementos sobre el, de modo de llegar hasta lo mds arriba del heap
a través de los intercambios. Por lo tanto, insertar n elementos de mayor a menor serd el caso con mayor
nimeros de intercambios (0.5 puntos). El total serd de (0.5 puntos por el nimero correcto):

n

> (Llog(i)])

=1

Para obtener un nimero minimo de intercambios, todos los elementos insertados deben ser mayores que
los elementos sobre el, de modo de mantenerse en el lugar donde fueron insertados y no subir por el heap a
través de intercambios. Por lo tanto, insertar n elementos de menor a mayor serd el caso con menor nimero
de intercambios (0.5 puntos). El total sera de cero intercambios (0.5 puntos).



2. En muchas localidades de Chile se debe usar un ferry para poder continuar un camino. Aqui nos interesa el
problema de cargar un ferry con dos filas de autos. El encargado de cargar este ferry debe decidir, para cada auto
que estd en en fila, a cudl fila del ferry ingresarlo, con el objetivo es maximizar el nimero de autos cargados en
él. Lo que hace a este problema no trivial es que el total de autos que se puede cargar depende de las decisiones
tomadas por el encargado.

El problema estd descrito por el largo de ambas filas del ferry, L, y una secuencia de largos, /1, {5, . .., £,, donde
{; representa el largo del vehiculo en la posicion ¢ de la fila.

a) Escriba una ecuacion recursiva que describa el niimero méximo de autos que se puede cargar en el ferry.
(Por qué es su ecuacion correcta? Argumente.

b) Escriba un programa iterativo que imprima qué autos deben ir en qué columna del ferry de manera de
obtener una solucién ptima.

¢) Analice el tiempo de ejecucion del programa que escribié en b). Diga si su solucién es exponencial (pero
no pseudo-polinomial), polinomial, o pseudo-polinomial, demostrando su respuesta.

Respuesta:

a) Definimos la funcién F(Ly, Lo, i) coni € [1,n]y L1, Ly € [0, L], como el mdximo nimero de autos que
se puede colocar en total dado que la fila 1 tiene largo L4, la fila 2 largo Lo y que se quiere agregar los
autos Al[i], ..., A[n].

0 1fL1<l2yL2<ll
F(Ly,Lo,i) =< —o0 if Ly <00Ly<00i>n
max{F(Ly —l;, Lo,i+ 1)+ 1, F(L1,Ly —l;,i+ 1)} +1 en otro caso

Este algoritmo es correcto ya que el problema tiene la propiedad de sub estructura 6ptima, es decir, se
puede resolver como una instancia de otros problemas mas pequefios, en este caso seria subdividirlo seguin
la decision de ponerlo en la fila 1, fila 2 o que no quepa (en cuyo caso retorna —oo).

Puntaje:
= (.5 ptos por casos base y borde.
= 1 pto por caso recursivo.
= (.5 ptos por justificacion.



b) El algoritmo es el siguiente:

1: function OPTIMALCARS(L, [I1, . .. 1,])
2: //Cdlculo con programacion dindmica
3 DP < arreglo de tamafio (L + 1) x (L + 1) x (n + 2) inicializado en —oo
4 Choose < arreglo de tamafio (L + 1) x (L + 1) x (n + 2) inicializado en O
5 fori < n+1toldo

6: for L1 + Oto L do

7 for Lo < O0to L do

8 if i = n + 1 then

9

: DP|[Ly][Ls][]] =0
10: DP[L1][Ls][i] =0
11: else
12: if L1 <l; AN Ly <; then
13: DP[L1][Ls][{] <= 0O
14: Choose|L1][L2][i] + 0
15: else
16: dy + 7OO,d2 — —00
17: if L; > [; then
18: dy < DP[Ly — L;][L2][i + 1]
19: end if
20: if L; > [; then
21: dy +— DP[LlHLQ — ll] [l + 1]
22: end if
23: if di = —00o A dy = —oo then
24: DP[L4][Ls][]) =0
25: Choose[L1][L2][i] =0
26: else if d; > d5 then
27: DP[Ll][LQHZ] =d;+1
28: Choose[L1][Lo][i] = 1
29: else if dy > d; then
30: DP[Ll][LQHl] =dy+1
31: Choose[L1][Lo][i] = 2
32: end if
33: end if
34: end if
35: end for
36: end for
37: end for
38: // Impresion resultados
39: L+ L, Ly« L
40: fori <+ ntoldo
41: decision < Choose[L1][L2][i]
42 if decision = 0 then
43: break
44: else if decision = 1 then
45: L+ L1 -
46: print(Auto i va en fila 1)
47 else if decision = 2 then
48: Lo+ Ly —1;
49: print(Auto i va en fila 2)

50: end if



51: end for
52: end function

Bésicamente genera los casos posibles de la funcién de una forma bottom-up, generando primero los casos
base y luego aprovechando los resultados anteriores para poder hacer los célculos siguientes. DP[L1, Lo, 7]
guarda el nimero maximo de autos de la manera definida en a), Choose[L1][L2][i] guarda la decisién de
en que fila se colocard el auto .

Puntaje:

= (.5 ptos por impresion de decisiones.
= 1 pto por algoritmo con programacién dindmica.
= No se da puntaje por soluciones recursivas.

¢) El algoritmo es O(L?n), que es pseudo-polinomial ya que es exponencial en la representacién binaria del
input en base al largo: O((2%%)(2Y)) Puntaje:

= 1 pto por correcto calculo de complejidad, siempre y cuando el algoritmo haya sido correcto.
= 1 pto por explicacién de si es exponencial, polinomial o pseudo polinomial.

3. a) (2/3) Muestre que existe un algoritmo cuyo tiempo de ejecucién es ©(n) para ordenar n ndmeros cuyas
claves van entre 2" y 2" + log, n. Suponga que el algoritmo recibe dos pardmetros: A, el arreglo en donde
estan los nimeros, y n. Describa el algoritmo con detalle (pero no es necesario un pseudocédigo). ;Cudnta
memoria adicional necesita su algoritmo?

b) (1/3) Modifique minimamente el algoritmo de a) de manera que funcione correctamente cuando el rango
de claves del input va entre 0 y 2" + log, n. Analice el tiempo de ejecucion de la mejor configuracion que
se le ocurra del algoritmo resultante bajo este nuevo escenario de inputs.

= Criterio de correccidn:

a) El alumno menciona o describe (con palabras o c6digo) un algoritmo que sirva para ordenar en © (n).
Se consideran correctos counting sort, radix sort, bucket sort o alglin otro algoritmo existente o creado
que cumpla la complejidad (1 punto). Describe con detalle qué hace el algoritmo y como lo utiliza en
este caso (1 punto) y explica correctamente su complejidad (1 punto). Entrega un valor correcto de
cudnta memoria necesita su algoritmo (depende del algoritmo) (1 punto)

b) El alumno modifica minimamente el algoritmo y auin sirve para ordenar la lista A, dada sus carac-
teristicas (1 punto). El alumno explica correctamente la complejidad de este nuevo algoritmo para su
mejor caso (1 punto).

= Ejemplo de posible solucién:

a) Una forma de ordenar la lista A de n elementos que pertenecen a un conjunto de numeros enteros
entre 2" y 2" + logan, es utilizando una variacién de counting sort. Utilizamos una lista de tamafio
logan — 1, ya que solo hay logan — 1 valores posibles para los n numeros. Cada valor de esta lista
(B) lo dejamos en 0. Luego hacemos los pasos de counting sort ( aqui hay que detallar gé hace el
algoritmo (por pasos)) con diferencia de que restamos 2™ en el calculo para la obtencién del indice en
B. Este paso que se agrega es despreciable para la complejidad, por lo que se mantiene en O (n + k)
dado por counting sort.

Como k = logan, entonces k < ny © (n+ k) € © (n). Por ende, el algoritmo es O (n). Como este
algoritmo utiliza una lista de largo logon — 1 y una lista de tamafio n en la que se insertan los valores
ordenados, la memoria utilizada tiene complejidad © (n)

b) En caso de tener ahora valores entre 0 y 2™ 4 logan, solo bastaria modificar la lista B a un tamafio de
2™ 4 logan — 1. En este caso, ahora k = 2" + logan. Por ende, al recorrer la lista B para hacer las
respectivas sumas en cada indice, se requieren O (2") pasos. Ahora la complejidad, en su mejor caso
es © (2™), ya que en cualquier caso deberd recorrer toda la lista B.

4. Las siguientes preguntas son en el contexto del problema de la Tarea 1.



a)

b)

Discuta el posible impacto en el tiempo de ejecucién de usar la siguiente poda: “Si en algiin momento
alguna de las celdas queda sin posibles opciones de asignacion, entonces se debe retornar (o retroceder)”
Respuesta:

(1 pt) La poda es correcta ya que se deben completar todas las celdas para encontrar la solucién.

(1 pt) En cuanto al aporte de la poda, logra detectar casos irresolubles en niveles bajos de la buisqueda, lo
que elimina mucha ramificacién del problema y disminuye considerablemente los pasos que realiza.

(1 pt) El costo de calcular la poda es O(n) en cada paso, donde n es la cantidad de celdas sin piezas, ya
que debe revisar para todas las celdad si no tiene opciones de asignacion.

(Cual de las siguientes heuristicas cree que es mds efectiva? Justifique.

= Al asignar una pieza a una celda, revisar si alguna otra celda queda con una sola opcién. De ser asi,
asignarla de inmediato, como parte de este mismo paso y repetir este proceso, de ser posible.

= Al elegir qué celda asignar, preferir la que tiene menos opciones de asignacion.

Respuesta:

(1 pt) El costo de calcular ambas heuristicas es el mismo, por lo que su efectividad solo depende de su
beneficio.

(2 pts) Cualquiera de la siguientes respuestas se considera correcta:

= Ambas heurfsticas son correctas y ayudan a disminuir la cantidad de pasos, pero la segunda engloba
a la primera, por lo que es mejor.

= La segunda heuristica contiene a la primera, pero existe la posibilidad de que la segunda heuristica
lleve a que se hagan mds pasos en algtin puzle especisfico, mientras que la primera heuristica solo
puede hacer mas rapida la busqueda. Por lo tanto la primera es mejor.

= La primera heuristica hace que el arbol de bisqueda tenga una altura menor, mientras que la segunda

heuristica ayuda a disminuir la ramificacién del problema, por lo que ambas son muy efectivas (ambas
son igual de buenas).



