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1) Supongamos que construimos un grafo direccional aciclico G = (V, E) de la siguiente manera. Los vér-
tices representan tareas que deben ser realizadas, y las aristas representan restricciones de orden en-
tre tareas: una arista (u, v) indica que la tarea u debe realizarse antes que la tarea v. Ademas, asigna-
mos a cada vértice un costo, que representa las unidades de tiempo necesarias para realizar esa tarea.

Una ruta en este grafo representa una secuencia de tareas que deben ser realizadas en un orden
particular. Una ruta critica es una ruta mds larga, y corresponde al mayor tiempo necesario para re-
alizar una secuencia ordenada de tareas. El costo de la ruta critica es una cota inferior para el tiempo
total necesario para realizar todas las tareas (tipicamente, todas las tareas correspondientes a un mis-
mo proyecto).

Da un algoritmo eficiente para encontrar una ruta critica en G; en particular,

a) ,Cémo se puede determinar eficientemente las rutas mds cortas desde un vértice s a todos los demas
en el grafo direccional aciclico? (Cual es la complejidad de este algoritmo?

En [Cormen et al., 2009], se demuestra que a partir de la ordenacién topolégica de los vértices de un
grafo direccional aciclico (como vimos en clase), se puede determinar eficientemente las rutas mds
cortas desde un vértice s a todos los demas: después de la ordenacién topoldgica, inicializamos el gra-
fo (con Init), y luego, recorriendo cada vértice en orden topoldgico, reducimos (con Reduce) una vez
cada arista que sale del vértice. Esto tiene sentido, ya que, si recorro los vértices en orden topolégico,
una vez que llego al vértice v, he reducido todas las aristas que llegan a él y esta garantizado al
recorrer los restantes vértices que no voy a volver a v (el grafo es aciclico). Este algoritmo toma
tiempo O(V+E). Inity Reduce son tales que, una vez terminada la ejecucion del algoritmo, es posible
reconstruir facilmente cada ruta mas corta.

b) ;Cémo se puede convertir el grafo G en otro, G', en que los costos estén en las aristas? Da un algo-
ritmo de tiempo O(V+E), basado en convertir cada vértice en un trio < vértice', arista, vértice' >.

Asignamos costo 0 a cada arista original; y convertimos cada vértice original en un trio < vértice’,
arista, vértice” >, en que vértice’ recibe las mismas aristas que el vértice original, asignamos a la
arista el costo del vértice original, y desde vértice” salen las mismas aristas que del vértice original.

c) ,Cémo se pueden determinar eficientemente las rutas mds largas en G'? ;Cuél es la complejidad de
tu algoritmo?

Las rutas mds largas se pueden determinar similarmente a las rutas mas cortas (s6lo en grafos
aciclicos), negando primero los costos de cada arista, o bien reemplazando primero « por —o en Init 'y
los “>” por “<” en Reduce.



2) Un arbol rojo-negro con 8 nodos tiene la siguiente configuracién: la raiz, con clave @, es negra; sus hijos
tienen las claves D y T, y son rojo y negro, respectivamente; D tiene dos hijos negros: A y L; T tiene un
unico hijo, W; y L tiene dos hijos: J y N. Inserta en este arbol la clave G; en particular,

a) [1 pt.] Dibuja el arbol original, antes de la inserciéon de G; deduce los colores de los nodos J, Ny W.

J, Ny Wson rojos. Si alguno fuera negro, entonces se violaria la propiedad de la altura negra del
arbol: la ruta @—-D-A, en que A es una hoja, tiene sé6lo dos nodos negros, y cualquiera de las rutas
desde la raiz a JJ, N o Wya tiene dos nodos negros.

b) [2 pts.] Dibuja el arbol justo después de la insercién de G, pero antes de cualquier operacién de res-
tauraciéon de las propiedades del arbol. ;Cual propiedad no se cumple?

G se inserta en la forma habitual en un arbol de busqueda, queda como hijo izquierdo de J, y se
pinta rojo; pero </ es rojo, por lo que ahora hay un nodo y su hijo ambos rojos.

c) [3 pts.] Dibuja el arbol después de cada operacion de cambio de colores y de cada operacién de rota-
cidén, explicando qué problema se produce en cada caso, hasta llegar al arbol final.

Primero, como el hermano N de JJ también es rojo, cambiamos colores: / y N quedan negros, y su
padre, L, rojo. Pero el padre, D, de L también es rojo; es decir, "subimos" el problema de dos nodos
rojos consecutivos.

Pero ahora el hermano, T, de D es negro, por lo que no podemos aplicar el cambio de colores anterior.
Como L es hijo derecho de D, rotamos D-L a la izquierda, sin cambiar colores, dejando L como hijo
izquiedo de la raiz, y D como hijo izquierdo de L.

De nuevo hay un nodo y su hijo rojos, Ly D, y el hermano, T, de L es negro. Pero ahora D es hijo
izquierdo de L; por lo que rotamos @-L a la derecha y pintamos  de rojo.



3) Dada la secuencia de enteros A1, As, ..., An, posiblemente negativos, queremos encontrar el valor de la
suma de aquella subsecuencia que sume mas. P.ej., para la secuencia -2, 11, —4, 13,—5, -2, la respuesta
es 20 (= 11+ (—4) + 13).

Da un algoritmo del tipo dividir para conquistar para resolver este problema en tiempo O(N logN);
justifica.

Como sabemos, para que un algoritmo dividir para conquistar corra en tiempo O(N logN), normalmente
tiene que dividir el problema en dos subproblemas (de la misma naturaleza y) del mismo tamano y lue-
go, al combinar las soluciones a los subproblemas para encontrar la solucién al problema original, tiene
que tomar tiempo O(N) (similarmente a mergeSort).

En este caso, la subsecuencia que suma m4as es una que esta contenida completamente en la mitad iz-
quierda de la secuencia, o bien una que esta contenida completamente en la mitad derecha (hasta aqui,
la divisién), o bien una que empieza en la mitad izquierda y termina en la mitad derecha (esta es la
combinacién). Buscar la subsecuencia que suma mas en cada una de las mitades, izquierda y derecha,
se puede hacer recursivamente, y es lo que aporta el factior log/NV al tiempo de ejecucién del algoritmo.

., Como encontramos la subsecuencia que suma mas y que cruza desde la mitad izquierda a la derecha?
La parte izquierda de esta subsecuencia tiene que ser la subsecuencia de la mitad izquierda que sume
mas y que incluya el elemento en el extremo derecho de esta mitad; y, analogamente, la parte derecha
tiene que ser la subsecuencia de la mitad derecha que sume mas y que incluya el elemento en el
extremo izquierdo de esta mitad. Ambas subsecuencias se determinan revisando linealmente —O(N)—
la mitad correspondiente, de izquierda a derecha y de derecha a izquierda, respectivamente.



4) Tenemos dos strings, X = x1x2...Xm € Y = y1y2...yn. Consideremos los conjuntos {1, 2, ..., m} y {1, 2, ..., n}
que representan las posiciones (de los simbolos) en los strings X e Y, y consideremos un emparejamien-
to de estos conjuntos, es decir, un conjunto de pares ordenados tal que cada item aparece en a lo mas
un par. P.ej., si X=hola e Y=ollas, entonces los conjuntos son {1, 2, 3, 4} y {1, 2, 3, 4, 5}, un empare-
jamiento podria ser { (2,1), (3,2), (4,4) } (que empareja letras iguales entre ellas), y otro { (1,5), (4,1) }
(que empareja letras extremas entre ellas).

Decimos que un emparejamiento M es una alineacion si no hay pares que "se crucen": si (j, k), (j', k')
e M, ysij<j', entonces k < k’; p.ej., el primer emparejamiento anterior es una alineacion, pero el se-
gundo no. Dado M, un gap (brecha) es una posicion de X o Y que no esta en M; p.ej., para la alineacion
anterior, la posicién 1 de X, y las posiciones 3 y 5 de Y son gaps.

Finalmente, podemos asociar un costo a una alineacién: cada gap incurre un costo fijo 8 > 0; ademas,
s1 para cualquier par de simbolos u, v del alfabeto del que provienen X e Y hay un costo a(u, v) de em-
parejamiento, entonces cada par (i, j) de M tiene un costo a(x;, ;). El costo de la alineacion es la suma
de los costos debidos a sus gaps mas los costos debidos a sus emparejamientos. P.ej., el costo de la ali-
neacién anterior es 38 + a(o, o) + a(l, 1) + a(a, a).

En estas condiciones, dados dos strings, X e Y, queremos encontrar la alineacion de costo minimo.
Muestra que este problema puede ser resuelto mediante programaciéon dinamica. En particular,

a) Muestra que —explica por qué o explica como— el problema puede ser visto como el resultado de
una secuencia de decisiones.

En una alineacién de costo minimo M, ya sea (m, n) € M o (m, n) ¢ M, en este ultimo caso, ya sea la
posiciéon m de X o bien la posiciéon n de Y no aparecen emparejadas en M. Esta dltima afirmacién se
demuestra por contradiccion: de lo contrario, habria pares "cruzados" y no tendriamos propiamente
una alineacion, segun la definicién de mas arriba.

Si (m, n) € M, entonces pagamos el costo a.(xm, y») v alineamos lo mejor posible x1...xm-1 con yi...yn-1;
es decir, opt(m,n) = a(xm, y») + opt(m—1, n—1).

Si, en cambio, la posicién m de X no esta emparejada, pagamos el costo 8 del gap y alineamos lo
mejor posible x1...xm-1 con yi...yn; es decir, opt(m,n) =8 + opt(m—1, n). Y similarmente si la posicién
n de Y no esta emparejada, obteniendo opt(m,n) =8 + opt(m,n—1).

b) Muestra que —explica por qué o explica como— se verifica el principio de optimalidad, cuando se
aplica al estado del problema que resulta al tomar una decisién.

De la argumentacion de a), cuando decimos "y alineamos lo mejor posible".

Si M es una alineacién éptima y sacamos el par que contiene las posiciones m y/o n, entonces el resto
de los pares, M’, es una alineacién 6ptima para los demas simbolos de X e Y. Sino fuera asiy
hubiera una alineaciéon M'' mejor que M’ para el resto de los simbolos, entonces podriamos cambiar
M' por M' en M y obtener una alineacién mejor que M, contradiciendo que M sea 6ptima.



c) A partir de a) y b), plantea una ecuacién recursiva para calcular el costo de la alineacién de costo
minimo (la ecuacién debe estar planteada, entre otros, en términos de los costos de subalineaciones
6ptimas); incluye las condiciones de borde —es decir, cuando la recursién ya no aplica mas— que
permiten resolver la ecuacion.

Parai>1yk>1,
opt(i, k) = min{ a(x;, yr) + opt(i—1, k—1), 6 + opt(i—1, k), & + opt(i, k—1) }

con opt(i, 0) = opt(0, i) =18, para todo i (ya que la tinica forma de alinear una palabra de i letras con
una de 0 letras es usar i gaps)



5) T quieres conducir un auto desde Santiago hasta Pueto Montt. Cuando el estanque de bencina del
auto esta lleno, te permite viajar n kilometros. Tt tienes un mapa con las distancias entre estaciones
de bencina en la ruta. Tu propésito es hacer el menor nimero posible de detenciones en el viaje.

a) Muestra que este problema tiene subestructura éptima.

(Suponemos que partimos con el estanque lleno y que las distancias entre pares consecutivos de
estaciones de bencina son todas < n.)

Supongamos que tenemos la solucién éptima, y que en esta solucion, la primera detencién es a los m
kilémetros (m < n); en este punto, que llamaremos R, llenamos el estanque. El resto del recorrido
tiene que ser una soluciéon 6ptima (minimiza el namero de detenciones) al problema de viajar desde
R (m kilémetros al sur de Santiago) hasta Pueto Montt. La razén es que si no lo fuera, entonces
podriamos encontrar otra secuencia de detenciones para viajar desde R hasta Puerto Montt que
tuviera menos detenciones, y podriamos usar esta secuencia en el viaje desde Santiago hasta Puerto
Montt, después de parar en R, reduciendo el namero total de detenciones para este viaje, contradi-
ciendo asi la suposicion de que la solucién que tenemos es éptima.

b) Plantea una solucién recursiva.

Dada la propiedad de subestructura 6ptima, podemos plantear la solucién como sigue: Elegir de la
mejor manera la préxima estacién, y, de alli, encontrar una solucién éptima al problema de viajar
desde esa estacion hasta Pueto Montt.

c) Justifica que en cualquier etapa de la recursion, una de las elecciones éptimas es la eleccion
codiciosa.

La eleccion codiciosa es recorrer la mayor distancia que podamos antes de parar en una estacién de
bencina (y alli llenar nuevamente el estanque).

Supongamos que acabamos de reanudar el viaje depués de detenernos para llenar el estanque. Su-
pongamos también que las siguientes estaciones son S, ..., T, ..., U, en orden de cercania a nuestra
posicién actual, y que T es la mas lejana que no estd a méas de n kilémetros de distancia. Y suponga-
mos que en una solucién 6ptima la préxima detencién es en la estacion S (més cercana que 7).

Es facil ver que en esta solucién éptima podemos cambiar la eleccion de detenernos en S por la de
detenernos en T, sin aumentar el nimero total de detenciones: si en la solucién éptima, la préxima
detencion mas alla de T'es U, a la cual pudimos llegar desde S, entonces también podemos llegar a U
desde T, ya que T esta méas cerca de U que S; y podemos llegar desde nuestra posicién actual a T sin
detenernos antes, ya que la distancia a 7' no es mayor que n kilémetros.



