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1 ALGORITMOS DE ORDENACION

1 Algoritmos de Ordenacion

En esta seccion se encuentran los siguientes con-
tenidos:

— SelectionSort
— InsertionSort
— QuickSort

— MergeSort

— HeapSort
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Interrogacion 1

Pregunta 1

a) Supongamos que al ejecutar Quicksort sobre un arreglo particular, la subrutina partition hace siempre
el mayor nimero posible de intercambios; jcuanto tiempo toma Quicksort en este caso? ;Qué fracciéon
del mayor ntimero posible de intercambios se harian en el mejor caso? Justifica

b) El algoritmo quicker-sort llama a la subrutina pq-partition, que utiliza dos pivotes py q (p < q) para
particionar el arreglo en 5 partes: los elementos menores que p, el pivote p, los elementos entre p y q,
el pivote g, y los elementos mayores que q. Escribe el pseudocédigo de pg-partition. ;Es quicker-sort
mas eficiente que quick-sort? Justifica.

Solucién Pregunta 1a)
La subrutina partition para arreglos que vimos en clases:

partition(A,i, f):
x < un indice aleatorio en [i, f]
p < A[x]
Alx] 2 A[f]
jei
forkeli f—1]:
if Alk] < p:
A[j] 2 A[k]
jejt+1
Alj] 2 A[f]

return j
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Podemos ver que hay dos intercambios que siempre se hacen, que son poner el pivote al final del arreglo y
luego moverlo a la posicién que separa los menores de los mayores.

Los demas intercambios se hacen solo cuando encontramos una clave que es menor al pivote. Por lo tanto,
en el caso de que se hagan la mayor cantidad de intercambios es cuando todas las claves del subarreglo son
menores al pivote.

Esto significa que si el subarreglo tenia m elementos, se hacen m + 1 intercambios, y el subarreglo se separa
en dos subarreglos disparejos, uno de largo 0 y el otro de largo m — 1.

Esto significa que el tiempo que toma Quicksort para un arreglo inicial de n elementos es:

Tn)=n+nm-1)+n—-2)+---+1

T(n) € O(n?)

El cual es el peor caso de Quicksort.

Por otro lado, sabemos que el mejor caso de Quicksort se produce cuando partition separa el subarreglo en
dos mitades de el mismo largo (o lo més parejo posible).

Esto significa que la mitad de los elementos del subarreglo deben ser mayores al pivote y otra mitad menores
al pivote. Ya vimos que los intercambios se hacen sélo para los elementos menores al pivote, por lo que en
este caso tendriamos la mitad de intercambios que en el caso anterior.

[1pt] Por identificar que implican los intercambios en partition
[1pt] Por identificar correctamente el peor caso
[1pt] Por identificar correctamente fraccién en el mejor caso

[Era posible interpretar esta pregunta como cudl es la fraccion de intercambios que se efectian
en Quicksort, en lugar de cada llamada a partition. Esta interpretaciéon es valida y se evalia
de manera correspondiente. No basta con el resultado final, debe tener los pasos intermedios
correctos.]
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Solucién Pregunta 1b)

Ya que la definicién dice que p < g, entonces es posible asumir que no hay datos repetidos. De todos modos,
esto no afecta el andlisis.

Lo maés simple es implementar partition con listas ligadas como vimos en clases:

1: procedure PQ-PARTITION(lista ligada L)

2 P, q < dos nodos de L tal que p < q. Quitar estos nodos de L.

3 A, B, C < listas vacias D Los elementos menores a p, entre p y g y mayores a g respectivamente
4 for nodo = € L do

5: if x < p then

6: agregar x al final de A

7 else if ¢ < g then

8 agregar « al final de B

9

else
10: agregar « al final de C
11: end if
12: end for

13: return A, p, B,q,C
14: end procedure

El paso en la linea 2 es fécil de hacer en O(1), basta con extraer los primeros dos elementos de L, e
intercambiarlos si p > q.

Recordemos que el peor caso de Quicksort se produce cuando partition separa una secuencia de m datos
en dos secuencias disparejas, de 0 y m — 1 datos cada una. En ese caso la complejidad para una secuencia
inicial de n datos es de:

Tn)=n+Mm—-1)+(Mn-2)+---+1

T(n) € O(n?)

En este caso esto también puede suceder, solo que se separa en 3 secuencias disparejas, de 0, 0 y m — 2
elementos cada una. En este caso la complejidad para una secuencia inicial de n datos es de:

Tn)=n+n—-2)+(n—4)+---+1

T(n) € O(n?)

Ambos algoritmos son iguales en el peor caso, asi que no podemos afirmar que quickersort sea mejor que
quicksort.

[1pt] Por el pseudocédigo
[1pt] Por calcular la complejidad de quicker-sort

[1pt] Por argumentar cual de los dos es mejor [varfa segiin el argumento]
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[1IC2133 — Estructuras de Datos y Algoritmos

Interrogacion 1

Hora inicio: 14:00 del 8 de abril del 2020

Hora maxima de entrega: 13:00 del 9 de abril del 2020

0. Formalidad. Responde estapreguntaen papely lapiz, incluyendo tu firma al final.

a. ¢Cudlestunombre completo?
b. ¢Te comprometesa no preguntarni responderdudasde la prueba a nadie que no sea parte
del cuerpodocente delcurso, ya sea de maneradirecta o indirecta?

1. Alahoradeordenarusando HeapSort, esnecesario primero que el arreglo esté estructurado como
un heap. Considerala siguiente funcién que recibe un arreglo A de nelementos:

preparar para HeapSort(A,n):
. _|n .
fori= IZJ..O.

sift down(A,i)

a. Demuestraque preparar para HeapSortdejaelarreglo A estructurado como un heap.
b. Justifica, mediante célculos, que la complejidad de este algoritmo es O(n).



1 ALGORITMOS DE ORDENACION

2020-1-11-P1-HeapSort (2/3)

PonTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
ESCUELA DE INGENIERIA

DEPARTAMENTO DE COMPUTACION

1IC2133 — ESTRUCTURAS DE DATOS Y ALGORITMOS
PRIMER SEMESTRE 2020

Pauta Interrogacion 1

Problema 1
a)

Idea central: El algoritmo comienza desde el ultimo padre escalando hacia arriba del arbol ordenando cada

subédrbol como un heap (las hojas de estos son trivialmente heaps de un solo elemento). Esta propiedad es
utilizada hasta llegar al primer elemento completando lo pedido en el enunciado. (0.2 puntos)

Demostracion formal:

La presente demostracion es parecida a una induccién. Se asume una proposiciéon B. Se expone su caso base, y
se muestra que si en un caso general (ciclo n) si la proposicién B es verdadera en el siguiente caso (ciclo n+1)
también lo sera.

Proposiciéon B: Todos los elementos mayores a i son la raiz un heap.

Concepto de termino y correctitud: Al llegar al primer elemento, como sus hijos son heaps el algoritmo
dejard la totalidad del array estructurado como uno. (proposicién 4+ concepto de termino y correctitud
= 0.2 puntos)

Caso base: Todos los elementos mayores a L%J son hojas y trivialmente heaps. (0,2 puntos)

Mantenimiento: Como todos los hijos de i tienen una numeracién mayor, debido a la proposicién B tienen que
ser raices de heaps. Esta es precisamente la condicién necesaria para que SiftDown cree un heap. Preservando la
proposicién B, para el siguiente ciclo: Todos los elementos mayores a (i — 1) son la raiz un heap. (0.4 puntos)

b)

La idea principal de por qué toma tiempo lineal (i.e. O(n)) se basa en que la cantidad de pasos que toma la
operacién siftDown depende del nivel del drbol en el que estamos situados. El algoritmo toma O (log(n)) cuando
estamos en la raiz y O (1) cuando estamos en la pentltima hoja del arbol.

Sabemos que la cantidad de nodos por nivel estd dado por la siguiente féormula

nodosy, = [%W

donde h es la altura del drbol (log(n) para la rafz). Ademds, sabemos que la cantidad de pasos que tomard
siftDown en el nivel de altura h serd, en el peor caso, de h pasos. (0.3 puntos)

Teniendo lo anterior, podemos demostrar que la complejidad de nuestro algoritmo estd dada por
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Llog(n)]

5[] o0

Es decir, la cantidad de nodos por nivel, multiplicados por la complejidad de aplicar el método siftDown a esos
nodos nos dard la complejidad total de nuestro algoritmo. Es importante notar que podemos partir desde h = 0
dado que, si bien comenzamos desde la pentltima hoja, en la tltima hoja la expresion se multiplica por h = 0
(la cantidad de pasos de siftDown son 0). Resolviendo obtenemos

Llog(n)]

h
=0{n > s
h=0

(0.3 puntos)
Log(n)]
n h
=03 S 5
h=0

Dado que estamos en notacién asintética, podemos escribir la expresién anterior como

n e= h
h=0

La suma converge a 2, por lo que nos queda

(0.4 puntos)
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2. En ocasiones, como vimos con QuickSort, los algoritmos puedenteneruna componente aleatoria.
Esto puede ser muy util, ya que en el caso de QuickSort significa que no podemos forzar el peor
caso intencionalmente. En otros algoritmos, por ejemplo, puede ser un problema. Considera el
siguiente algoritmo de ordenacién que recibe un conjunto A de n elementos:

BogoSort(A,n):
while(true):
Sea B un arreglo vacio
while A atin tenga elementos:
Extraer aleatoriamente un elemento de A y ponerlo al final de B
if B esta ordenado:
return B

Devolver todos los elementos de B a A

a. Demuestraque BogoSortnoes correcto segun ladefinicidn vistaen clases. ¢ Cual es lalégica
detras de este algoritmo? ¢Qué habria que modificar en el algoritmo para que este sea
correcto, manteniendo estaldgica?

b. ¢éQué hace que QuickSort seacorrecto, pese aque toma decisiones aleatorias?
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Problema 2
a)

Finitud: Como se extraen elementos de forma aleatoria de A a B, aun que un orden esté mal, esto no asegura
que en un intento futuro no se valla a repetir el mismo orden. Por lo tanto no hay manera de demostrar que hay
un avance en direccién al final. Por lo tanto el algoritmo falla en este &mbito.(Max 0.4 puntos)

(0.2 puntos) Menciona que puede no terminar.
(0 puntos) No menciona que puede no terminar.

(0.2 puntos) Menciona que ordenes incorrectos se pueden repetir.
(0.1 puntos) Menciona probabilidades(correcta o incorrectamente) y/o loops infinitos.
(0 puntos) Sin explicacién.

Loégica: La logica detras de este algoritmo es generar permutaciones aleatorias de los datos, con la esperanza de
obtener un arreglo ordenado. Max 0.3 puntos

(0.3 puntos) Menciona ”"permutaciones” explicitamente, y el probarlas.
(0.2 puntos) No menciona ”permutaciones” pero tiene la idea correcta.
(0.1 puntos) Habla de aleatoriedad.

(0 puntos) Si no habla de la 16gica del algoritmo.
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Arreglo: La manera de mantener la aleatoriedad pero arreglar el problema de la finitud seria asegurar de
alguna forma que una misma permutacién, de los elementos del conjunto A, no se genere genere dos veces. En
otras palabras, que no se repita la misma permutacién mas de una vez.Max 0.3 puntos

(0.3 puntos) Habla de que se use cada permutacién solo una vez. (Sigue légica de Bogosort)
(0.2 puntos) Usa otras légicas, pero logra resolver el problema.

(0 puntos) Si no arregla el problema de bogosort.

(0 puntos) Si usa légicas de ordenacién conocidas (Inserionsort, Selectionsort) randomizadas.

Si el alumno le falta puntaje en esta pregunta puede conseguir estos puntos extra, mencionando ambos cri-
terios(0.1 pto.) y explicando por que si cumple su fucnién cuando termina(0.1 pto.):

Criterios: Para que un algoritmo de ordenacién sea correcto necesitamos ver que se cumplan dos cosas:
¢ Finitud: Termina en una cantidad finita de pasos.

¢ Correctitud: Cumple con su funcién al terminar. Como es un algoritmo de ordenacién: Que al retornar B,
este esté ordenado. (0.1 puntos)

Correctitud: Como sabemos que para retornar B se tiene que cumplir que ”B estd ordenado”, entonces en esta
parte el algoritmo revisa si B estd ordenado. Si estd ordenado, retorna B ordenado, por lo que cumple con su
funcién. Si no estd ordenado, no retorna, devuelve los elementos de B a A y vuelve a correr el while. Por lo
tanto sabemos que si B es retornado, estara ordenado.(0.1 puntos)

b)

La aleatoriedad de Quicksort se encuentra en la eleccién del pivote para realizar la particion. Una vez que un
elemento es elegido como pivote, éste queda en su posicién correcta y no puede volver a ser elegido como pivote.
Lo anterior implica que en cada iteracién el nimero de elementos a ordenar va disminuyendo, por lo tanto, con
un ndmero de iteraciones finitas, el algoritmo termina para cualquier caso, lo que no sucede con Bogosort. (1
punto)
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3. utiliza la estrategia “dividir para conquistar” dividiendo los datos en 2 y luego
resolviendo el problemarecursivamente. Considera unavariante de quedivide los datos
en 3y los ordena recursivamente, para luego combinar todo en un arreglo ordenado usando una
variante de que recibe 3 listas.

a. Escribe la recurrencia T(n) del tiempo que toma este nuevo algoritmo para un arreglo de n
datos. ¢Cual es sucomplejidad, en notacién asintética?

b. GeneralizaestarecurrenciaaT(n, k) para la variante de que dividalos datosen
k. i Cuadl esla complejidad de este algoritmo en funcién de ny k? Considera que la cantidad
de pasos que toma para k listas ordenadas, de n elementos en su totalidad, es
n -log, (k). Porejemplo,sik = 2, toma n pasos, ya que log,(2) = 1.

Finalmente, é Qué sucede con la complejidad delalgoritmo cuando k tiende a n?
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Problema 3
a)

Sabemos que Merge funciona en O(n), y que MergeSort funciona en O(1) para un solo elemento, y que para un
input n, esta variable llamaré recursivamente a MergeSort tres veces, con inputs [§], |5] y n— [§] — [§]para

después unir las 3 con Merge. Por lo tanto, la ecuacién de recurrencia quedaria:

1 ifn=1
T(n)_{T(l—gD+T<L§J>+T<”_|—73L1_LgJ)"_n ifn>1

Alternativamente:

1 ifn=1
T(n)S{B*T<[§])+n ifn>1

(0.5 pts)
Se descuenta 0.1 si solo indica %, sin resolver la divisén entera, si indica mal la recursién o si indica
la cota superior como igualdad.
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Para la complejidad asintética tenemos dos opciones, utilizar el teorema maestro, o resolver la recurrencia
reemplazando recursivamente.
El teorema maestro resuelve recurrencias de la forma:

T(n)=a- T(%) + f(n)
Donde:

o n es el tamano del problema.
¢ a es el nimero de subproblemas en la recursion.
¢ % el tamafio de cada subproblema.

o f(n) es el costo de dividir el problema y luego volver a unirlo.
En este caso, podemos acotar la recurrencia por arriba, sabiendo que cada subllamada tendrd a lo més [%]
elementos, por lo que podemos decir que:

T(n) < 3 *T((g]) +n

Aquf tenemos que a = b = 3, y f(n) = n, y tenemos que f(n) € O(n°%?) = O(nl°%3) = G(n), por lo tanto,
seglin el teorema maestro (caso 2),

T(n) € O(n - log(n))
(Opcién 1: 0.5 pts)

Para resolver esta recurrencia reemplazando recursivamente buscamos un k tal que n < 3¥ < 3n. Se cumple que

k k k k ep e . . .
?(n) < T(3%). Como [%] = L%j =3k [%] — L%J, podemos entonces, reescribir la recurrencia de la siguiente
orma:

1 ifk =0
ky _
T < T = {3k+3~T(3k1) ifk>0

Expandiendo la recursion:
T(n) <T(3F) =3 +3. 3%V 1 3.7(3"2)]
=3k 4 3k 432 7(3F2)]
=3k 43813232 +3.7(3"3)
=3k 3% 43k 433 7353

ot
= I D D = —

AAEAAA

(=2}

=i-3F 43738
cuando ¢ = k, por el caso base tenemos que T(Bk*i) =1, con lo que nos queda
T(n)<k-3F+3F.1
Ahora, tenemos que volver a nuestra variable inicial n. Por construccién de k:
38 < 3n
Tenemos entonces que
T(n) < k-3F + 3% < logz(3n) - 3n + 3n
Por lo tanto
T(n) € O(n-logz(n)) = O(n -log(n))
(Opcién 2: 0.5 pts)
Se descuenta 0.1 si no utiliza la base del log en el reemplazo o el desarrollo, ya que es la diferencia
de profundidad con MergeSort normal.
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b)

Para esta pregunta hay mas de una solucién ya que no era necesario realizar una demostracién formal, igualmente
en esta solucion se incluye una explicaciéon mas formal.

Primera solucion

Una de las soluciones para generalizar la recurrencia de T(n, k) seria indicar en primer lugar que la funcién que
modela la recurrencia para este caso seria paran > 1

Se divide el arreglo en k arreglos de al menos [%] elementos.

i < ot 7 (|2 8) #7 ([2]o0) - e 2] 0)

Costo de realizar merge para k arreglos ordenados
Y paran=1

3

T(1,k) =1

Ahora bien, esto es equivalente a decir

T(n,k) < loga(k) -n+k-T <mk)

Si se reemplaza n por n < kY < k- n quedara
T(n,k) < T(kY, k) =loga(k) - kY + k- T (k¥ k)
Y de manera recursiva quedara
T(kY, k) = loga(k) - kY + k - (loga(k) - k¥ * + k- T (k¥"2,k))
Quedando finalmente
T(kY, k) = loga(k) - kY + k- (loga(k) - kYL + k- (loga(k) - kY2 + ... + (KY7Y - loga(k) + k- T (1,k))))

Que en otras palabras es
T(Y, k) = y - K - loga(k) + kY

Y por la condicion que se establecio en la definicién de kY, notar que
kY <k -n/logy

log(kn)
log(k)

y <log(k-n)=

Por tanto quedara

T(n, k) <T(k) < (éggig:g + 1) ‘n-k-loga(k)+n-k

Reordenando
T(n, k) <loga(n)-n-k+mn-k-(loga(k) + 1)

A partir de esto se puede concluir que
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s.T(n,k) € O(k-n-log(n))

Tambien es valido haber indicado como posible orden

T(n,k) € O(k-n-log(n-k))

0.75 pts por explicacién y/o mostrar de manera correcta el orden de complejidad

e 0.6 pts Por explicacién y/o mostracién correcta pero orden de complejidad incorrecto.

0.3 pts Por explicacién y/o mostracién con errores mayores

0 pts Por explicacién y/o mostracién incorrecta

Segunda solucién

Se explica a traves de un desarrollo correcto que el orden de complejidad es O(n * log(n))
Como por ejemplo

logk(n) n - n
> loga(k) - o H R (k)
=0

log(k) log(n) logk (n)+1
log(2 nlog(k) Tk

~—

n*loga(n) +nxk

e 0.75 pts por explicacién y/o mostrar de manera correcta el orden de complejidad
e 0.6 pts Por explicacién y/o mostracién correcta pero orden de complejidad incorrecto.
e 0.3 pts Por explicacién y/o mostracién con errores mayores

e 0 pts Por explicacién y/o mostracién incorrecta
Para el caso de la complejidad del algoritmo para el caso que k tienda a n, es claro que la complejidad tendera
a converger a O(n - log(n)). Es claro si se reemplaza en la ecuacién de recursién T(n,n).

e 0.25 pts Por explicacién correcta.

e 0.1 pts Por explicacién con intuicién correcta pero equivocada respecto al orden de complejidad.

e 0 pts Por explicacién incorrecta.
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2020-1-Ex-P1—-Justificaciéon, complejidad de

algoritmo de ordenaciéon (1/3)
11C2133 — Estructuras de Datos y Algoritmos

Examen

Hora inicio: 9:00 del 8 de julio del 2020
Hora mdaxima de entrega: 15:00 del 8 de julio del 2020

0. Responde esta pregunta en papel y lapiz, incluyendo tu firma al final. Nos reservamos el derecho a no
corregir tu prueba segun tu respuesta a esta pregunta. Puedes adjuntar esta pregunta a cualquiera de
las preguntas que subas a SIDING.

a. ¢Cudl es tu nombre completo?
b. ¢Te comprometes a no preguntar ni responder dudas del examen a nadie que no sea parte
del cuerpo docente del curso, ya sea de manera directa o indirecta?

Responde solo 3 de las 4 preguntas a continuacion. Si respondes 4, se escogerd arbitrariamente cuales
3 corregir, y la otra se considerard como no entregada.

1. Se tiene el siguiente algoritmo de ordenacién para un arreglo A de n pares (key, value), donde las
key son nimeros naturales:

(A,n):

min < el minimo elemento entre las claves de A
max < el maximo elemento entre las claves de 4
range « max—min+1
INDEX « un arreglo de largo range lleno con ceros
forainA:

Incrementar INDEX[a .key — min] en 1
forxin1..range — 1:

INDEX|[x] < INDEX[x] + INDEX[x — 1]
S < un arreglo de largo n para guardar el arreglo ordenado
foriinn—1..0:

Disminuir INDEX[A[i] . key — min] en 1

index « INDEX[A[i] . key — min]

Slindex] <« A[i]
return S

a) Justifica por qué es correcto. No es necesario hacer una demostracién formal.

b) Calcula su complejidad. Considera que encontrar el minimo y el maximo toma 0(n).

c) ldentifica al menos 2 diferencias fundamentales que tiene este algoritmo con los algoritmos vistos
en clases.
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2020-1-Ex-P1—-Justificaciéon, complejidad de

algoritmo de ordenaciéon (2/3)
IIC2133 - Pauta Examen 2020-1

Problema 1

Parte A

Podemos ver en el primer for que lo que hace el algoritmo es contar, en INDEX [key — min], la cantidad de
tuplas que tienen key como clave.

Luego, en el segundo for, va sumando hacia adelante estos contadores, de manera que IN DEX [key — min] tiene
la cantidad de tuplas con clave menor o igual a key.

Por ultimo, el ultimo for recorre el arreglo de atras para adelante, y para cada elemento de clave key, mira cuan-
tos elementos tienen clave menor o igual a él y lo pone en esa posicién en el arreglo solucién S, y disminuye ese
contador en uno para poder posicionar correctamente el siguiente elemento con esa clave. Eso si esta disminucién

se hace antes de posicionar el elemento ya que los arreglos parten en 0.

Por lo tanto, si tenemos k elementos con claves menor a key, y m elementos de clave key, y estos van a quedar
entre las posiciones k£ y k + m. Por lo tanto el arreglo S esté ordenado.

[1.5 pts] Por identificar lo que hace el algoritmo en cada paso.
[0.5 pts] Por justificar por qué eso hace que ordene.

La pregunta pedia justificar. Si demuestran también se considera correcto.

Parte B

En primer lugar, encontrar el minimo y el mdximo elemento toma O(n).

Luego recorremos A, que tiene n elementos. Como cada operacién del for toma O(1) ya que es acceso a un
arreglo, este for aporta O(n) a la complejidad.

El siguiente for recorre desde 1 hasta range - 1, y cada operacién nuevamente es O(1), por lo que ese for aporta
O(range).

El ultimo for recorre A. Nuevamente, todas las operaciones adentro son O(1), por lo que este for aporta O(n) a
la complejidad.

Por lo tanto, la complejidad total del algoritmo es
O(n) 4+ O(n) + O(range) + O(n)
O(n + range)
El término range no es una constante ya que depende de los datos, por lo que no lo podemos simplificar.

[1.5pt] Por calcular correctamente la complejidad.
[0.5pt] Por NO simplificar el range
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2020-1-Ex-P1—-Justificaciéon, complejidad de
algoritmo de ordenacién (3/3)

Parte C

El puntaje se recibe por identificar diferencias especificas de la siguiente lista. Se eligen las dos mejores.
A diferencia de los algoritmos vistos en clases:

o [1pt] Este algoritmo no compara los elementos: todos los algoritmos que vimos ordenaban mediante
comparacién de elementos (se puede ver incluso que el algoritmo no tiene ningun if)

o [1pt] La complejidad de este algoritmo depende de sus datos, ademés del n. Los algoritmos que vimos en
clases podian depender del orden en que venian los datos (QuickSort, InsertionSort), pero jamés de qué
nimeros se estaban ordenando.

o [1pt] Este algoritmo es lineal, asumiendo que el range no depende de n. Los algoritmos mds rapidos que
estudiamos en clases ordenaban en tiempo O(nlog(n)).

o [0.5pt] Este algoritmo solo funciona si las claves son nimeros enteros positivos. Esto recibe menos puntaje
ya que es algo que viene en el enunciado.

o [0.5pt] (Si analizaron el algoritmo como estaba originalmente) Este algoritmo ordena los datos de mayor
a menor. Recibe menos puntaje ya que es una diferencia trivial y es facilmente solucionable en O(n).
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2019-2-11-P2—InsertionSort, SelectionSort,
QuickSort (1/1)

2. Tienes a tu disposicion 4 ejecutables compilados Ej, E,, E3, E, correspondientes a 4
algoritmos de ordenacién: InsertionSort, SelectionSort, QuickSort con pivote aleatorio,
QuickSort con pivote del primer elemento. El problema es que no sabes cual archivo
corresponde a que algoritmo. Para descubrir a qué algoritmo corresponde cada archivo creas
3 archivos con 1 milldn de nimeros para ordenar: El primer archivo tiene los nimeros ya
ordenados, el segundo tiene los nimeros de manera aleatoria y el tercero tiene los nUmeros
ordenados en el orden inverso. Al ejecutar cada programa con cada set de numeros obtienes
la siguiente tabla de tiempos:

Archivo Datos ordenados Datos aleatorios Datos al revés
E; 44.88s 48.72s 43.35s
E, 40.87s 9.97s 43.22s
E3 7.35s 25.47s 46.11s
E, 10.05s 9.81s 10.56s

[6pt] Diga cual archivo corresponde a qué algoritmo vy justifique como llegd a esa conclusion
a partir de los datos obtenidos.

Solucion: De los algoritmos dados sabemos sus mejores y peores casos con sus
complejidades respectivas. En particular sabemos que:

i InsertionSort toma tiempo lineal cuando los datos estan ordenados, toma tiempo
cuadratico cuando los datos estan en el orden inverso y toma tiempo cuadratico en
el caso promedio. Ademas, sabemos que el caso en el que realiza mas intercambios
es cuando el arreglo esta al revés ya que es el caso en el que todos los pares estan
invertidos.

ii. SelectionSort toma tiempo cuadratico en todos los casos ya que siempre revisa
todos los datos del arreglo en cada iteracion.

iii.  QuickSort aleatorio: El caso promedio toma tiempo O(n - logn) y el peor caso
tiempo cuadratico. Ya que el pivote es aleatorio lo mas probable es que el tiempo en
los 3 inputs sea similar y que el nimero de comparaciones sea proporcionalan -
logn.

iv. QuickSort con pivote primer elemento: El peor caso es cuadratico y se da cuando el
escoge como pivote el mayor o el menor elemento del intervalo. En el caso de que el
arreglo esté ordenado normalmente o al revés se dara el peor caso. En el caso
aleatorio se espera que el tiempo sea proporcional a n - logn.

Por lo tanto, E, = QuickSort con pivote primer elemento ya que toma mucho mas tiempo

cuando el arreglo estd completamente ordenado y cuando estd completamente ordenado

en el orden contrario. E; = SelectionSort ya que siempre toma mucho tiempo ordenar con
el algoritmo independiente del orden. E; = InsertionSort ya que hay una clara tendencia a
gue mientras mds ordenado, menos tiempo toma. E, = QuickSort con pivote aleatorio ya

gue en todos los casos tuvo un comportamiento eficiente independiente del orden, lo cual
es lo esperable.

Distribucién de puntajes:
1.5 puntos por identificar correctamente todos los algoritmos.

1.5 puntos por cada justificacidn (solo son necesarias 3 ya que se puede dejar uno por
descarte)
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2019-1-C1-QuickSort modificado (1/2)

Estructuras de Datos y Algoritmos — iic2133
Control 1
20 de marzo, 2019

Nombre:

1) Escribe el algoritmo quicksort3, que, en lugar de particionar el arreglo A en dos, como lo hace
quicksort, lo particiona en tres: datos menores que el pivote, datos iguales al pivote, y datos
mayores que el pivote. Puedes suponer que las particiones van a parar a listas diferentes o bien
al mismo arreglo —especifica. Usa una notaciéon similar a la usada en las diapositivas.

Solucién: Pueden haber muchos algoritmos correctos. Las distribucidn de puntaje se hizo de la
siguiente forma:

e [1 pto.] Que se haya hecho en pseudocédigo y sin funciones especificas de ningun lenguaje, es
decir, usando la notacién que se usa en las diapositivas.

e [3 ptos.] Haya separacion correcta entre los menores, iguales y mayores y que se vaya
reordenando la lista segun corresponda.

e [1 pto.] La nueva implementacidn de partition retorne dos pivotes.

e [1 pto.] Que el algoritmo termine de forma correcta.

2) Considera el siguiente algoritmo de ordenacién, para ordenar el arreglo A de largo n :
sort(A,n):
for ge {5, 3, 1}:
forie|g,n[:

Jei

while (j = g A A[j] < A[j — g]):
Al =2 Al — 4]
Jjei—g

Demuestra que este algoritmo es correcto segtin los dos criterios vistos en clases.
Solucidn: El algoritmo es finito y es correcto.

e Esfinito:
[0.5 pto.] El primer “for” termina ya que recorre un conjunto finito

[0.5 pto.] El segundo “for” termina ya que recorre un conjunto finito

[2 pto.] La segunda condicién no podemos predecirla. Por otro lado, como J es monétonamente
decreciente y G es finita, tenemos que el “while” siempre va a terminar ya que la primera condicién se
va a romper (J >= G).

e Escorrecto:
d Opcidn 1:
[3 pto.] Con G =1, el algoritmo es igual a Insertion Sort. Como sabemos que Insertion Sort es
correcto y siempre se va a ejecutar el algoritmo con G =1, el algoritmo Sort() es correcto.
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2019-1-C1-QuickSort modificado (2/2)

[ Opcidn 2:
Solo considerando con G = 1. Los otros valores de G no aportan a la demostracion.

Invariante: Luego de la iteracidn i, el arreglo esta ordenado hasta el indice i.
Lo demostramos por Induccion.
[1 pto.] Caso Base. i = 1. El primer elemento del arreglo.
Un arreglo de largo uno esta siempre ordenado.
[0.5 pto.] Hipdtesis Inductiva. Tras la iteracion i, A estd ordenado hasta el indice i.
[1.5 pto.] En la iteracidn i+1 existen dos casos:

- a;<=a;41 -> Aestdordenado hasta el indice i+1
- A >Qiyq >

Llamemos a;= a;;4
Como ya estaba ordenado hasta q;, se tiene
aq <= a, <=..<= a;_q <= a; > a}'

en cada paso el elemento a; se cambia de posicién con el anterior, dejando ordenado a
ambos lados:

a; <=ay <=..>a; <= ... <= q;_y <= q; -> while continda.

ay <=0y <=..<=@; <= ... <= @;_1 <= q; -> while termina, y los elementos estan
ordenados hasta el indice i+1.

Por induccidn, después de la iteracion n el arreglo estd ordenado hasta el indice n, por lo
tanto, esta completamente ordenado.
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2019-1-Ex-P2—Comparacién de algoritmos,
InsertionSort, QuickSort, HeapSort (1/2)

2. Supongamos que tienes tres cédigos compilados (es decir, codigos producidos por
el compilador de C) S1, Sz y S3, correspondientes a tres algoritmos de ordenacion:
insertion sort, quick sort, y heap sort. Solo que no sabemos cual cédigo corresponde a
cual algoritmo. Explica como identificar experimentalmente cudl cédigo corresponde a
cudl algoritmo, justificando tus decisiones en base a las propiedades de los algoritmos.

[Durante el examen se dijo que QuickSort escoge como pivote siempre al primer
elemento de la secuencia, y que para hacer sus experimentos pueden ejecutar el
programa con un input dado y medir cuanto tiempo toma]

Solucion:

Para identificar los algoritmos experimentalmente podemos darles inputs especificos y
medir cuanto demoran en resolverlos para determinar empiricamente su complejidad.

Las complejidades que buscamos son:

Peor Caso Caso Promedio Mejor Caso
Insertion Sort 0(n?) 0(n?) 0o(n)
Quick Sort 0o(n?) O(n log n) O(n log n)
Heap Sort O(n log n) O(nlogn) O(nlogn)

[2pt por mencionar las complejidades. El caso promedio no es necesario]
El mejor caso de insertion sort se da cuando los datos vienen en orden. [1pt]

El peor caso de quick sort (con el primer elemento como pivote) también es cuando los
datos vienen en orden. [1pt]

Heap sort demora lo mismo en todos los escenarios: es insensible al orden del input.

Complejidad con los datos ordenados:

Insertion Sort 0O(n)
Heap Sort O(nlogn)
Quick Sort 0o(n?)

Una Posible estrategia:
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2019-1-Ex-P2—Comparacién de algoritmos,
InsertionSort, QuickSort, HeapSort (2/2)

Hay que medir cuanto demora cada algoritmo en ordenar un set de n datos ordenados,
probando con distintos n para poder ver graficar los tiempos para cada n, trazando las
curvas correspondientes. Es decir, si graficamos los 3 algoritmos juntos, la curva
superior corresponde a QuickSort, la de al medio a Heap Sort, y la de abajo a Insertion
Sort. [2pts]

Otra Posible estrategia:

Es posible identificar los tiempos de cada algoritmo comparandolos consigo mismos.
En este caso basta con identificar dos y el tercero sale por descarte.

Para todo el procedimiento es similar al anterior, pero para cada n hay que probar con
datos ordenados y aleatorios. Nuevamente graficando los resultados, pero esta vez
tenemos un grafico para cada algoritmo, y las curvas para cada grafico son las de
datos ordenados y datos aleatorios. [1.5pt por razonamiento]

- Quicksort es el que se demora mas con los ordenados que con los aleatorios.
- Insertionsort es el que se demora mas con los aleatorios que con los ordenados.
- Heapsort es el que se demora lo mismo con los aleatorios y los ordenados.

[0.5 pts por identificarlos]
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2018-2-11-P3—InsertionSort, calculo de com-

plejidad (1/2)

3. Ordenacion

Una observacion que hicimos en clase sobre los algoritmos de ordenacién por comparacion de ele-
mentos adyacentes, p.€j., insertionSort(), es que su debilidad (en términos del nimero de operacio-
nes que ejecutan) radica justamente en que s6lo comparan e intercambian elementos adyacentes. Asi,
si tuviéramos un algoritmo que usara la misma estrategia de insertionSort(), pero que comparara
elementos que estdn a una distancia > 1 entre ellos, entonces podriamos esperar un mejor desemperio.

a) Calcula cuantas comparaciones entre elementos hace insertionSort() para ordenar el siguiente
arreglo a de menor a mayor; muestra que entiendes como funciona insertionSort(): a=[11, 10, 9, 8,
7,6,5,4,3,2 1].

insertionSort() coloca el segundo elemento ordenado con respecto al primero, luego el tercero ordena-
do con respecto a los dos primeros (ya ordenados entre ellos), luego el cuarto ordenado con respecto a
los tres primeros (ya ordenados entre ellos), etc. En el caso del arreglo a, insertionSort() basicamente
va moviendo cada elemento, 10, 9, ..., 1, hasta la primera posicion del arreglo. Para ello, el 10 es
comparado una vez (con el 11), el 9 es comparado dos veces (con el 11 y con el 10), el 8 es comparado
tres veces (con el 11, el 10 y el 9), y asi sucesivamente; finalmente, el 1 es comparado 10 veces. Luego
el total de comparacioneses 1 +2+ 3+ ... + 10 = 55.
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2018-2-11-P3—InsertionSort, calculo de com-
plejidad (2/2)

b) Calcula ahora cuantas comparaciones entre elementos hace el siguiente algoritmo shellSort() para
ordenar el mismo arreglo a. Muestra que entiendes cémo funciona shellSort(); en particular, ;qué
relacion tiene con insertionSort()?

shellSort(a):
gaps[] = {5,3,1}
t=20
while t < 3:
gap = gaps[t]
J = gap
while j < a.length]:
tmp = a[j]
k =3
while k >= gap and tmp < a[k-gap]:
a[k] = a[k-gap]
k = k-gap
alk] = tmp
j=j+1
t=t+l

Notemos que las comparaciones entre elementos de a se dan sélo en la comparacion tmp < a[k-gap]; el
algoritmo realiza 11 de estas comparaciones con resultado true y otras 17 con resultado false; en total, 28.

Primero, realiza insertionSort entre elementos que estdn a distancia 5 entre ellos (segtin las posiciones que
ocupan en a, no en cuanto a sus valores): el 6 con respectoal 11, el 5¢/ral 10,el 4c/ral 9,el 3c/ral 8, el 2
c/ral7,ellc/ralll,yellc/ralé.

Luego, realiza insertionSort entre elementos que estan a distancia 3 (nuevamente, segtin sus posiciones en el
arreglo):el 2c/ral5yel 7c/ral 10.

Finalmente, realiza insertionSort entre elementos que estan a distancia 1: el 3c/ral 4y el 8c/r al 9; estos
son los dos tinicos pares de valores que atin estdn "desordenados” al finalizar el paso anterior.

c) [Independiente de a) y b)] Tenemos una lista de N nimeros enteros positivos, ceros y negativos.
Queremos determinar cuantos trios de nimeros suman 0. Da una forma de resolver este problema
con complejidad mejor que O(IV3).

Se puede hacer en tiempo O(n?logn): Primero, ordenamos la lista de menor a mayor, en tiempo O(nlogn).
Luego, para cada par de niimeros, sumamos los dos niimeros y buscamos en la lista ya ordenada, emplean -
do busqueda binaria, un niimero que sea el negativo de la suma; si lo encontramos, entonces incrementamos
el contador de los trios que suman 0. Hay O(n?) pares (los podemos generar sistemdticamente con dos loops,
uno anidado en el otro) y cada bisqueda binaria se puede hacer en tiempo O(logn).
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2018-2-11-P4—MergeSort (1/1)

4. Merge y heaps

En clase estudiamos el procedimiento merge, que recibe como input dos secuencias ordenadas de
datos, S1y Sz, y produce como output una nueva secuencia ordenada con todos los datos de S1y Sa.
Vimos que si la cantidad total de datos es n, entonces la complejidad de merge es O(n).

a) ;Como funcionaria un procedimiento merge-3, que en lugar de recibir dos secuencias ordenadas, re-
cibe tres secuencias ordenadas, S1, Sz y Ss, e igualmente produce como output una nueva secuencia
ordenada con todos los datos de S1, Sz y S3 ? Calcula cudl es la complejidad de merge-3, si la canti-
dad total de datos es n.

Al igual que al hacer merge con 2 secuencias, simplemente tomo el elemento menor de las secuencias
y lo agrego a la secuencia final. Elegir el elemento menor toma a lo mds 2 comparaciones, por lo que
en total el algoritmo toma O(n) pasos.

b) Explica cuidadodamente cémo funcionaria un procedimiento merge-k, que recibe k secuencias orde-
nadas y produce una nueva secuencia ordenada con todos los datos de las % secuencias de input.
Calcula cual es la complejidad de merge-k, si la cantidad total de datos es n, en términos de n y k.

Esta vez tomar el menor elemento de las secuencias no es tan fdcil. Para hacerlo utilizo un min heap
de tamario k en el cual agrego las cabezas de las secuencias. Hasta que no me queden elementos voy

sacando la cabeza del heap y los remplazo por el siguiente elemento de la secuencia correspondiente.
Esto toma tiempo O(nlogk).

Esto también se puede resolver en el mismo tiempo haciendo merge-2 entre pares de secuencias.
Luego a las secuencias restantes se les aplica la misma operacion hasta que solo queda una
secuencia.
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2018-2-13-P1-QuickSort (1/1)

Estructuras de Datos y Algoritmos — 11C2133
I3

1. Quicksort

Considera la siguiente descripcién recursiva de quicksort para ordenar un arreglo S sin elementos
repetidos:
1. Si el ntimero de elementos en S es 0 0 1, entonces return.
2. Elige cualquier elemento v en S; a este elemento le llamamos el pivote.
3. Particiona S — {v} en dos grupos disjuntos: S1={x € S—{v} | x<v}y Se={xeS—{v} | x>v}.
4. return {quicksort(S1) seguido de v seguido de quicksort(Sz)}.

a) Si S tiene n elementos, ;cudl es la complejidad de la particién —el paso 3? Justifica.

Respuesta: [2 ptos.] La complejidad es O(n), ya que se deben comparar los n - 1 elementos con el v y cada
comparaciéon es O(1).

b) Considera la estrategia de elegir como pivote siempre el primer elemento de S. Demuestra —es decir,
argumenta rigurosamente— que esta estrategia puede producir que quicksort tenga un desempeno
cuadratico con respecto al nimero, n, de elementos de S.

Respuesta: [2 ptos.]
Dada un lista ordenada S de largo n y v su primer elemento.

Se particiona S — {v} en los grupo: S1={x€ S—{v} | x<v}ySe={x€S—{v} | x>v}ycomo sabemos que
Vx € S(v < x), entonces |S;| = 0y |Ss] = n— 1.

Como se sabe de a), cada particién es 0(n), entonces en cada iteraciéon se tendran que hacer la siguiente

cantidad de iteraciones:n + (n — D+...+1 + 0 =3, (n—i) = @ = 0(n?).

Este corresponde al peor caso de quicksort.

¢) Explica como modificar quicksort para convertirlo en un algoritmo para encontrar el k-ésimo elemento més
pequenio de S. Este algoritmo debe tomar tiempo O(n) en el caso promedio.

Respuesta: [2 ptos.]
1. Si el ntimero de elementos en S es 0 0 1, entonces return.

2. Elige cualquier elemento v en S; a este elemento le llamamos el pivote.

3. Particiona S — {v} en dos grupos disjuntos: S1={x € S—{v} | x<v}y Se={xeS—{v} | x>v}.
4. Si la posicién de v es igual a &, entonces return v.

5. Sies menor a k, entonces S = S,y k = k — |S)| y volver a 2.

6. Si es mayor a k, entonces S = S;y volver a 2.

También estaban correctos otros cambias, pero que fueran O(n).
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(1/1)

2. Ordenacion

Queremos ordenar n datos, que vienen en un arreglo a, en que cada dato es un nimero entero en el rango 0
a k. Considera el siguiente algoritmo:
countSort(a, n, k):

sea count[0 ... k] un arreglo de enteros

fori=0... k: count[i] =0

for j =0 ... n—1: count[a[j]] = count[a[j]] + 1

fori=0... k:

if count[i] > 0:
for p =1 ... count[i]: print(i)

a) (Cudl es el output del algoritmo?

Una lista con los n nimeros enteros de a, pero ordenados de menor a mayor.

b) (Cual es la complejidad del algoritmo en funcién de n y k?
El primer for i es O(k); el for j es O(n); y el siguiente for i es O(n), ya que esencialmente imprime los n
datos de a, una vez cada uno. Luego, el algoritmo es O(k + n).

¢) Si k es O(n), jcudl es la complejidad del algoritmo?
O(n).

d) Esto pareciera contradecir la demostracién que vimos en clase de que los algoritmos de ordenacién por
comparacion tienen complejidad O(n logn). Explica por qué no hay una contradiccion.

Efectivamente, es un algoritmo de ordenacién, pero no ordena por comparacion: en ninguna parte
del algoritmo aparece una condicién tal como ali] < a[j]. (O tal vez pdria argumentarse que la asigna-
cién countla[j]] = count[a[j]] + 1 hace una comparacién de un valor contra otros n—1 en tiempo O(1).)
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2018-1-11-P3-InsertionSort (1/1)

3. Ordenacién por comparacion de elementos adyacentes

Sea a un arreglo de nimeros distintos. Sij <k y a[j] > a[k], entonces el par (j, k) se llama una
inversion de a.

a) (Cual es exactamente el nimero promedio de inversiones que puede tener un arreglo a de n
numeros distintos? (Hint: Considera el arreglo a y el arreglo a totalmente invertido, que llamamos a’;
entonces el par (j, k) es una inversién de a o es una inversién de a’.) Justifica.

Respuesta

Dado cualquier arreglo a y su inverso a’ el pal de elementos (i, j) es una inversién en alguno de los dos
arreglos. En total hay n*(n-1)/2 pares de elementos, por lo que en promedio hay n*(n-1)/4 inverisones.

b) A partir de (a), justifica que cualquier algoritmo de ordenacién que ordena intercambiando elemen-
tos adyacentes —por ejemplo, insertionSort— requiere tiempo Q(n2) en promedio para ordenar n ele-
mentos.

Respuesta

Al intercambiar dos elementos adyacentes, s6lo resolvemos una inversién a la vez. Como en promedio hay
n(n-1)/4 inversiones, el algoritmo necesita realizar n(n-1)/4 = Q(n2) intercambios en promedio.

c) (Cudl es la relacion entre el tiempo de ejecucion de insertionSort y el nimero de inversiones del
arreglo de entrada? Justifica.

Respuesta

Dado un arreglo a de entrada de n elementos, siempre debe iterar sobre el arreglo completo, por lo que
como minimo toma tiempo Q(n). Luego, por cada inversién insertion sort hace un intercambio. Por lo tanto,
el tiempo de insertion sort es O(n + inversiones), lo que en el mejor caso es O(n) y en peor caso es O(n?).
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2018-1-11-P4-MergeSort, HeapSort (1/2)

4. mergeSort y quickSort

a) Siguiendo con las inversiones, definidas en la pregunta 3, describe un algoritmo, basado en merge-
Sort, que determine el nimero de inversiones de un arreglo de n nimeros distintos en tiempo propor-
cional a nlogn. Explica la complejidad de tu algoritmo.

Respuesta

El nimero de inversiones de un arreglo es el nimero de inversiones que hay en su mitad izquierda, més el
numero de inversiones que hay en su mitad derecha, y més el nimero de inversiones que hay entre los ele-
mentos de la mitad izquierda con respecto a los elementos de la mitad derecha. Sea a el arreglo, y e y w los
indices extremos de la parte de a en que vamos a calcular el nimero de inversiones:

invCount(int[] a, int e, int w):
if (e < w):
int m = (e+w)/2
return invCount(a, e, m) + invCount(a, m+l, w) + countInvs(a, e, m, w)
else return ©

int countInvs(int[] a, int e, int m, int w):
int[] b = new int[a.length]
int j = e, k=m+l, p =0, count =0
while (j <= m &% k <= w):
if (a[j] > a[k]):
b[p] = a[k]; k++; count = count + (m-j+1)
else:
blp] = a[j]; j++
p++
while (j <= m): b[p] = a[j]; j++
while (k <= w): b[p] = a[k]; k++
p=0;
for (j = e; j <=w; j++): a[j] = b[p]; p++
return count

b) Como vimos en clase, el desempeno de quickSort depende fuertemente de como resultan las
particiones, lo que a su vez depende de cual elemento del (sub)arreglo se elige como pivote.

- Explica cudl es la relacién entre el resultado de las particiones y el desempefio de quickSort.

- Explica los pro y los contra de elegir como pivote el elemento de més a la derecha del (sub)arreglo,
como es el caso de la versiéon del algoritmo que vimos en clase.

- Otro método para elegir el pivote es el llamado “la mediana de 3”: se elige como pivote la mediana
entre el elemento de mds a la izquierda del (sub)arreglo, el elemento al medio del (sub)arreglo y el
elemento de maés a la derecha del (sub)arreglo. ;/Qué ventajas presenta este método frente al
anterior?

Respuesta

Particiones vs desempefio: Es importante la forma en que se obtiene la particién en cada llamado a
_quicksort_ pues si esta es muy desbalanceada, habra un impacto sobre la complejidad del algoritmo
completo. En efecto, lo ideal es que las partes obtenidas luego de particionar un subarreglo sean de
tamanos parecidos para que se realicen O(nlog(n)) llamados en total. Para lograr este objetivo, no
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basta fijar una posicién del pivote para particionar, sino que ademas se debe considerar si el arreglo
ya esta ordenado/semi-ordenado antes de comenzar.

Pivote extremo-derecho: Si se toma siempre el elemento extremo-derecho de cada sub-arreglo el
algoritmo toma O(n”2) cuando el arreglo original estd casi ordenado (respectivamente, ordenado de
mayor a menor). Esto ocurre debido a que al armar las particiones, muy pocos elementos seran
mayores (resp. menores) que el pivote y por lo tanto, el llamado recursivo siguiente se hard para un
sub-arreglo de tamafio casi igual al actual. El peor caso es cuando el arreglo ya esté ordenado, en cuyo
caso cada llamado se hara para un sub-arreglo con un elemento menos que el paso anterior.

Mediana de 3: La ventaja inmediata es que este método no cae en los peores casos de usar como pivote
el extremo-derecho o el extremo-izquierdo. Si el arreglo esta ordenado/ordenado de mayor a menor,
como el elemento central es la mediana de los tres elementos escogidos, no se hara un llamado con un
sub-arreglo de largo similar al actual. En cualquier otro caso, el método no presenta mayor ventaja
que usar un pivote aleatorio.
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6. Ordenacion y estadisticas de orden

Se quiere hacer un estudio de salud sobre la poblacién chilena. Para esto, se registraron varias métri-
cas sobre N personas elegidas aleatoriamente; una de estas métricas es la estatura de las personas.
Para eliminar valores muy extremos (outliers), se decidié considerar solo las estaturas desde la i-
ésima persona mas alta hasta la j-ésima persona mads alta; lamentablemente, los valores de las
estaturas estan desordenados.

Dados un arreglo datos con las N estaturas y los valores i y j, escribe un algoritmo en pseudocédigo
que tenga tiempo esperado O(N) y que retorne las estaturas en el rango [i, j] (no importa si las retorna
desordenadas).

P.ej., si datos = [1.80, 1.65, 1.79, 1.56, 1.57, 1.70, 1.76, 1.66, 1.86, 1.92], i = 3, j = 7, entonces el output
del algoritmo debe ser 1.65, 1.79, 1.70, 1.76, 1.66.

Respuesta:

Si utilizamos QuickSelect para encontrar el elemento en la posicién i del arreglo vamos a tener todas
las alturas mayores a la derecha y las menores a la izquierda. Dado esto podemos usar QuickSelect en
el sub-arreglo datos[i+1:] y encontrar la posicién j. Esto a su vez hace que los elementos a su izquierda
sean menores a datos[j]. Por lo tanto, los elementos entre las posiciones i y j son los elementos
buscados [4ptos]. La complejidad esperada del algoritmo es O(N) ya que QuickSelect toma tiempo
esperado O(N) y estamos usando ese algoritmo 2 veces [2ptos].
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PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
ESCUELA DE INGENIER{A
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

IIC 2133 — Estructuras de Datos y Algoritmos
Interrogacion 1
Primer Semestre, 2017

Duracion: 2 hrs.

1. a) (Es correcto que si la rutina Partition siempre realiza el minimo nimero de intercambios posibles, se
garantiza que QuickSort ejecuta en el menor tiempo posible (es decir, estd en el mejor caso)? Argumente.

b) Escriba el pseudocddigo de una version inestable (pero correcta) de Merge Sort. Ahora diga como trans-
formarla en estable.

¢) Suponga que insertard los objetos o1, 02, ..., 0,, en orden, a un Min-Heap, usando la operacién de inser-
cién estandar. ;Como podrian ser las claves de estos objetos para obtener el mejor caso? ;Y para obtener
el peor caso? Diga, con precision, cudntos intercambios se producen en cada caso si se usan las rutinas
vistas en clases.

Soluciéon

a) Falso (0.5 puntos). Los peores casos de QuickSort son aquellos en los que ocurren muchas particiones
desbalanceadas. Una particion desbalanceada es cuando el pivote, luego de Partition, queda al inicio o
al final del arreglo, y esto no tiene relacién alguna con el nimero de intercambios realizados (puede haber
una particién desbalanceada con muchos intercambios asi como una sin ningtin intercambio). Si ocurren
muchas particiones desbalanceadas en QuickSort, entonces, cada llamada recursiva procesard un arre-
glo de n — 1 elementos (arreglo original menos el pivote), por lo que se llamara n-veces hasta llegar a un
arreglo de largo 1 (el Heap de llamadas se vuelve lineal) (1.5 puntos por argumentar).

Otra forma serfa mostrar un contracjemplo. Por ejemplo, ordenar un arreglo ordenado con QuickSort
(2 puntos si el contraejemplo estd correcto y bien fundamentado).

b

=

Un algoritmo estable es aquel que mantiene el orden del input original cuando el algoritmo de compara-
cién no es capaz de distinguir dos o mds elementos. Va a garantizar que cuando dos objetos son iguales,
los ordenard de la misma forma en la que estaban originalmente.

En el algoritmo de Merge, se comparan los objetos del arreglo de la derecha y de la izquierda, poniendo
primero en el arreglo original el que sea mas pequefio. Ahora, si cambiamos la comparacién de < por solo
< en el algoritmo, podemos obtener una version inestable de MergeSort, pues cuando hayan dos objetos
iguales no entrard en la primera condicion del If y entrard en el E1se, que es donde se ubica el objeto
del arreglo de la derecha primero (1 punto por escribir el pseudocédigo inestable).

El cambio se encuentra en la linea 9 del siguiente pseudocodigo:

1: function MERGESORT(A, p, ¢, 1)

2 140,70

3 L nuevo arreglo de tamafio ¢ — p + 2
4: R nuevo arreglo de tamafo r — g + 2
5 L[0...g — p] + Alp...q]

6 R[0..r —q—1] « Alg+ 1..7]

7 Llg—p+1]« R[r —q] + o0
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)

8: for k < ptordo

9: if L[i| < R[j] then
10: Alk] « L[i]
11: i+=1

12: else

13: Alk] < R[j]
14: jt+=1

15 end if

16: end for

17: end function
Para hacerlo estable, se cambia < por < en la linea 9 (1 punto por decir cémo hacerlo estable).

Al insertar un elemento en un Min-Heap, este se coloca al final del arreglo y luego “sube”hasta que sea
mayor o igual que su Padre. DecreaseKey, toma en el peor caso una complejidad de O(log(n)) (con n
el tamafio del heap) y esto ocurre cuando el elemento insertado llega al inicio del arreglo (pues es el mas
pequeiio). El algoritmo tomara el mejor caso cuando el elemento insertado es el mayor de todos, por lo
que no debe modificar su posicion y DecreaseKey se ejecuta en O(1).

Los intercambios se producen cuando el elemento insertado debe subir por el arbol (cuando es menor
que su padre), por lo tanto, para obtener un maximo nimero de intercambios, todos los elementos inserta-
dos deben ser menores que todos los elementos sobre el, de modo de llegar hasta lo mas arriba del heap
a través de los intercambios. Por lo tanto, insertar n elementos de mayor a menor sera el caso con mayor
nimeros de intercambios (0.5 puntos). El total serd de (0.5 puntos por el nimero correcto):

n

> (llog(@)))

i=1

Para obtener un nimero minimo de intercambios, todos los elementos insertados deben ser mayores que
los elementos sobre el, de modo de mantenerse en el lugar donde fueron insertados y no subir por el heap a
través de intercambios. Por lo tanto, insertar n elementos de menor a mayor serd el caso con menor nimero
de intercambios (0.5 puntos). El total serd de cero intercambios (0.5 puntos).
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PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
ESCUELA DE INGENIER{A
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

IIC 2133 — Estructuras de Datos y Algoritmos
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1. Para cada una de las siguientes afirmaciones, diga si es verdadera o falsa, siempre justificando su respuesta.

a) Quick Sort es un algoritmo de ordenacién estable. Respuesta: Falso. Basta con dar un contraejemplo.

b) Sea e la segunda arista mds barata de un grafo dirigido aciclico G con mds de dos nodos y aristas con costos
diferentes. Entonces e pertenece al drbol de cobertura de costo minimo para GG. Respuesta: Verdadero. Si
usamos el algoritmo de Kruskal, la segunda arista mas barata es siempre agregada al MST puesto que no
puede formar un ciclo en el bosque construido hasta el momento.

[

~

Radix Sort es un algoritmo de ordenacién que puede ordenar n nimeros enteros y cuyo tiempo de ejecucién
estd siempre en ©(n). Respuesta: El tiempo de ejecucion de Radix Sort es d(n + k), cuando los datos
estdn en [0, k]. Basta entonces con que k sea suficientemente grande (por ejemplo, exponencial en n), para
que el algoritmo no sea ©(n)

d) Sea A un arbol rojo-negro en donde cada rama tiene n nodos negros y n nodos rojos. Si al insertar una
clave nueva en A se obtiene el drbol A’, entonces cada rama de A’ tiene n + 1 nodos negros. Respuesta:
Verdadero. Un drbol rojo negro como A corresponde a un drbol 2-4 “completamente saturado”; es decir,
uno que contiene nodos con 3 claves. Al insertar una clave nueva, el arbol 2-4 aumentard su altura en 1.
Esto significa que su equivalente rojo-negro debe tener un nodo negro mds por cada rama.

e

~

Si se tienen dos tablas de hash, una con direccionamiento abierto y otra cerrado, las dos del mismo tamafio
m y el mismo factor de carga «, ambas ocupan la misma cantidad de memoria.

f) Sea A un arbol AVL y ¢; y {5 los largos de dos ramas de A. Entonces |¢; — ¢2| < 1. Respuesta: Falso.
Basta dar un contraejemplo

g) La operacion de insercién en un drbol AVL con n datos realiza a lo mds una operacion restructure pero
toma tiempo O(logn). Respuesta: Verdadero, puesto que la insercién debe revisar que el balance esté
correcto a lo largo de la rama donde se insert6 el dato. Y esa rama tiene tamaiio O(log n).

h) Si A esun ABB y n es un nodo de A, el sucesor de n no tiene un hijo izquierdo. Respuesta: Falso. La
propiedad no se cumple en general cuando n no tiene un hijo derecho.

i) Es posible modificar la implementacion de la estructura de datos para conjuntos disjuntos vista en clases,
de manera que permita des-unir dos conjuntos en O(1).

J) Como diccionario, una tabla de hash es mas conveniente que un arbol rojo negro en cualquier aplicacion.
(Sin considerar la dificultad de implementacion).

k) Sea p una secuencia de dos 0 mas nimeros diferentes y sea ¢ una permutacién de p distinta de p. Adi-
cionalmente, sean A, y A, los 4rboles binarios de bisqueda que resultan de, respectivamente, insertar en
orden los elementos de p y ¢ en drboles binarios de bisqueda vacios. Entonces A, y A, son distintos.
Respuesta: Falso.

) Re-hashing, el procedimiento que construye una nueva tabla de hash a partir de otra existente, toma tiem-
po O(n) en una tabla con colisiones resueltas por encadenamiento de tamafio m que contiene n datos.
Respuesta: Falso. El tiempo depende del tamaiio de la tabla y del nimero de datos; especificamente es
O(m +n).
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3. Existen diversas maneras de implementar Quick Sort. Una de ellas es reemplazar Partition por una funcién
MedianPartition, que es tal que MedianPartition(A, p,r) es el indice en donde se ubica la mediana del arreglo
Alp..r], una vez que éste estd ordenado.

a) Modifique el pseudo-cédigo de QuickSort—mostrado abajo—de manera que use esta idea. Su pseudocédi-
go debe ser detallado y completo; es decir, no debe faltar ninguna funcién por implementar. Asegure,
ademds, que el tiempo promedio de MedianPartition sea O(n).

1 function Partition(A, p, )

2 i—p—1

3| Jep

4 while j < r do

5 if A[j] < A[r] then
6 1< i+1

7 Ali] < Alj]

8 | Je<J+1

9 | returni

10 procedure Quick-Sort(A, p,r)
11 if p < r then

12 q < Partition(A,p,r)
13 Quick-Sort(A,p,q — 1)
14 | Quick-Sort(A,q+1,7)

b) Argumente a favor de que el tiempo promedio de su funcién MedianPartition es O(n).

¢) ¢Es posible alimentar a su versién de Quick Sort con un arreglo A para que tome tiempo O(n?)? Argu-
mente.

d) (Cémo espera que su algoritmo funcione en la practica? ;Cree que una variante de esta idea podria fun-
cionar mejor? ;Cudl?
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4. a) Escribe un algoritmo que ordene una lista doblemente ligada L usando quickSort. Puedes usar de todas las
operaciones pertinentes en listas, incluyendo crear y destruir.

b) Digamos que existe un algoritmo que permite mezclar dos listas ordenadas, obteniendo una lista ordenada,
en tiempo O(1). Analiza la eficiencia de mergeSort usando este algoritmo para mezclar las listas

¢) Explica qué propiedad de radixSort permite garantizar la ordenacion de los elementos.

Pauta:
a) Siel algoritmo no es quicksort. 0 pts.

Si el algoritmo es quicksort pero no esta hecho para listas, por ejemplo usa lista[i], lo que en una lista
ligada es O(n). 0 pts.

Si el algoritmo es quicksort y tiene muchos errores. 1 pt.

Si el algoritmo es quicksort y tiene pocos o no tiene errores: 2pts.
b) 1 punto por plantear la ecuacion de recurrencia o el problema maestro o plantear una sumatoria que
resuelva el problema.

1 punto por resolver el problema con lo anterior.
¢) 2 puntos si dice estabilidad o si explica la propiedad de estabilidad con palabras.

0 puntos en caso contrario.
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5. Para cada una de las siguientes situaciones, indica qué algoritmo visto en clase es el que mas se beneficia, y
cudl, el que se ve mas perjudicado, justificando el porqué. Ademas, propon un algoritmo especifico para el

caso, que sea especialmente eficiente, indicando su complejidad. Sino hay algoritmos que se beneficien o
perjudiquen, indicalo.

0.5 por cual se beneficia
0.5 por cual se perjudica
0.5 por el algoritmo propuesto eficiente

i. Datos ordenados en sentido contrario.
Beneficiado: No hay algoritmo beneficiado
Perjudicado: Insertion Sort, Shell Sort, QuickSort

Propuesto: Dar vuelta los elementos del arreglo. O(n)

ii. Datos ordenados de a pares, en que cada par de elementos L[2*i] y L[2*¥i+1] en el arreglo L cumplen que
L[2*i] < L[2*i+1].

Beneficiado: Insertion Sort, Shell Sort.

MergeSort no se beneficia porque a pesar de que venga ordenado de a pares, MergeSort no lo sabe y
hara las comparaciones igual.

Perjudicado: No hay algoritmo perjudicado
Propuesto: MergeSort pero solo haciendo merge, saltandose las comparaciones iniciales
O(n*log(n))
Ordenar de a pares e impares y luego hacer merge de ambos resultados O(n*log(n))
iii. Datos en que cada uno es un niimero natural entre 1y 100.
Beneficiado: No hay algoritmo beneficiado.

Perjudicado: No hay algoritmo perjudicado.
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Propuesto: Counting Sort. O(n)

iv. Datos ordenados excepto por un dato insertado de manera aleatoria.
Beneficiado: Insertion Sort, Shell Sort
Perjudicado: QuickSort
Propuesto: Ej. (Listas) Encontrar el elemento, sacarlo y luego ingresarlo haciendo bisqueda binaria.
(Arreglo) Encontrar el elemento y hacer swap hasta que quede en su posicion correcta.
Insertion Sort hasta que ordene un elemento.

Todos estos son O(n).
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4. a) [2] Tenemos una lista de N nimeros enteros positivos, ceros y negativos. Queremos determinar
cuantos trios de numeros suman 0. ;Qué tan eficientemente puede resolverse este problema?
Justifica.

Se puede hacer en tiempo O(n2logn): Primero, ordenamos la lista de menor a mayor, en tiempo O(nlogn). Luego, pa-
ra cada par de nimeros, sumamos los dos nimeros y buscamos en la lista ya ordenada, empleando bisqueda binaria,
un numero que sea el negativo de la suma; si lo encontramos, entonces incrementamos el contador de los trios que
suman 0. Hay O(n?) pares (los podemos generar sistematicamente con dos loops, uno anidado en el otro) y cada
busqueda binaria se puede hacer en tiempo O(logn).

b) [2] Considera la siguiente versién de mergeSort:

mergeSort(a,b,e,w) —aeselarreglo a ordenar entre a[e] y a[w]; b es un arreglo auxiliar
if e >= w:
return
m= (e+w)/2
mergeSort(a,b,e,m)
mergeSort(a,b,m+1,w)
if a[m] > a[m+1]:
merge(a,b,e,m+1l,w) —el procedimiento merge estudiado en clase

Demuestra que el nimero de comparaciones usadas por este algoritmo para ordenar un arreglo a
que ya esta ordenado es lineal con respecto al tamarnio n del arreglo.

La versién es diferente a la estudiada en clase debido a la linea if a[m] 2 a[m+1]:. Esta linea implica que el
procedimiento merge, que es el que ocupa un tiempo proporcional a w— e, se va a ejecutar sélo cuando el dato méas
grande de la primera mitad del arreglo a sea mayor que el dato méas pequefio de la segunda mitad, lo cual no ocurre
nunca ya que el arreglo esta ordenado.

Luego, la ecuacion de recurrencia para este caso es T(n) = 2T(n/2) + ¢, con ¢ = constante

(c representa la ejecuciéon de if e >= w:, con resultado falso, seguida dem = (e+w)/2),

cuya solucion es T(n) = nT(1) + (n—1)c ; como T(1) = 1, por la linea if e >= w:, entonces T(n) = n + (n—1)c = O(n).
¢) [2] Supongamos que elegimos el dato en la posicién del medio del arreglo como pivote, en vez de

elegir el dato en el extremo derecho (como en el procedimiento partition estudiado en clase). ;(Es
ahora menos probable que quickSort requiera tiempo cuadratico? Justifica.

No, es igual de probable: siempre podria ocurrir que ese pivote es el dato mas grande (o mas pequeno) del (sub)arre-
glo.
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. a) Da un algoritmo que, dados n enteros en el rango 0 a k, los preprocesa en tiempo @(n+k) y luego res-
ponde cualquier consulta acerca de cuantos de los n enteros estdan en el rango [a .. b] en tiempo O(1).

Suponemos que los n enteros vienen en un arreglo A. La idea es usar la primera parte de countingSort,
es decir, los primeros tres ciclos for, que son los que arman el arreglo C:

for i = @ to k: C[i] = 0
for j = @ to n-1: C[A[]j]] = C[A[]j]I] + 1
for i =1 to k: C[i] = C[i] + C[i-1]

Con esto, el niumero de enteros en el rango [a .. b] es C[b] — C[a—1].

b) Justifica que insertionSort toma tiempo Q(n2) en promedio para ordenar n elementos.

insertionSort ordena por la via de intercambiar la posicion de dos elementos adyacentes (es decir, corre-
gir una inversién), repitiendo esta accién todas las veces que sea necesario. La pregunta es, ;cudntas
inversiones hay en promedio en un arreglo de n elementos? Si consideramos el arreglo (a1, az, ..., an] y
su tnverso, [an, ..., az, a1], dos elementos cualquiera, ai y aj, estdn desordenados (invertidos) en el primer
arreglo o en el segundo; es decir, cada dos arreglos, tenemos todas las inversiones posibles entre n ele-
mentos: n(n — 1)/2 = Q(n?).

c) Escribe una versién de mergeSort que tome tiempo O(n) para ordenar un arreglo de n elementos que
ya esta ordenado. Justifica tu respuesta.

mergeSort () mezcla dos subarreglos ordenados —r[e .. m] y r[m+1 .. w]— en un tercer subarreglo orde-
nado —tmp[e .. w]— que luego copia de vuelta a rle .. w]: el algoritmo merge(). Sin embargo, si los ele-
mentos de r[e .. m] son todos menores que los elementos de r[m+1 .. w], entonces no es necesario realizar
la mezcla, ahorrando una cantidad de tiempo de ejecucion proporcional a w — e, la cantidad total de ele-
mentos en los dos subarreglos originales. Para esto, en mergeSort() basta con probar si r[m] < r[m+1]
Jjusto antes de llamar a merge(), la llamada sélo se hace si r[m] > r[m+1]. Es decir:

mergeSort(r, tmp, e, w):
if e < w:
int m = (e+w)/2
mergeSort(r, tmp, e, m)
mergeSort(r, tmp, m+l, w)
if r[m] > r[m+1]:
merge(r, tmp, e, m+l, w)

Si hacemos este cambio en mergeSort (), entonces, si r estd inicialmente ordenado, mergeSort() no va a
hacer llamadas a merge () y la ejecucion de todo el algoritmo va a tomar un tiempo proporcional a n:
primero, divide r hasta formar subarreglos de tamario 1, y, luego, mezcla pares de subarreglos ordena-
dos, sélo que sin llamar a merge().
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4. Un componente esencial del algoritmo de ordenaciéon quicksort() es el algoritmo de particion. Consi-
dera el siguiente algoritmo partition():

partition(a, p, r):

x = a[r]
i=p-1
for j =p .. r-1:
if a[j] < x:
i=i+1

exchange(a[i], a[3j])
exchange(a[i+1], a[r])
return i+l

a) Muestra el funcionamiento de partition() en el arreglo a=[B, H, G, A, C, E, F, D].

Inicialmente, p=0,r=7.x="D",1=-1

Ejecutamos el ciclo for j, conj=0, 1, ..., 6:

j=0—>afj] ='B'<x='D'—>1=0 e intercambia (los contenidos de) a[0] y a[0] —> a queda igual
j=1—>a[j]='H'>x="D'—> no pasa nada

j=2—>a[j] ='G'>x ='D'—> no pasa nada

j=38-—>alj]='A'<x="D'->1i=1 e intercambia a[1] y a[3] -> a =['B",'A", 'G','H', 'C', 'E', 'F', 'D']
j=4-—>a[j]='C'<x="D'—>1i=2 e intercambia a[2] y a[4] -> a =['B','A', 'C", 'H', 'G', 'E', 'F', 'D']
j=5-—>a[j] ='E'>x ='D'—> no pasa nada

j=6—>a[j] ='F'>x ='D'—> no pasa nada

Asi, al salir del ciclo for j,1 =2,y a=[B','A", 'C', 'H', 'G', 'E', 'F', 'D']
Por lo tanto, finalmente intercambia a[3] y a[7] —> a = ['B', 'A', 'C', 'D', 'G", 'E', 'F', 'H'] y retorna i+1 =3

La explicacién anterior es la muestra més detallada del funcionamiento de partition(). Al menos, hay que
mostrar las lineas en las que el contenido de a cambia, y la linea final; es decir, las tres lineas que estan en bold.
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b) Demuestra que en todo momento durante la ejecucién de partition(), un arreglo a cualquiera esta
dividido en cuatro sectores: a[p] ... a[i], que son valores menores o iguales que el pivote; a[i+1] ...
a[j-1], que son valores mayores que el pivote; a[j] ... a[r-1], que son valores atin no procesados; y
a[r], que es el pivote.

Los que importan son los sectores a[p] ... a[i] y a[i+1] ... a[j-1]; simplemente mirando el cddigo, los otros dos
sectores son "obvios".

La afirmacién es inicialmente verdadera, ya que los sectores a[p] ... a[i] y a[i+1] ... a[j-1] no tienen ele-
mentos, debido a los valores iniciales de los indices (los rangos de los indices son vacios).

El procesamiento del arreglo a lo hace el ciclo for j, que revisa en orden cada uno de los valores a[p] ... a[r-1],
lo que de paso demuestra que el sector a[j] ... a[r-1] corresponde a los valores atin no procesados.
La revisién de a[j] produce un efecto sélo si a[j] < x (el pivote x = a[r] es constante a lo largo de todo el ciclo):

- el efecto es que el sector a[p] ... a[1], de los elementos menores o iguales que el pivote, aumenta su tamafio
en 1 (la instruccién i = i+1) para recibir a a[j] (por la via de intercambiarlo con a[i]);

- en cambio, si a[j] > x, entonces lo Gnico que ocurre es que j aumenta en 1.

Como el sector a[p] ... a[i] es inicialmente vacio, lo anterior significa que sélo crece para recibir valores meno-
res o iguales que el pivote, demostrando esta parte de la afimacion.

Ademaés, como cada valor < x va a parar al sector a[p] ... a[i], y el sector a[j] ... a[r-1] contiene los elementos
aun no procesados, entonces el sector a[i+1] ... a[j-1] necesariamente contiene valores ya procesados y mayo-
res que X, demostrando esta otra parte de la afimacién.

¢) {Qué valor devuelve partition() cuando todos los elementos del arreglo a tienen el mismo valor?

Si todos los elementos de a son iguales, entonces para cada j, efectivamente a[j] < x. Por lo tanto, para cada j,
se incrementa i (y se intercambian elementos de a, pero esto no produce cambios en como se ve a); como j va de
p a r-1, entonces i, que parte en p-1, llega a valer r-2.

Y como partition() siempre devuelve i+1, entonces partition() devuelve r-1 cuando todos los elementos de a
son iguales.
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1. Una observacion que hicimos en clase sobre los algoritmos de ordenacién por comparacion de
elementos adyacentes, p.ej., insertionSort(), es que su debilidad (en términos del niimero de operacio-
nes que ejecutan) radica en que sélo comparan e intercambian posiciones de elementos adyacentes. Asi, si
tuviéramos un algoritmo que usara la misma estrategia general de insertionSort(), pero que comparara
elementos que estan a una cierta distancia > 1 entre ellos, podriamos esperar un mejor desempernio.

a) Considera el siguiente arreglo a y calcula cuantas comparaciones entre elementos hace insertionSort()
para ordenarlo de menor a mayor; muestra que entiendes como funciona insertionSort():

a=[11,10,9,8,7,6,5,4,3,2, 1]

insertionSort( ) coloca el segundo elemento ordenado con respecto al primero, luego el tercero ordenado con respecto
a los dos primeros (ya ordenados entre ellos), luego el cuarto ordenado con respecto a los tres primeros (ya ordenados
entre ellos), etc. En el caso del arreglo a, insertionSort() basicamente va moviendo cada elemento, 10, 9, ..., 1, hasta
la primera posicién del arreglo. Para ello, el 10 es comparado una vez (con el 11), el 9 es comparado dos veces (con el
11 y con el 10), el 8 es comparado tres veces (con el 11, el 10 y el 9), y asi sucesivamente; finalmente, el 1 es
comparado 10 veces. Luego el total de comparacioneses 1 +2+ 3+ ... + 10 = 55.
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b) Considera ahora el siguiente algoritmo de ordenacion, shellSort(), y calcula cudntas comparaciones
entre elementos hace para ordenar el mismo arreglo a de menor a mayor. Muestra que entiendes c6mo
funciona este algoritmo; en particular, ;qué relacién tiene con insertionSort()?

void shellSort(a)
gaps[] = {5,3,1}
for (t =0; t < 3; t = t+1)
gap = gaps[t]
for (j = gap; j < a.length; j = j+1)
tmp = a[j]
k=73
for (; k >= gap & tmp < a[k-gap]; k = k-gap)
a[k] = a[k-gap]
alk] = tmp

[Primero, notemos que un algoritmo de ordenacién por comparacién muy afortunado podria ordenar el arreglo a
haciendo s6lo 5 comparaciones (y los consiguientes intercambios): 11 con 1, 10 con 2, 9 con 3, 8 con 4, y 7 con 5; este
seria el mejor caso.]

En el caso de shellSort(), notemos que las comparaciones entre elementos del arreglo se dan sélo en la comparacién
tmp < a[k-gap]; el algoritmo realiza 11 de estas comparaciones con resultado true y otras 17 con resultado false;

en total, 28.

Primero, realiza insertionSort entre elementos que estdn a distancia 5 entre ellos (segtin las posiciones que ocupan
en a, no en cuanto a sus valores): el 6 con respecto al 11, el 5¢/ral 10,el 4c/ral9,el 3c/ral 8,el2c/ral 7,el 1 c/ral
11,yel 1 c/ral6.

Luego, realiza insertionSort entre elementos que estan a distancia 3 (nuevamente, segiin sus posiciones en el
arreglo): el 2c/ral 5y el 7 c¢/r al 10.

Finalmente, realiza insertionSort entre elementos que estan a distancia 1: el 3 ¢/r al 4 y el 8 c¢/r al 9; estos son los dos
Unicos pares de valores que aun estan "desordenados" al finalizar el paso anterior.
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2. a) Describe el algoritmo de ordenacién mergeSort() con un nivel de detalle similar al visto en clase, y
calcula su complejidad en notacién O().

Esto est4 en los apuntes de clase. La descripcién puede ser en prosa, pero tiene que referirse explicitamente a cada
uno de los grandes temas del algoritmo: las dos llamadas recursivas, c/u sobre una mitad del arreglo; y 1la mezcla
posterior y, muy importante, como se hace ésta (bastaria con explicar el primer while, que es lo basico de la mezcla).

mergeSort(a, tmp, e, w)
if (e<w)
m= (e+tw)/2
mergeSort(a, tmp, e, m)
mergeSort(a, tmp, m+l, w)
merge(a, tmp, e, m+l, w)

merge(a, tmp, e, m, w)
p==e,k=e,qg=m
while ( p <= m-1 && q <= w )
if ( a[p]l.key < a[q].key )
tmp[k] = a[p]; k = k+1; p
else
tmp[k] = a[ql; k = k+1; g = g+1
while ( p <= m-1)
tmp[k] = a[p]l; k = k+1; p = p+1
while ( g <= w )
tmp[k] = a[q]; k = k+1; q
for ( k = e; k <= w; k=k+1 )
a[k] = tmp[k]

p+1

g+l

El analisis también estd en los apuntes de clase. Esta es una posibilidad, pero hay otras.

Sabemos que T(1) =0 y T(n) =2T(n/2) + n
Luego,
T(n)/n = T(n/2)/(n/2) + 1
T(n/2)/(n/2) = T(n/4)/(n/4) + 1
T(n/4)/(nl4) = T(n/8)/(n/8) + 1
T(2)/2 = ’.I.‘.(l)/l +1

Si sumamos ambos lados del signo = y cancelamos los términos que aparecen a ambos lados, obtenemos

T(n)/n = T(1)/1 +1logn
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b) Un paso fundamental de mergeSort() es mezclar dos subarreglos ya ordenados, de modo de formar un
solo subarreglo ordenado con los elementos de ambos subarreglos. Esto requiere usar un arreglo auxiliar
y finalmente copiar el contenido del arreglo auxiliar de vuelta al arreglo original (en las posiciones que
correspondan). Sin embargo, si el contenido inicial de este arreglo original ya est4 ordenado, entonces no
es necesario ejecutar la mezcla; describe un cambio (simple) que puedes hacer a tu algoritmo de (a)
para tomar en cuenta esta situacién.

De lo que se trata es de no hacer la mezcla cuando, después de las dos llamadas recursivas, tenemos que a[m] <
a[m+1]; como en ese punto el subarreglo a[e], ..., a[m] estd ordenado y el subarreglo a[m+1], ..., a[w] también esta
ordenado, entonces si a[m] < a[m+1] significa que todo el subarreglo a[e], ..., a[w] estd ordenado. Béasicamente,
hay que verificar que este no sea el caso justo antes de hacer la mezcla.

mergeSort(a, tmp, e, w)
if (e<w)
m= (e+w)/2
mergeSort(a, tmp, e, m)
mergeSort(a, tmp, m+l, w)
if ( a[m] >= a[m+1] )
merge(a, tmp, e, m+l, w)

¢) Calcula la complejidad en notacién O() de tu algoritmo modificado de (b) cuando se ejecuta sobre un
arreglo que viene totalmente ordenado.

Suponiendo que el arreglo tiene n elementos, la complejidad en este caso serd O(n) (en lugar de O(rlogn)), que basi-
camente representa lo que cuesta reconocer que el arreglo estd ordenado.

Lo que pasa, en esta version levemente modificada de mergeSort, es que cuando las llamadas recursivas empizan a
"volver", lo Gnico que hacen con los elementos del arreglo es la comparacién del nuevo if, y como estas siempre re-
sultan falsas (ya que el arreglo est4 ordenado), entonces cada instancia de una llamada recursiva es O(1).

(Cudntas "instancias" hay? Las instancias mas pequeiias (cuando la recursion se detiene) son cuando los subarre-
glos son de tamarno 1 (e == w); de éstas hay n, pero no involucran comparaciones entre elementos del arreglo. En el
nivel inmediatamente anterior hay, aproximadamente, n/2; en el anterior, n/4; y asi sucesivamente hasta el primer
nivel, en que hay una llamada: n/2 + n/4 + ... + 1 =n.
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3. a) Considera la siguiente afirmacién respecto a un algoritmo de ordenacién de strings del mismo largo:

"Otra forma de establecer la demostracién de que el algoritmo es correcto es pensar en el futuro: si
los caracteres que aun no han sido examinados para un par de claves son idénticos, entonces cual-
quier diferencia entre las claves esta restringida a los caracteres que ya han sido examinados, de
modo que las claves han sido ordenadas apropiadamente y permaneceran asi debido a la estabi-
lidad. Si, por el contrario, los caracteres que no han sido examinados son diferentes, entonces los
caracteres ya examinados no importan y una pasada posterior ordenara correctamente el par de
claves basado en esas diferencias mas significativas."

;Exactamente a cudl algoritmo para ordenacién de strings se refiere esta afirmaciéon? Justifica.

Se refiere al algoritmo que en clase llamamos radixSort, que ordena los strings ordenandolos primero segun el
caracter menos significativo —el de més a la derecha—, luego segin el siguiente caracter menos significativo —el
que estd inmediatamente a la izquierda del que estd mds a la derecha—, y asi sucesivamente hasta finalmente
ordenar los strings segun el cardcter mas significativo —el de més a la izquierda. La ordenacién de los strings segiin
un caracter determinado debe hacerse usando un algoritmo de ordenacion estable, p.ej., countingSort.

b) Otra forma de ordenar strings, especialmente cuando son de diferentes largos, es considerar los carac-
teres de izquierda a derecha y usar el siguiente método recursivo: Usamos countingSort() para ordenar
los strings de acuerdo con el primer caracter; luego, recursivamente, ordenamos los strings que tienen un
mismo primer caracter (excluyendo este primer cardcter). Similarmente a quickSort(), este algoritmo
particiona el arreglo de strings en subarreglos que pueden ser ordenados independientemente para
completar la tarea, sélo que particiona el arreglo en un subarreglo para cada posible valor del primer
caracter, en lugar de las dos particiones de quickSort(). Escribe este algoritmo.

sortString(a, e, w, k):
—ordena recursivamente el arreglo a de strings, desde a[e] hasta a[w], a partir del k-ésimo cardcter
—convierte cada cardcter a un digito entre 0y 127 mediante la funcion (ficticia) dgt
—usa arreglos auxiliares b y c
if e < w:
fori=1e, ..., w:
p = dgt(a[i][k])
b[p+2] = b[p+2]+1
for r =90, ..., 128:
b[r+1] = b[r+1] + b[r]
for i =€, ..., w:
p = dgt(a[i][k])
c[b[p+1]] = a[i]
b[p+1] = b[p+1]+1
fori=1e, ..., w:
a[i] = c[i-e]
for r =0, ..., 127:
sortString(a, e+b[r], e+b[r+1]-1, k+1)
—Ilos cuatro primeros for implementan countingSort()
—el quinto for hace las llamadas recursivas sobre cada una de las particiones (strings con el mismo k-ésimo
cardcter)
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2. Mergesort natural es una versioén bottom-up de mergesort; su paso fundamental es el siguiente: primero
encuentra un subarreglo ordenado (incrementa un puntero hasta encontrar un dato que sea menor que su
predecesor en el arreglo), luego encuentra el proximo subarreglo ordenado, y luego los mezcla.

Escribe un algoritmo —lo mas parecido a codigo posible— eficiente que implemente mergesort
natural para ordenar una lista ligada (y no un arreglo; este es el método preferido para ordenar listas
ligadas, porque no usa espacio adicional). ;Qué complejidad tiene tu algoritmo? Justifica.

[2/8] Algoritmo (una posibilidad, hay otras):

[1/3] —identificar las sublistas a mezclary la condicion de terminacion del algoritmo
sea P = puntero al elemento vigente de la lista (inicialmente, al primer elemento)
a partir de P, recorrer la lista mientras los elementos no decrezcan en valor.
sea Q = puntero al Gltimo elemento "no decreciente"
sea R = puntero al siguiente elemento en la lista
if R = null

terminar, la lista est4 ordenada
else
a partir de R, recorrer la lista mientras los elementos no decrezcan en valor.
sea S = puntero al Gltimo elemento no decreciente
elemento vigente = S.next
Mezclar la sublista de P a Q con la sublista de R a S (*¥)
volver a la primera instruccién
[1/3] —hacer la mezcla (el algoritmo merge visto en clase no sirve, porque mezcla arreglos y no listas)
(*) Mezclar la sublista de P a Q con la sublista de R a S:
T =T3 = new(Node)
Ti=P,T2=R
if T1<T2
T3 =T1, T1 = Tl.next
else
T3 =T2, T2 = T2.next
if T1 = Q.next
agregar a a T3 lalistade T2 a S

else
if T2 = S.next
agregar a T3 la lista de T1 a Q
else
repetir el primer if
pP=T

[1/8] Complejidad = O(n logn), ya que en el peor caso, cuando la lista est4 ordenada "al revés", primero se mezclan
sublistas de largo 1; luego, de largo 2; luego, de largo 4; luego, de largo 8, etc. Como el largo de las sublistas que se
mezclan crece al doble cada vez, a lo mas hay logn "pasadas" por la lista completa. En cada pasada, hay O(n)
operaciones de mezcla, independientemente del largo de las sublistas que se mezclan, ya que de una manera u otra
hay que mezclar todos los elementos de la lista. | Ojo: Se asigna puntaje solo si esta bien justificado !
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2. Desafortunadamente, un arreglo que contiene elementos con un misma clave repetida muchas veces lleva a
QuickSort a desempenarse cercano a su peor caso. En el extremo, con un arreglo con un tnico valor para la
clave de ordenacion, el algoritmo es cuadratico.

a) Muestre cémo modificar Partition(A, p, ) visto en clases sin agregar un keyword de iteracioén adicional',
de tal forma de evitar malos casos con muchas claves repetidas.

Respuesta: Una modificacion correcta es la que se describe a continuacion.

1: function PARTITION(A, p, 1)

2 x < Alr]

3 t—p—1

4 mid < [(p+1)/2]

5 for j < p to mid do

6 if A[j] < « then

7 i—i+1

8 SWAP(A[i], A[4])

9 for j < mid+1tor —1do

10: if A[j] < « then

11: 1 1+1

12: SWAP(A[i], A[5])
13: SWAP(A[i + 1], A[r])

14: return ¢ + 1

Existen muchas otras soluciones correctas.

b) Argumente por qué su algoritmo resuelve el problema y por qué es correcto.

~

Respuesta: Este algoritmo resuelve el problema ya que cuando hay muchas claves repetidas, tenderd a
hacer particiones mds equitativas que el algoritmo tradicional.

!Esta restriccion tiene sentido hacerla por eficiencia.
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Consideremos el caso en que todas las claves son iguales. Cuando particionamos un arreglo de tamafio n,
el algoritmo visto en clases lo separara en arreglos de tamafo 1y n — 1. Esto causara que QuickSort tome
tiempo en O(n?).

El algoritmo presentado, en cambio, particionard tal arreglo en particiones de tamafio [n/2] y [n/2]. En
este caso, QuickSort tomard tiempo en ©(n logn).
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Ordenacién

1) Explica cémo ordenar una baraja de naipes por pinta (en el orden espadas, corazones, diamantes y
tréboles) y por rango dentro de cada pinta (as, rey, reina, jack, 10, 9, ..., 2), con la restriccién de que las
cartas estan dispuestas cara abajo en una fila, y las Unicas operaciones permitidas son mirar los valo-
res de dos cartas e intercambiar las posiciones de dos cartas (mateniéndolas cara abajo).

Respuesta:

insertionSort, pero con intercambios (también selectionSort con intercambios, que se convierte en algo asi
como bubbleSort).
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2) Mergesort natural es una version bottom-up de mergesort que aprovecha el orden que pueda haber en
el arreglo original: encuentra un subarreglo ordenado (incrementa un puntero hasta encontrar un dato
que sea menor que su predecesor en el arreglo), luego encuentra el préoximo subarreglo ordenado, y lue-
go los mezcla.

Escribe un algoritmo (en pseudo c6digo) de mergesort natural para ordenar una lista ligada. (Este es
el método preferido para ordenar listas ligadas porque no usa espacio adicional y su orden de creci-
miento es de la forma nlogn.)

Respuesta:

El algoritmo tiene dos partes. En la primera, se busca dos sublistas (consecutivas) ordenadas, como se
describe en el primer parrafo, y se las indentifica con punteros al inicio y al final de cada una. Enla
segunda parte, se hace la mezcla, usando la misma estrategia general de mergesort, pero mezclando listas
ligadas en lugar de arreglos. Esto significa que no se van traspasando valores del arreglo original a un
segundo arreglo, sino que se van revinculando los punteros de las listas.
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3) Si ordenamos el archivo de empleados de la Universidad Catélica por afio de nacimiento, muy proba-
blemente habrda muchas claves duplicadas. Si bien quicksort se desemperia bien en esta situacién, es
posible mejorar mucho su desempenio; p.ej., un subarreglo que consiste sélo de itemes iguales (todos
tienen la misma clave) no necesita seguir siendo procesado, pero quicksort sigue particionandolo en
subarreglos més pequernios. Una posibilidad es particionar el arreglo en tres partes: una para los
itemes con claves menores que el pivote, otra para los itemes con claves iguales al pivote, y otra para
los itemes con claves mayores que el pivote.

Escribe un algoritmo (en pseudo c6digo) de particién en 3 que haga una pasada de izquierda a derecha
sobre el arreglo afe ... w], manteniendo tres punteros: un puntero less tal que ale ... less—1] son meno-
res que el pivote v; un puntero greater tal que a[greater+1 ... w] son mayores que v; y un puntero i tal

que afless ... i—1] son iguales a vy ali ... greater] ain no han sido examinados.

Respuesta:

less = e
i=e+l
greater = w
while (i <= greater)
if (a[i] < v)
exchange(a[less], a[i])
less = less+1
i=1i+1
else
if (a[i] > v)
exchange(a[i], a[greater])
greater = greater-1
else
i=i+1
return (less, greater)
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3) Dada la secuencia de enteros A1, Az, ..., An, posiblemente negativos, queremos encontrar el valor de la
suma de aquella subsecuencia que sume mas. P.ej., para la secuencia -2, 11, —4, 13,5, —2, la respuesta
es20 (=11+(-4)+13).

Da un algoritmo del tipo dividir para conquistar para resolver este problema en tiempo O(N logN);
justifica.

Como sabemos, para que un algoritmo dividir para conquistar corra en tiempo O(V logN), normalmente
tiene que dividir el problema en dos subproblemas (de la misma naturaleza y) del mismo tamafio y lue-
go, al combinar las soluciones a los subproblemas para encontrar la solucién al problema original, tiene
que tomar tiempo O(N) (similarmente a mergeSort).

En este caso, la subsecuencia que suma mas es una que esta contenida completamente en la mitad iz-
quierda de la secuencia, o bien una que esté contenida completamente en la mitad derecha (hasta aqui,
la divisién), o bien una que empieza en la mitad izquierda y termina en la mitad derecha (esta es la
combinacién). Buscar la subsecuencia que suma maés en cada una de las mitades, izquierda y derecha,
se puede hacer recursivamente, y es lo que aporta el factior loglV al tiempo de ejecucién del algoritmo.

(Coémo encontramos la subsecuencia que suma mas y que cruza desde la mitad izquierda a la derecha?
La parte izquierda de esta subsecuencia tiene que ser la subsecuencia de la mitad izquierda que sume
mas y que incluya el elemento en el extremo derecho de esta mitad; y, andlogamente, la parte derecha
tiene que ser la subsecuencia de la mitad derecha que sume més y que incluya el elemento en el
extremo izquierdo de esta mitad. Ambas subsecuencias se determinan revisando linealmente —O(N)—
la mitad correspondiente, de izquierda a derecha y de derecha a izquierda, respectivamente.
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2013-2-11-P3—HeapSort, Heap (1/1)

. Ordenacién a base de heaps. Sibien los datos almacenados en un max-heap cumplen una ordenacién
sélo parcial—a) [1 pt.] ;cudl?—en la practica es posible ordenarlos totalmente y de manera eficiente,
tanto en términos de uso de memoria, como en cuanto al niamero de pasos ejecutados.

La clave almacenada en un nodo es mayor que las claves almacenadas en los hijos del nodo.

La observacion que hay que hacer es la siguiente: si sacamos un dato del max-heap, ejecutando xMax (),
sale el dato més grande almacenado en el max-heap (y el nimero de datos almacenados se reduce en
uno, es decir, heapSize = heapSize - 1). Sia continuacién sacamos otro dato, nuevamente sale el
dato més grande (y nuevamente heapSize = heapSize - 1); este nuevo dato corresponde al segundo
maés grande de los datos almacenados originalmente.

b) [3 pts.] Aprovechando esta observacién y suponiendo que el max-heap esta almacenado en un
arreglo a, escribe un método heapSort() que ordene totalmente, de menor a mayor, los datos del
max-heap, sin usar un arreglo adicional (es decir, los datos quedan ordenados en el mismo arreglo a).

heapSort()
while (heapSize > 9)
X = XMax() —el método visto en clase
a[heapSize+l] = x

c) [2 pts.] Calcula (y justifica) el nimero de pasos que ejecuta el método, en notaciéon O() y en funcién
del nimero n de datos almacenados originalmente en el max-heap.

Cada llamada a xMax() ejecuta O(log n) pasos, ya que a su vez hace una llamada a heapify(1). Como
después de cada llamada, el tamario del heap se reduce en 1 (y no vuelve a aumentar), tenemos que el nimero
total de pasos es

O(log n) + O(log n—1) + O(log n—2) + ... + O(log 1) = O(n log n)
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2013-2-12-P4—QuickSort (1/1)

. quickSort.

a) (Qué valor de q (0 j) devuelve partition cuando todos los elementos del arreglo A[p..r] son iguales?
Justifica.

Respuesta

Devuelve g = (p+r—1)/2. Los while's internos no se ejecutan, ya que los elementos del arreglo son iguales al

pivote, no mayores ni menores. Por lo tanto, el efecto del while externo es que en cada iteracién j se incrementa

en 1y k se decrementa en 1 (y el exchange dentro del while intercambia de posicién dos elementos iguales). Asi,

j se "encuentra" con k en la mitad del rango p, ..., r—1 (ya que k parte en r—1), y en ese punto se detiene el while.

El exchange fuera del while no cambia el valor de j.

b) ;(Cuédl es el tiempo de ejecucién de quickSort cuando todos los elementos del arreglo A son iguales?
Justifica.

Respuesta

O(nlogn). Como vimos en clase, cuando partition produce dos particiones de similar tamano, quickSort tiene

su mejor desemperfio. Y de a), este es el caso cuando todos los elementos del arreglo son iguales.

c) Considera la siguiente versién de quickSort, que sélo hace la primera llamada recursiva:

quickSort' (A, p, r)

while (p < r)
q = partition(A, p, r)
quickSort'(A, p, g-1)
p = g+l

Explica por qué quickSort' ordena correctamente el arreglo A.

Respuesta

quickSort' hace la misma particién que quickSort, y luego también se llama recursivamente con parametros A,
p v g-1. La diferencia es que en este punto quickSort se llama recursivamente por segunda vez con parametros
A, g+1 y r; en cambio, quickSort' asigna p = g+1y hace otra iteracién del while. Sin embargo, esto ejecuta las
mismas operaciones que la segunda llamada recursiva, con A, g+1 y r, ya que en ambos casos A y r tienen los
mismos valores que antes y p tiene el valor antiguo de g+1.
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2013-2-Ex-P3—Comparacion de estrategias
de ordenacién (1/1)

3) Considera las siguientes tres formas de resolver el problema de seleccién, consistente en encontrar el k-ésimo
dato més pequenio de un conjunto de n datos:

i) Ordena los datos de menor a mayor, y elige el k-ésimo.
ii) Coloca los datos en un min-heap y ejecuta k operaciones xMin.

iii) Usa el algoritmo randomSelect () —similar a quicksort(), pero que s6lo hace recursién sobre una de las dos
partes definidas por randomPartition().

Explica las ventajas y desventajas de cada forma y bajo cudles condiciones usarias unas u otras. Considera
aspectos tales como tiempo de ejecucion, cantidad n de datos, fraccién k/n, frecuencia de ejecucién de la seleccién,
y conjunto fijo de datos frente a datos que cambian (se agregan unos y se eliminan otros) a lo largo del tiempo.

i) toma O(n log n) para ordenar los n datos; luego, cualquier seleccion es O(1). Si los datos son fijos y hay que hacer muchas
selecciones, éste es el método preferido.

it) toma O(n) para colocar los n datos en un heap; luego, cada xMin toma O(log n). Encontrar el k-ésimo dato mds pequerio
toma O(n) + O(k log n), por lo que funciona mejor para casos con k/n = 0. Por otra parte, sacar los k objetos del heap significa
reconstruir el heap para otra consulta o tener una segunda copia guardada, lo que agrega complejidad en ejecucion o en uso de
memoria.

iii) toma O(n) en promedio para entregar el k-ésimo dato mds pequerio. Si hay que hacer una sola seleccion, éste es el método
preferido. Incluso si hay que hacer un niinero pequerio de selecciones (< logn), éste es el método preferido. Por otra parte, si los
datos cambian entre una seleccion y otra, éste es el mejor método.
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2013-2-Ex-B—Estabilidad de algoritmos de
ordenacién (1/1)

B) Con respecto a los siguientes algoritmos de ordenacion,

1) Insertionsort 1) Mergesort i11) Heapsort iv) Quicksort

a) ;Cudles son estables y como se sabe que lo son? Recuerda que un algoritmo de ordenacién es estable si los
datos con igual valor aparecen en el resultado en el mismo orden que tenian al comienzo

[1] Insertionsort y Mergesort son estables.

[1] Insertionsort (diapositiva #19 de los apuntes) es estable porque al comparar las claves de b y afj-1], “subimos” (o avan-

zamos hacia a[0]) solo si la clave de b es estrictamente menor que la de afj-1].

[1] Mergesort (diapositiva # 26 de los apuntes) es estable porque al comparar el a[p], de la primera “mitad”, con el a/q], de la
segunda mitad, colocamos af[p] en el resultado temporal (tmp) solo si su clave es estrictamente menor que la de a/q].

b) Para los que no son estables, explica como se los puede hacer estables y a qué costo.

Heapsort y Quicksort no son estables.

[2] Una forma de hacerlos estables es guardar el indice de cada elemento (la ubicacién del elemento al comienzo) junto con el
elemento. Asi, cuando comparamos dos elementos, los comparamos segtin sus valores (key) y, si son iguales, usamos los indi-ces
para decidir.

[1] Por cada elemento, se necesita almacenar adicionalmente su indice original. Si los indices van entre 0y n, cada uno se
puede almacenar en log n bits. Asi, en total, se necesita n log n espacio adicional.
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2013-1-12-P1-QuickSort (1/2)

Estructuras de Datos y Algoritmos — 112133
12
10 mayo 2013

1. Considera el algoritmo de ordenacién quickSort que estudiamos en clase; a continuacién repetimos una
de sus partes, el algoritmo partition.

int partition(T[] a, int e, int w) {
int j =e-1, k = w

Tv = a[w]
while (true) {
j = j+1
while (a[j] < v) j = j+1
k = k-1
while (a[k] > v) {
k = k-1
if (k == e) break
)i
if (j >= k) break
exchange(a[j]l,a[k])
}
exchange(a[j],a[w])
return j

a) ;Cudl es el tiempo de ejecucién de quickSort cuando todos los elementos del arreglo a son iguales?
Justifica tu respuesta.

Respuesta:

Supongamos que al hacer la llamada a partition, e = 0y w = n. Al ejecutarse la primera iteracién del while
exterior, j = 1. Como a[j] no es menor que v (todos los elementos de a son iguales), el primer while interior no se
ejecuta, y j queda en 1. Similarmente, £ = n-1 inicialmente, y, como a[k] no es mayor que v, k queda en n-1. Al
ejecutarse la segunda iteracién del while exterior, j = 2 y k = n-2; y asi sucesivamente. Es decir, al terminar una
iteracion del while exterior, k = n-j. Como el while exterior termina cuando j = &, tenemos que j = n/2. Por lo
tanto, O(n logn).
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2013-1-12-P1-QuickSort (2/2)

b) Escribe una version no recursiva (y, por lo tanto, iterativa) de quickSort. Supdén que dispones de un
stack de nimeros enteros con las operaciones push(), pop() y empty() habituales. La idea es que
después de llamar a partition, en lugar de llamar recursivamente a quickSort dos veces, coloques en
el stack los indices correspondientes a cada una de las dos partes. Asi, tu version iterativa debe
iterar mientras el stack no esté vacio.

Respuesta:

void iterQuicksort(int[] a)
Stack s = new Stack()

s.push(0); s.push(a.length-1) Iniciar el stack con los indices extremos del arreglo original.
inte, m,w
while (!s.empty())
w = s.pop(); e = s.pop() Sacar del stack los indices extrremos de la parte a procesar.
if (e < w) Verificar si la parte tiene al menos dos elementos.
m = partition(a, e, w)
s.push(e); s.push(m-1) Colocar en el satck los indices extremos de la parte izquierda.
s.push(m+1); s.push(w) Colocar en el stack los indices extremos de la parte derecha.

c) Con respecto a la pregunta b) anterior, ;qué se puede hacer, al momento de colocar en el stack los
indices correspondientes a cada una de las dos partes, de modo de minimizar la profundidad maxima
del stack? Justifica tu respuesta.

Respuesta:

Hay que colocar primero en el stack los indices de la parte mas grande. Falta justificar.
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2012-1-12-P1-Quicksort, SelectionSort, Merge-
Sort, HeapSort (1/3)

11C2133 - Estructuras de datos y algoritmos [-2012 — Interrogacién 2

Estructuras de datos y algoritmos 1-2012
Interrogacion n° 2
Instrucciones generales
* Ingresa tu nombre en todas las hojas de respuesta
+ Entrega 1 hoja por pregunta, independiente si no respondiste la pregunta
* Lee cuidadosamente cada pregunta

+ Dispones de 120 minutos

Pregunta 1 — Ordenacion (20 pts)
a) (8 pts) Escribe en seudo cédigo el algoritmo de ordenacion quicksort.
/** 5 pts */
void quicksort(int* arr, int from, int to) {
if (to — from <= 0) return;
int index_pivote = pivotear(arr,from,to);
quicksort(arr,from,index_pivote -1);
quicksort(arr,index_pivote+1,t0);
}
/I aqui el pivoteo es clave. Usaremos from como pivote
/** 3 pts */
int pivotear((int* arr,int from,int to) {
int index_pivote = from;
int valor_pivote = arr[index_pivote];
for (int i=from+1; i<=to; i++){
if (arr[i] < valor_pivote){
index_pivote++;

swap(arr,i,index_pivote);

}
swap(arr,from,index_pivote);

return index_pivote;
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2012-1-12-P1-Quicksort, SelectionSort, Merge-
Sort, HeapSort (2/3)

[IC2133 - Estructuras de datos y algoritmos [-2012 — Interrogacion 2

/* También podia hacerse con listas. */
/** 5 pts */
void quicksort(List& values) {
if (values.size() <= 1) return;
List menores;
List mayores;
int pivote = pivotear(values,menores, mayores);
quicksort(menores);
quicksort(mayores);
values.clear(); // vacia la lista
values.addAll(menores);
values.add(pivote);
values.add(mayores);
}
/** 3 pts */
int pivotear(List& values, List& menores, List& mayores) {
lterator it = values.iterator();
int pivote = it.next(); //sabemos que hay al menos 1
while (it.hasNext()) {
int val = it.next();
if (val <= pivote) menores.add(val);
else mayores.add(val);

}

return pivote;

}

b) (6 pts) Aplica quicksort al arreglo [9, 5, 3, 1, 6, 21, 13, 11, 20, 25, 23], mostrando el estado
del arreglo antes de elegir un pivote, marcando el pivote y mostrando el resultado de usar
dicho pivote.

/* Puntaje: 0-4-6. 6 = Perfecto, 4 = Algun error menor, 0 = otros casos.*/
[9,5,3,1,6,21,13, 11, 20, 25, 23]
[9,5,3,1,6,21,13, 11, 20, 25, 23]
[5,8,1,6,9, 21,13, 11, 20, 25, 23]
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2012-1-12-P1-Quicksort, SelectionSort, Merge-
Sort, HeapSort (3/3)

[IC2133 - Estructuras de datos y algoritmos [-2012 — Interrogacion 2

[5,3,1,6,9, 21,13, 11, 20, 25, 23]
[3,1,5,6,9, 13,11, 20, 21, 25, 23]
[3.1.8,6,8,13, 11, 20, 2%, 25, 23]
[1,3,5,6,9 11,13, 20, 2%, 23, 25]
[+.3, 5,6, 9, ++ 13, 20, 24, 23, 25]
[1,3,5,6,9, 11,13, 20, 21, 23, 25]

c) (6 pts) Identifica el algoritmo de ordenacién utilizado en cada uno de los siguientes casos:

Caso 1 Caso 3
[25, 8, 5, 1, 7,20] (parte 1)
[ 1,25, 8, 5, 7,20] [ 2,13, 5,25, 7,21]
[ 1, 5,25, 8, 7,20] [ 2,13, 5,25, 7,21]
[ 1, 5, 7,25, 8,20] [13, 2, 5,25, 7,21]
[ 1, 5, 7, 8,25,20] [13, 2, 5,25, 7,21]
(1, 5, 7, 8,20,25] [25,13, 5, 2, 7,21]
Selection sort (2 pts) (25,13, 5, 2, 7,21]
Caso 2 [25,13,21, 2, 7, 5]
(parte 1) (parte 2)
[ 8, 3,14, 5, 4, 6] [21,13, 5, 2, 7,25]
(8, 3,14, 5, 4, 6] [13, 7, 5, 2,21,25]
(8, 3,14, 5, 4, 6] [ 7, 2, 5,13,21,25]
(8, 3,14, 5, 4, 6] [ 5, 2, 7,13,21,25]
(parte 2) [ 2, 5, 7,13,21,25]
[ 3, 8,14, 4, 5, 6] [ 2, 5, 7,13,21,25]
[ 3, 8,14, 4, 5, 6] Heap sort (2 pts)
[ 3, 4, 5, 6, 8,14]

Merge sort (2 pts)
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2012-1-13-P2-c—Identificacion de solucion de

dividir para conquistar (1/1)

c¢) (5 pts) Acantilado submarino ~
En el fondo del mar hay una cueva que se divide en 4 1o
Y .. m
cuevas mas profundas, las cuales a su vez se dividen en 4
cuevas aun mas profundas. Por fortuna, las cuevas estan =

numeradas (para evitar que los turistas se pierdan) y
siempre se dividen cada 10 metros. Encuentra la cueva >10m
mas profunda.

-~

Input: Primero el numero de bifurcaciones, luego una linea
por bifurcacién con 5 nimeros i j k | m, indicando que la cueva i se divide en las cuevas j, k, |
y m; un valor igual a 0 indica que no hay una cueva abierta para ese lado. Tanto i, j, k, [y m
son valores entre 1 y 100.

Ouput: El nimero de la cueva mas profunda y su profundidad desde el lecho marino.

Ejemplo:

Input 10 0 0 0 27
12 107 41 0

313000 70009

15 31 0 0 13 410 0 0 17
1389 0 8 0 370040

89 0 12 0 0 4 47 42 48 43
14 15 11 1 37 Output

11 0 10 0 0 12 50

Solucion propuesta

Representar las cuevas como un arbol; a su vez, el arbol lo representamos como un grafo
dirigido en una matriz de adyacencia. A medida que leemos los datos, se van anotando las
aristas de modo que la matriz [i][j] == 1 solo si desde j se puede ir a i. Una vez leido los
datos, la cueva inicial es aquella que no posee aristas incidentes (no llegan aristas, solo
salen aristas).

Con el arbol construido, representado con un grafo, partiendo desde el vértice raiz aplicar
recursivamente: encontrar profundidad maxima y vertice respectivo para cada subarbol (hijos
de la raiz actual) y quedarse con la profundidad maxima entre éstas, con el vértice
respectivo, sumar 10 y retornar; el caso base es un vértice que no tiene hijos, en cuyo caso
se retorna la raiz con profundidad 10.
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2011-2-11-P1-HeapSort (1/1)

Estructuras de Datos y Algoritmos — 11C2133

I1 - pauta
31 agosto 2011

. Supb6n que tenemos k fuentes de datos. Los datos de cada fuente vienen ordenados, p.ej., de mayor a menor.
Queremos enviar la totalidad de los datos recibidos por un unico canal de salida, también ordenados de mayor a
menor. El dispositivo electrénico que debe hacer esta mezcla ordenada de datos tiene una capacidad limitada de
memoria.

[4 pts.] Da un algoritmo para este dispositivo, que le permita hacer su tarea empleando un arreglo a de % casi-
lleros, en que cada casillero tiene dos campos: en alj].data se puede almacenar un dato, y en a[j].num se puede
almacenar un namero entero entre 1y k. Para recibir un dato desde la fuente i, se ejecuta receive[i]( ), y para

enviar un dato x por el canal de salida, se ejecuta send(x).

La idea es armar un (max-)heap binario de tamario %, inicialmente con el primer dato (el mayor) de cada fuente,
de modo que en la raiz quede el mayor de todos los datos:
for (1 =0; i< k; i = 1i+1)

x.data = receive[i]()

X.num = i

insertObject(x)

A continuacién, hay que ir sacando el dato que estd en la raiz, enviandolo por el canal de salida, y reemplazandolo
en el heap por el préximo dato recibido de la misma fuente de donde provenia el que sali6:

while ( true )
X = XMax()
i = x.num
send(x.data)
x.data = receive[i]()
insertObject(x)

[2 pts.] Si la cantidad total de datos en las k fuentes es n, jcudl es la cantidad total de pasos que ejecuta tu algo-
ritmo, en notacién O()?

O(n log k), ya que el for ejecuta k operaciones insertObject(x), c/u de las cuales ejecuta un niimero de pasos
proporcional a log &, lo que da un subtotal de & log k); y el while ejecuta n—k operaciones insertObject(x), c/u de las
cuales nuevamente ejecuta un nimero de pasos proporcional a log &, lo que da otro subtotal de (n—k)log k.



1 ALGORITMOS DE ORDENACION 68

2011-2-12-P1-InsertionSort (1/1)

Estructuras de Datos y Algoritmos — 11C2133

12 - pauta
5 octubre 2011

1. Sea a1 ... n] un arreglo de n nimeros distintos. Sij <k y a[j] > a[k], entonces el par (j, k) se llama una inversién
de a.

a) (Cual es exactamente el maximo nimero de inversiones que puede tener un arreglo de n nimeros distintos?
Justifica.

Este caso se da cuando el arreglo estd ordenado justamente “al revés”, es decir, de mayor a menor; entonces, hay una
inversion por cada par de elementos: (1, 2), (1, 3), ..., (1, n), (2, 3), (2, 4), ..., (2, n), ..., (n—1, n). Asi, hay exactamente
(n-1) + (n-2) +... + 1 = n(n—1)/2 inversiones.

b) Justifica que cualquier algoritmo de ordenacién que ordena intercambiando elementos adyacentes —por ejemplo,
ordenacién por insercidn (insertionSort)— toma tiempo Q(n2) en promedio para ordenar n elementos.

Al intercambiar dos elementos adyacentes, sélo resolvemos una inversién. Por lo tanto, hay que justificar que un
arreglo tiene Q(n2) inversiones en promedio. En realidad, hay n(n-1)/4 inversiones en promedio: tomemos un arreglo
a[l], a[2], ..., a[n] y su inverso a[n], a[n-1], ..., a[1]; el par (j, k) serd una inversién en uno o en el otro; luego, cada dos
arreglos, se dan todas las inversiones posibles, es decir, n(n-1)/2 inversiones.
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2011-2-12-P2—QuickSort (1/1)

2. Sup6én que queremos usar Quicksort para ordenar un arreglo con muchas claves duplicadas; por ejemplo, ordenar
el archivo de alumnos de la universidad por afio de nacimiento. En este caso, el desemperio de Quicksort puede
mejorarse bastante; por ejemplo, un subarreglo que tiene sélo datos iguales (todos con la misma clave) no necesita
seguir siendo procesado, pero Quicksort va a seguir particiondndolo en subarreglos cada vez mas pequerios.

Una idea es particionar el arreglo en tres partes: las claves que son menores que el pivote, las que son iguales al
pivote, y las que son mayores que el pivote.

a) [4 pts.] Da un algoritmo, llamado Partition3, de complejidad O(n) —es decir, equivalente al Partition estudiado
en clase— para realizar esta nueva particién en tres (sobre un subarreglo de n datos).

La idea es que se hace una pasada por el arreglo afe .. w] de izquierda a derecha que mantiene tres punteros:
- un puntero It tal que ale .. lt-1] es menor que el pivote

- un puntero gt tal que algi+l ... w] es mayor que el pivote

- un puntero k tal que a[lt ... k-1] es igual al pivote

- alk ... gt] aun no han sido examinados

Partition3:

Se elige el pivote v =ale], y los punteros It =e, gt=w
Recorremos el arreglo con k, a partir de k& =e+1 y hasta k= gt:
- si a[k] < v, intercambiamos a[lt] con a[k]; incrementamos It y k
- 81 a[k] > v, intercambiamos a[k] con a[gt]; decrementamos gt

- si a[k] = v, incrementamos &

b) [2 pts.] Escribe la nueva versién de Quicksort, que hace uso de Partition3.

Quicksort(a, e, w):

if(e<w)
—agqui va el cbdigo de Partition3
Quicksort(a, e, lt-1)
Quicksort(a, gt+1, w)
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2010-2-12-P2—-Estabilidad de algoritmos de
ordenacién (1/1)

2. Con respecto a los siguientes algoritmos de ordenacién, (a) jcuédles son estables y como se sabe que lo son? Para
los que no lo son, (b) explica cémo se los puede hacer estables y a qué costo. Recuerda que un algoritmo de orde-
nacién es estable si los datos con igual valor aparecen en el resultado en el mismo orden que tenian al comienzo.

1) Insertionsort. 1) Mergesort. i11) Heapsort. iv) Quicksort.
Respuesta:

a) [3 pts.]

[1 pt.] Insertionsort y Mergesort son estables.

[1 pt.] Insertionsort (diapositiva #19 de los apuntes) es estable porque al comparar las claves de b y a[j-1], “subimos”
(o avanzamos hacia a[0]) solo si la clave de b es estrictamente menor que la de a[j-1].

[1 pt.] Mergesort (diapositiva # 26 de los apuntes) es estable porque al comparar el a[p], de la primera “mitad”, con
el a[q], de la segunda mitad, colocamos a[p] en el resultado temporal (¢mp) solo si su clave es estrictamente menor
que la de alq].

b) [3 pts.]

Heapsort y Quicksort no son estables.

[2 pts.] Una forma de hacerlos estables es guardar el indice de cada elemento (la ubicacién del elemento al
comienzo) junto con el elemento. Asi, cuando comparamos dos elementos, los comparamos segun sus valores (key) y,
si son iguales, usamos los indices para decidir.

[1 pt.] Por cada elemento, se necesita almacenar adicionalmente su indice. Si los indices van entre 0 y n, cada uno
se puede almacenar en log n bits. Asi, en total, se necesita n log n espacio adicional.
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2010-2-12-P4—QuickSort (1/1)

. Escribe una versién no recursiva (y, por lo tanto, iterativa) de Quicksort, que use la versién de partition estudiada

en clase. Supdn que dispones de un stack de nimeros enteros con las operaciones push, pop y empty habituales.

La idea es que después de llamar a partition, en lugar de llamar recursivamente a Quicksort dos veces, coloques

en el stack los indices correspondientes a cada una de las dos partes. Asi, tu versidn iterativa debe iterar mien-

tras el stack no esté vacio.

Respuesta:

void iterQuicksort(int[] a)

{

Stack s = new Stack();
s.push(0); s.push(a.length-1);
int e, m, w;

while (!s.empty())

{
w = s.pop(); e = s.pop();
if (e < w)
{
m = partition(a, e, w);
s.push(e); s.push(m-1);
s.push(m+1l); s.push(w);
}
}

[1 pt.] Iniciar el stack con los indices extremos del arreglo original.

[2 pts.] Sacar del stack los indices extrremos de la parte a procesar.
[1 pt.] Verificar si la parte tiene al menos dos elementos.

[1 pt.] Colocar en el satck los indices extremos de la parte izquierda.
[1 pt.] Colocar en el stack los indices extremos de la parte derecha.
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2010-2-Ex-P2—-Estabilidad de algoritmos de
ordenacién (misma pregunta que 2010-2-
12-P2) (1/1)

2) Con respecto a los siguientes algoritmos de ordenacién, (a) jcudles son estables y cdmo se sabe que lo son? Para
los que no lo son, (b) explica como se los puede hacer estables y a qué costo. Recuerda que un algoritmo de orde-
naciéon es estable si los datos con igual valor aparecen en el resultado en el mismo orden que tenian al comienzo.

1) Insertionsort. i1) Mergesort. ii1) Heapsort. iv) Quicksort.
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2  Arboles

En esta seccion se encuentran los siguientes con-
tenidos:

— Heap

— ABB

— AVL

~ Arbol ro jo-negro
— Arbol 2-3, 3-4
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2020-2-11-P2-ABB, Heap (1/2)

Pregunta 2

a) Escribe un algoritmo O(n) para convertir un ABB de m claves en un min-Heap. Demuestra que es
correcto.

b) (Por qué encontrar el elemento de menor prioridad en un Heap de n elementos requiere revisar solo 5
elementos?

Solucién Pregunta 2a)

Recordemos que un ABB tiene un orden total de los datos, por lo que podemos obtener las claves ordenadas
haciendo un recorrido in-order, €l cual es O(n). En clases se discutié como hacer un recorrido in-order del
arbol para imprimir las claves en orden, de la siguiente manera:

1: procedure INORDER(4rbol T')
2 if T es un arbol then
3 INORDER(T.left)
4: imprimir T.key
5 INORDER(T.right)
6 end if
7. end procedure

Necesitamos modificar esta funcién para que en lugar de imprimir las claves en orden, nos entregue una lista
ligada o arreglo con las claves en orden. Lo més simple es hacerlo sobre una lista:

1: procedure INORDER(4rbol T, lista ligada L)
2 if T es un arbol then

3 INORDER(T.left)

4: agregar (T.key, T.value) al final de L
5 INORDER(T.right)

6 end if

7: end procedure

Tras llamar a INORDER(T, L), tenemos en la lista L todos los pares (key,value) de T, ordenados de
menor a mayor clave. Esta lista podemos trivialmente convertirla a un arreglo A en O(n).

Notar que A estd ordenado de menor a mayor, por lo que cumple las propiedades de min-Heap. Esto es,
para cada elemento en posicién a se tiene que Afa] < A[2a+ 1] y Ala] < A[2a + 2]. Por lo tanto A es

el heap que buscamos (almacenado como un arreglo)

Finalmente, se tiene que el algoritmo es correcto puesto a que utiliza dos procesos finitos de O(n) pasos y
entrega el output deseado, ya que el array A cumple las propiedades de Heap.

[1pt] Por poner los datos del drbol ordenadamente en una lista o arreglo
[1pt] Por argumentar que un arreglo ordenado cumple con la propiedad de Heap
[1pt] Por demostrar que el algoritmo propuesto es correcto

Si el algoritmo propuesto no es O(n) entonces el puntaje maximo a obtener es 1pt
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2020-2-11-P2-ABB, Heap (2/2)

Solucién Pregunta 2b)

El elemento de menor prioridad en un heap no puede tener hijos, ya que de tenerlos, sus prioridades deberian
Ser aun menores.

Por lo tanto, si el elemento de menor prioridad estd en una de las hojas del heap, pero no sabemos cual.
Eso significa que para encontrarlo, seria necesario revisar cada hoja.
Por lo tanto, necesitamos saber cuantas hojas tiene.

Haciendo las inserciones por nivel (para que el heap sea lo més balanceado posible), tenemos que la cantidad
de hojas en funcién de n es:

h(1) = 1, donde la raiz es hoja.

h(2) = 1, donde la nueva hoja cuelga de una hoja conn =1

h(3) = 2, donde la nueva hoja es ahora hermana de la hoja que aparecié en n = 2
h(4) = 2, donde la nueva hoja cuelga de una hoja con n = 3

h(5) = 3, donde la nueva hoja es ahora hermana de la hoja que aparecié en n = 4

Esto sigue asi:

h(6) = 3
h(7) = 4
h(8) = 4
h(9) = 5

Porlo que h = [3].
[1.25pt] Por identificar que la clave de menor prioridad es una hoja
[1.25pt] Por contar la cantidad de hojas en funcién de n

[0.5pt] Por la justificacién
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2020-2-11-P3-ABB, ABB-balanceado (1/2)

Pregunta 3

a) Sea T un ABB de altura h. Escribe un algoritmo que posicione un elemento arbitrario de T' como raiz
de T en O(h) pasos.

b) Sean Ty y To dos ABB de n y m nodos respectivamente. Explica, de manera clara y precisa, cémo
realizar un merge entre ambos drboles en O (n +m) pasos para dejarlos como un solo ABB balanceado
T con los nodos de ambos arboles.

Solucién Pregunta 3a)

La solucién puede o no considerar el proceso de bisqueda del nodo solicitado (de ahora en adelante, y). Este
paso tiene complejidad O(h), por lo que sigue dentro de la cota especificada.

Tras este proceso, es necesario hacer rotaciones de tal forma que y quede en la raiz del arbol. Esto se puede
realizar utilizando las rotaciones AVL vistas en clases. A continuacién se propone un pseudocddigo.

1: procedure VOLVERRAIZ(nodo y)

2 while y tiene padre do

3 x < y.padre

4 if y es hijo izquierdo de su padre then

5: rotar hacia la derecha en torno a -y > esto modifica el padre de y
6 else

7 rotar hacia la izquierda en torno a -y > esto modifica el padre de y
8 end if

9: end while

10: end procedure

Vimos en clases que cada rotacién es @(1) y en cada una de estas y sube un nivel. En el peor caso y es una
hoja por lo tanto es necesario hacerlo subir h niveles == se hacen O(h) rotaciones.

[1pt] Por identificar que una rotacién permite hacer subir el nodo y en un nivel.
[1pt] Por escribir el algoritmo correctamente.
[1pt] Por justificar la complejidad, indicando que cada rotacién es O(1).

Si el algoritmo propuesto no es O(h) entonces el puntaje maximo a obtener es 1pt
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2020-2-11-P3-ABB, ABB-balanceado (2/2)

Solucién Pregunta 3b)

La pregunta no solicita un algoritmo, por lo que basta con describir el proceso:

1. Se itera por sobre los nodos de ambos drboles de manera ordenada, copiando los nodos a un array.
Este paso consiste en un proceso recursivo que visita siempre el nodo izquierdo antes que el derecho
(recorrido in-order o algoritmo visto en la ayudantia, ver solucién pregunta 2a). Haciendo esto tenemos
dos arreglos ordenados, con los elementos de Ty y T» respectivamente.

2. Combinamos estos dos arreglos usando la subrutina merge de MergeSort en O(n + m). Con esto
obtenemos un arreglo ordenado A con los n + m elementos de ambos drboles.

3. Finalmente, se convierte el array ordenado A en un ABB balanceado poniendo la mediana como raiz
e insertando los valores menores y mayores a esta en las ramas izquierdas y derechas respectivamente.
Notar que encontrar la mediana en un array ordenado es O (1) por lo que proceso se realiza en O(m+n)
pasos.
La solucién consta de tres pasos O(m + n), por lo que la rutina completa es O(m + n).
[1pt] Por explicar como obtener el arreglo ordenado con todos los datos
[1pt] Por explicar como crear un drbol balanceado a partir de un arreglo ordenado

[1pt] Por justificar la complejidad del proceso

Si el proceso propuesto no es O(n 4+ m) entonces el puntaje miximo a obtener es 1pt
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2020-2-11-P4-AVL, Arbol negro-rojo (1/9)

Pregunta 4

a) Cualquier 4rbol AVL es también un drbol Rojo-Negro; solo hace falta pintar adecuadamente los nodos
del AVL de color rojo o negro. Explica cémo decidir de qué color pintar cada nodo de un drbol AVL
para que el drbol resultante sea un drbol Rojo-Negro (vélido).

b) Calcula la profundidad a la que se encuentra la hoja menos profunda en un AVL de altura h lo mds
desbalanceado posible. ;Como se relaciona con la profundidad a la que se encuentra la hoja menos
profunda en un arbol Rojo-Negro de altura h, también lo més desbalanceado posible? ;Para qué
valores de h estas dos profundidades son iguales?

Solucién Pregunta 4a)
Para poder pintar un drbol AVL de rojo negro, primero debemos recordar las siguientes propiedades:

= En un drbol AVL, las alturas de dos sub-arboles hermanos difieren en 0 o 1.

= En un arbol Rojo-Negro, la ruta de la raiz a cada hoja debe contener la misma cantidad de nodos negros.
En particular, dos sub-arboles hermanos deben tener la misma cantidad de nodos negros camino a cada
hoja.

Sabiendo esto, debemos preguntarnos como relacionar la altura de los hermanos con la cantidad de nodos
negros camino a sus hojas.

Para un sub-arbol de altura h, denotaremos n como la cantidad de nodos negros camino a cada hoja. Veamos
como se relacionan h y n.

El minimo valor de n para un h dado estd dictado por su rama mas larga, la cual tiene altura h. Recordemos
que cada nodo que no es negro debe ser rojo, y que por definicién de arbol rojo-negro, en una rama no puede
haber dos nodos rojos seguidos. Por lo que si el arbol tuviera menos nodos negros, obligariamos a que la
rama mas larga tenga dos nodos rojos seguidos, lo que viola la propiedad de drbol rojo negro.

Si h es par, tenemos que la cantidad de nodos negros debe ser igual a la cantidad de nodos rojos.

h =2n

min(n) = 5

Si h es impar, entonces tenemos el caso en que la raiz es roja' y la tltima hoja es roja, y luego intercalamos
nodos rojos con negros. Por lo tanto:

h=2n+1
2n=h —1

. h 1
min(n) = — — —
(n) 5 3

1Recordar que esto es un sub-arbol, por lo que la raiz no necesariamente es negra
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2020-2-11-P4-AVL, Arbol negro-rojo (2/9)

Ahora, el maximo de n para un h dado estd dictado por su rama méds corta posible, ya que si fuera mayor
no seria posible cumplir la propiedad de arbol rojo negro en caso de existir una rama asi en el arbol.

En la pregunta 4b calculamos la altura de la rama mas corta posible:

Para h par,

maz(n) =

NS

Y para h impar, sabemos que la raiz debe ser negra, por lo que

mazx(n) =

_|_

NS
N | =

Por lo tanto, tenemos el n que debe tener un drbol rojo negro para permitir todos los casos posibles de
estructura interna, para h par,

Y para h impar,

Recordemos que un drbol AVL de altura h puede tener dos casos:

1. Ambos hijos son de igual altura, h — 1

2. Ambos hijos son de distinta altura, h — 1y h — 2

Ahora debemos combinar esos casos con la paridad de las alturas.

Caso 1: Distinta altura, h — 1 par

. )

Ambos hermanos deben tener igual n.

10
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2020-2-11-P4-AVL, Arbol negro-rojo (3/9)

El n del hermano mayor, como h — 1 es par, es %

El n del hermano menor, como h — 2 es impar, es % + %

Ya que ambos deben ser iguales, entonces el hermano menor debe ser % + %, el cual es el caso en que la
raiz de ese arbol es negra.

Por lo tanto, la raiz del hermano menor debe ser negra.

. Qué hay del hermano mayor? Veamos sus hijos, los cuales pueden ser uno de los dos casos de un AVL. En
primer lugar, cuando sus hijos son de distinta altura

h-1

Estos hermanos a su vez deben tener el mismo n, el cual estd dictado por el hermano de altura par h — 3.
Este n es entonces %, el cual es exactamente el n de su padre, —1.

Por lo tanto en este caso la raiz de este sub-arbol debe ser negra.

Cuando los hijos de este sub-arbol son de la misma altura, tenemos:

En este caso, ambos arboles son de altura impar, por lo que su n podria o no ser igual al del padre.

Cabe destacar que no existe una tinica manera de pintar un AVL a Rojo-Negro. En este caso, vamos a preferir

el caso en que el n es lo menor posible?, por lo que el n de estos hijos seria "T_Z’ — % Este n es entonces
h—3

5+, el cual es exactamente el n de su padre, —1.

Por lo tanto en este caso la raiz de este sub-arbol debe ser negra.

Por lo tanto, la raiz del hermano mayor debe ser negra, independiente de como sean sus hijos

2Para asi minimizar la altura del 2-4 correspondiente

11
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2020-2-11-P4-AVL, Arbol negro-rojo (4/9)

Caso 2: Distinta altura, h — 1 impar

. )

rh
J
Ambos hermanos deben tener igual n.
El n del hermano mayor, como h — 1 es impar, es % + %
El n del hermano menor, como h — 2 es par, es %
. —2
Ya que ambos deben ser iguales, entonces el hermano mayor debe ser hT — %, el cual es el caso en que la

raiz de ese arbol es roja.
Por lo tanto, la raiz del hermano mayor debe ser roja

Para el hermano menor es necesario hacer el mismo analisis de sus hijos que hicimos para el caso 1.

h-2

El n de estos hermanos esta determinado por el hermano par, h —4, el cual seria %, el cual es exactamente
1 menos que el n de su padre.

En este caso entonces pintariamos la raiz del hermano menor de negro.

El n de estos hermanos es % + %, va que h — 3 es impar. Nuevamente, elegimos el minimo n posible y
h—3 _ 1

nos quedamos con 3= — 5. Esto es exactamente 1 menos que el n de su padre.

12
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2020-2-11-P4-AVL, Arbol negro-rojo (5/9)

En este caso entonces también pintariamos la raiz del hermano menor de negro.

Por lo tanto, la raiz del hermano menor debe ser negra, independiente de como sean sus hijos

Caso 3: Misma altura, h — 1 par

Ambos hermanos deben tener igual n.

El n de ambos hermanos, como h — 1 es par, es h=t

2
Para determinar de que color pintar sus raices, miramos a sus hijos.

Este exactamente el mismo andlisis que para el hermano mayor del caso 1.

Por lo tanto, la raiz de ambos hermanos debe ser negra, independiente de como sean sus hijos

Caso 4: Misma altura, h — 1 impar

N[

El n de ambos hermanos, como h — 1 es par, es % +

Veamos que pasa con sus hijos.

h-1
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2020-2-11-P4-AVL, Arbol negro-rojo (6/9)

El n de estos hermanos esta determinado por el hermano de altura par, h — 2, por lo que seria %

Esto podria ser menor o igual que el n de su padre. Nuevamente, vamos a preferir que todo n sea lo menor
posible, por lo que ambos serian iguales.

Por lo tanto, en este caso las raices de ambos hermanos en el primer arbol serian rojas.

Tenemos el mismo caso anterior: el n es %

Siguiendo la misma légica, llegamos entonces a la misma conclusién

Las raices de ambos hermanos deben ser rojas, independiente de como sean sus hijos
[1.5pt] Por explicar ambos casos en que ambos hijos son de la misma altura.

[1.5pt] Por explicar ambos casos en que ambos hijos son de distinta altura

[No es necesario que la explicacién tenga este nivel de detalle]

14
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2020-2-11-P4-AVL, Arbol negro-rojo (7/9)

Solucién Pregunta 4b)
Arbol AVL

La propiedad fundamental de un AVL nos dice que, para dos arboles hermanos, sus alturas no difieren en
mas de 1.

Definimos en clases el AVL lo més desbalanceado posible como el arbol en el que cada par de arboles
hermanos difiere en 1 de altura. En particular, un drbol de altura h se ve como sigue:

. )

La hoja menos profunda se encuentra en el sub-arbol de menor altura.

Podemos expresar la profundidad p a la que se encuentra la hoja menos profunda en funcion de h como
sigue:

p(h) =1+ p(h —2)

Ya que la hoja menos profunda estd en el sub-drbol de menor altura, y este sub-arbol estd un nivel més
abajo que el arbol actual. Si expandimos esto nos damos cuenta que:

p(h) =14+ p(h —2)

=3+ p(h —6)
=k + p(h — 2k)

Donde basta con ver un AVL de altura 1 y altura 2 para ver que p(1) = 1y p(2) = 2.

Por lo tanto, en el caso que h sea impar, la recursién termina con p(1), y por lo tanto

h—2k=1
2k=h —1
h 1
k=———
2 2

15
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2020-2-11-P4-AVL, Arbol negro-rojo (8/9)

Reemplazando en p(h):

p(h) = k+ p(h — 2k)

A 1
= — - — 1
5 2+19()
_hol
T2 2
h 1
h)=—+ —
p(h) 5 T3

Para el caso de h par la recursién termina con p(2), por lo que:

h—2k=2
2k =h—2

h
k=-—1

2

Reemplazando en p(h):

p(h) = k + p(h — 2k)

h
= -1 1
5 +p(1)
_h 1+2
T2
h
P(h)=§+1

Arbol Rojo-Negro

La propiedad de balance de un arbol rojo-negro esta dictada por que la cantidad de nodos negros camino a
una hoja debe ser la misma para todas las hojas.

En este caso, un arbol Rojo-Negro lo méas desbalanceado posible es un drbol que tiene hojas cuya ruta no
tiene nodos rojos, mientras que ademads tiene hojas cuya ruta tiene la maxima cantidad posible de nodos
rojos.

Sea n la cantidad de nodos negros para cualquier rama, y r la cantidad de nodos rojos de la rama maés larga.

Por definicién, la hoja menos profunda estd a profundidad n.

h=n+r
Sabemos que un nodo rojo no puede tener hijos rojos, por lo que r < n.

16
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2020-2-11-P4-AVL, Arbol negro-rojo (9/9)

El maximo valor de 7 es n, el cual solo puede suceder cuando h es par.

Por lo tanto,

h =2n
h

h) =
n(h) = -

En el caso de h impar el maximo valor que puede tomar r es r = n — 1.

Por lo tanto, h = 2n — 1

h=2n-1
2n=h+1
h 1
n(h):§+5

Podemos ver que para h par, p(h) > n(h), y que para h impar, p(h) = n(h)

Por lo tanto, p(h) > n(h), es decir, la profundidad de la hoja menos profunda en un AVL es mayor o igual
a la profundidad de hoja menos profunda en un drbol Rojo-Negro.

[1.25pt] Por el célculo de la hoja menos profunda en el drbol AVL.
(Sdlo [1pt] si calcula uno solo de los dos casos, solo [0.5] si no calcula)
[1.25pt] Por el cdlculo de la hoja menos profunda en el d4rbol Rojo-Negro

(Sélo [1pt] si calcula uno solo de los dos casos, solo [0.85] si no calcula. No hay descuento por no calcular
si cita la solucién ayudantfa.)

[0.5pt] Por la comparacién entre ambos.

17
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2020-1-12-P1-ABB (1/4)

11C2133 - Estructurasde Datos y Algoritmos
Interrogacion 2

Hora inicio: 14:00 del 6 de mayo del 2020

Hora maxima de entrega: 23:59 del 7 de mayo del 2020

Rellenalo siguiente e incliyelo al principio de tu entrega. Nos reservamos elderecho ano corregir tu prueba
sino lo haces:

Yo, Nombre Apellido , doy fe de que todas las respuestas contenidas en esta prueba fueron
elaboradas pormi, sin haber consultado sobre la prueba a ninguna persona ajenaal cuerpo docente del curso.

Firma

1. Lapropiedadfundamentalde un ABB es quelas claves almacenadas en el subarbolizquierdoson todas
menores que la clave almacenada en la raiz, la que a su vez es menor que cualquiera de las claves
almacenadas en el subarbolderecho. Teniendo presente esta propiedad, responde:

a. Consideraque tienesun ABBvacio T sin autobalance y unalista desordenada L de n numeros.
¢Cémo puedes utilizar T para ordenar L? ¢Cudl seria la complejidad de este algoritmo en
notacion ? ¢ Qué caracteristicas tiene L cuando se da este caso? Da un ejemploconn = 11.

b. Definimos B, como los nodos en la ruta de busquedade unahoja x enun arbol T. Definimos
A, como todos los nodosa la izquierdade B,, y C,, como todoslos nodos a la derechade B,.
¢Es posible que haya un nodoen C, declave menora la clave de un nodoen A4,?

Sila respuestaessi,da unejemplo. En caso contrario, demuestra que no es posible.
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PonTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
ESCUELA DE INGENIERIA

DEPARTAMENTO DE COMPUTACION

1IC2133 — ESTRUCTURAS DE DATOS Y ALGORITMOS
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Pauta Interrogacién 2

Problema 1
a)

La estrategia es tomar todos los elementos de L e insertarlos en T'. Luego podemos obtener los elementos de L
en orden haciendo un recorrido in-order del arbol. [0.1 pts]

Este algoritmo es Q(n - log(n)), ya que son n inserciones y en el mejor caso cada una toma O(log(n)), mientras
que el recorrido in-order es ©(n). [0.2 pts]

Para ver cuando se da este caso, tenemos que pensar en un ABB perfectamente balanceado 7. Para que una
lista L genere el arbol T”, se debe cumplir que cada niimero aparezca en L después que todos sus ancestros en
T'. [0.5 pts]. Si solo incluye un caso particular como el de las medianas, [0.3 pts]

Un ejemplo seria:

L=1[8,4,10,2 6,9 11,1, 3, 5, 7]
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[0.2 pts] por mostrar como queda el drbol luego de insertar todos los elementos de L. Basta con mostrar solo
el arbol final. Debe cumplir con la propiedad dicha anteriormente.
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b)

Primero que todo, la respuesta correcta a la pregunta es, no, no puede haber un elemento en A, mayor a un
elemento en Cy. [0.1 pts]

Posible demostracién [0.9 pts]:
Para demostrar esto, es ttil expresar los grupos de nodos en términos de conjuntos:

B, = {b ] b estd en la ruta de bisqueda hacia z}
Ay ={a | a¢ By A (a es hijo izquierdo de un nodo en B, o es descendiente de otro elemento en A,)}

Cy ={c| ¢ ¢ By A (c es hijo derecho de un nodo en B o es descendiente de otro elemento en Cy)}

Veamos como se relacionan los elementos de A, y C, respecto a x.
Para a € A,, tenemos 2 casos:

¢ a es hijo izquierdo de un nodo en B,: Llamemos a dicho nodo “b”. Por definicién de ABB, a es menor a
todo el subdrbol derecho de b. Pero por definicién de B, b forma parte de la ruta hacia x, y como a ¢ By,
x tiene que estar en el subarbol derecho de b. Por lo tanto, a < z.

o a es descendiente de otro elemento en A,: Por definicién de ABB, si un nodo dado es menor a un nimero,
todos sus descendientes también cumplen con esa desigualdad, sin importar la profundidad. Todos los a
que surgen de este caso son descendientes de los a del primer caso, por lo que también se cumple que a < z

Es decir,

Va € A, a<x

Anélogamente,

Vee Cpy, z<c

Por lo tanto,

Va € A, Vee Cy, a<c

Escala en caso de hacer una demostracién distinta

En caso de poner una demostracién distinta, se hizo la siguiente escala para cada caso.

¢ 0 pts si la demostracién no tiene légica, o no hay formalidad en ella y es incorrecta.
o 0.3 pts si la demostracion tiene légica, pero tiene errores graves de formalidad o planteamientos en la logica.

¢ 0.6 pts si la demostracion tiene 1égica, pero tiene errores pequetios en la formalidad o errores logicos en las
ideas planteadas.

o 0.9 pts si la demotracién es correcta, tiene la formalidad requerida y demuestra correctamente lo pedido.
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Contra Ejemplo

En varios casos se enuncio que
Va € A, beE B, a<b

Lo cual es incorrecto, como contraejemplo aca hay un arbol que lo prueba, en el cual x = 7. En azul Bx, rojo
Ax y verde Cx
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2. Llapropiedadfundamentalde un AVL, ademas de serun ABB, es que las alturas delsubarbolizquierdo
y del subarbolderecho difieren a lo mas en 1. Teniendo presente esta propiedad, responde:

a. ConsideraquetienesunAVLvacio T y una lista desordenada L de n niumeros.
¢Cémo puedes utilizar T para ordenar L? ¢Cual seria la complejidad de este algoritmo en
notacion Q? ¢Qué caracteristicas tiene L cuando se da este caso? Ejecuta tu algoritmo con
L =1[17,29,53,61,73,37,43].

b. Demuestraque bastacon hacerunasola rotacién (simple o doble) para corregir el desbalance
producto de una inserciéon enun arbol AVL.
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Problema 2
a)

La estrategia es tomar todos los elementos de L e insertarlos en T'. Luego podemos obtener los elementos de L
en orden haciendo un recorrido in-order del drbol. [0.1 pts]

Este algoritmo es Q(n - log(n)), ya que son n inserciones y cada una toma ©(log(n)), mientras que el recorrido
in-order es ©(n). [0.2 pts]

Este caso se da independiente de las caracteristicas de L. [0.2 pts]

L =117, 29, 53, 61, 73, 37, 43]
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[0.1 pts] por las inserciones, [0.2 pts] por las rotaciones simples y [0.2 pts] por la rotacién dobles.
Si el alumno copia y pega una imagen del procedimiento realizado por un sitio web, sin explicacién alguna, es
0/0.5 puntos en esta parte.

b)

Por propiedad sabemos que si un drbol es AVL todos sus subarboles son AVL. Esto implica que la diferencia de
altura entre el subédrbol derecho y izquierdo de todo subarbol del arbol AVL es 0 o 1.

Para que una inserciéon produzca un desbalance, tiene que cumplirse que el se inserta en el subarbol de la
altura mayor, donde ya habia una diferencia de altura de 1.

Esto, por que al hacerse estd inserciéon donde ambos subarboles tienen la misma altura, la nueva diferencia seria
de 1, y por lo tanto sigue siendo AVL balanceado.

Solo hay 4 posibles casos para los que ocurre esto.
Estos son desbalance externo (clase 7, slide 9) y desbalance interno (clase 7, slide 13), que puede ocurrir para el
subarbol derecho u izquierdo. Estos casos son simétricos y las rotaciones se hacen como se indican ahi.

(0.4) Explica cada caso (interno y externo) correctamente.
(0.2) Explica solo un caso (interno y externo) u ambos casos con errores menores.
(0) No explica ningun caso u los explica incorrectamente.

(0.2) Explica cada caso simétrico al ya explicado (implicita o explicitamente).
(0.1) Explica solo un caso simétrico al ya explicado (implicita o explicitamente).
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3. Los arboles 2-3 sonarboles de busqueda en que los nodos tienen ya sea una clave y dos hijos, o bien
dos claves y tres hijos; y todas las hojas del arbol (que se exceptian de la regla anterior porque no
tienen hijos) estan a la misma profundidad. Teniendo presente estas propiedades, responde:

a. ¢Cual es la altura maxima que puede tener un arbol 2-3 con n elementos? ¢Y la minima?
éComoesla estructuradel drbol cuando ocurre cada uno de estos casos?

b. Queremosinsertar unaclave x en un arbol 2-3 T de altura h, que tiene n claves. ¢ Qué debe
cumplirse para que esta insercidn aumente la altura de T? ¢Para qué valores de n esta
garantizado que si aumentard la altura? ¢Para qué valores de n esta garantizado que no
aumentaradla altura?
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Problema 3
a)

La altura serd mayor mientras menos elementos tenga el drbol por nivel, y viceversa. Siguiendo esta légica la
altura serd mayor cuando todos los nodos sean nodos 2, serd menor cuando todos sus nodos sean nodos 3.

(a) Sélo nodos 2 (b) Sélo nodos 3

[ [ 1
\ \ \ L]

Figura 1: Comparacién de estructura de drboles 2-3

Viendo la figura a), podemos notar que la cantidad de elementos para el k-ésimo nivel es de 2k=1 " Podemos

notar también, que la cantidad de elementos acumulados hasta el k-ésimo nivel es 28 — 1. Andlogamente para
b), la cantidad de elementos para el k-ésimo nivel es 2 - 3#~1, y la cantidad de elementos acumulados hasta el
k-ésimo nivel es 3¥ — 1. Si despejamos la altura en cada una, obtenemos para la altura minima:

h =logg(n+1)

y para la altura maxima
h =logy(n+1)

Cabe mencionar que estos casos son cuando el drbol esta completamente lleno. Para alcanzar un nivel k de
altura, debe exceder necesariamente los £ — 1 niveles anteriores , y no superar los k niveles. Por lo tanto, la
altura minima en funcién de la cantidad de elementos quedaria expresada como:

h = [logs(n + 1)]

En el caso de la altura maxima, como las hojas deben estar a la misma altura, al anadir un valor extra, el arbol
se rebalancea, manteniendo su altura, por lo que quedaria expresada como:

h = [logy(n+ 1)

en los casos que n > 0. Si n = 0 en realidad no existiria estructura de datos, por lo que las férmulas pierden
sentido.
Son 0.5 pt por cada férmula:

¢ 0.2 por indicar que el maximo era solo con nodos 2 y el minimo sélo con nodos 3,
¢ 0.2 por llegar a la fé6rmula sin funcién techo/piso (despejando h o n),

¢ 0.1 por la formula con funcién techo/piso, despejando h

Si llega a una férmula incorrecta, se realiza descuento
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En primer lugar, llamaremos al “camino” de un drbol 1" a los nodos que hay que recorrer desde la raiz para llegar
a un nodo hoja. De esta forma, para que una insercién provoque el aumento de altura de un arbol T se debe
cumplir que, en el camino a la hoja donde se insertard la nueva clave, todos los nodos sean nodos 3 (es decir,
que tengan 2 claves). Asi, se hard un split desde la hoja donde insertamos hasta la raiz, aumentando finalmente
la altura (0.3 puntos).

Ahora evaluaremos dos casos en dénde siempre aumenta la altura, y donde nunca aumenta la altura para una
altura h con n claves.

Garantia de que aumenta la altura: El drbol T debe tener solo nodos 3. Notemos que si pasa lo contrario
(al menos uno no es un nodo 3), entonces podemos buscar el camino en donde podamos insertar de tal forma
que este nodo pase a ser nodo 3, lo que haria que no aumente la altura. Teniendo esto, la cantidad de claves en
funcién de la altura h es

h
claves = Z 2. (3i71)
i=1
dado que en un nivel i hay 3'~! nodos, con cada uno 2 claves. Resolviendo obtenemos (0.3 puntos)

claves = 3" — 1

Garantia de que no aumenta la altura: El drbol T no debe tener ningin camino que tenga tnicamente
nodos 3. Notemos por la definicién del comienzo que la condicién para que aumente la altura es que agreguemos
una clave en la hoja que tenga un camino con sélo nodos 3, por lo que debemos asegurarnos que no exista tal
camino. Luego, para garantizar esto debemos contar la cantidad de claves para que no exista un arbol con dicho
camino.

La menor cantidad de claves con la que podria aumentar la altura es tal que todos sean nodos 2 excepto un
camino en donde sean nodos 3. Teniendo esto, si tomamos esa cantidad de claves - 1 no podremos tener un
camino con nodos 3, y garantizaremos desde esa cantidad hacia abajo que no aumente la altura.

Un arbol con las caracteristicas antes mencionadas tendria la siguiente estructura:
© nivel 1 — 2 claves (nodo 3)
© nivel 2 — 4 claves (nodo 3 + 2 nodos 2)

© nivel 3 — 8 claves (nodo 3 + 6 nodos 2)

o nivel b — 2" claves (nodo 3 + 2" — 2 nodos 2)

Si sumamos obtenemos

h
claves = ZT -1
i=1

siendo la suma de las claves de cada nivel - 1 por lo comentado anteriormente. Resolviendo obtenemos

claves = 2"1 — 2

Luego, para garantizar que la insercién en el arbol 7" no tendra efectos en la altura h, la cantidad de claves debe
ser menor a 2" — 2. Ademds, para la factibilidad de un &rbol 2-3, se debe cumplir que las claves sean mayores
a 2" — 1, que es la cantidad minima de claves que un arbol 2-3 de altura h puede tener (0.4 puntos).
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3. Respecto a los arboles rojo negro:

a)

b)

c)

Justifica que la rama mas larga del arbol tiene a lo mas el doble de nodos que la rama mds corta.
Entiéndase por rama la ruta de la raiz hasta una hoja.

En el algoritmo de insercidn estudiado en clases, un nodo recién insertado se pinta de rojo. Con

esto, corremos el riesgo de violar la propiedad 3 de arbol rojo-negro (seguln las diapositivas); y

cuando asi ocurre, usamos rotaciones y cambios de color para restaurar esa propiedad. En

cambio, si pintdsemos el nodo de negro, no correriamos este riesgo.

i) ¢Por qué no pintamos de negro un nodo recién insertado?

i) Si lo hiciésemos, ¢qué habria que hacer a continuacién para volver a tener un arbol rojo-
negro?

Considera un arbol rojo-negro formado mediante la insercion de n nodos, siguiendo el algoritmo

de insercién estudiado en clase.

Justifica que si n > 1, entonces el arbol tiene al menos un nodo rojo.
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Problema 3

Parte A
OPCION 1

La cantidad de nodos negros en la rama mds corta debe ser la misma que en la més larga (por propiedad 4 de
ARN vista en clases). Llamemos a esta cantidad “n” [0,5 por incorporar propiedad y usar cantidad de
nodos negros para comparar ambas ramas]. La rama més corta posible tendra todos los nodos negros (serd
de n nodos) [0,5 minimo de nodos de rama ma4s cortal].

Ahora, la rama maés larga posible sera de n + r nodos, donde r es la cantidad maxima de nodos rojos que puede
tener.

Para analizar el méximo r, consideremos la propiedad 3 vista en clases, con la que sabemos que si un nodo es
rojo, sus hijos deben ser negros (hojas nulas se consideran negros). Si consideramos ademads que la raiz es negra,
sabemos que la cantidad de nodos rojos serd menor a la de negros (por cada rojo en una rama estard su hijo
negro ((n—1) >=r), y ademds estd la raiz) [Si nulos no se cuentan como negros, la cantidad de rojos puede ser a
lo més la de negros ((n—1) >= r)] [0,5 maximo de nodos de rama ma4s larga considerando propiedad 3].

Es decir, la rama més larga posible tendrd n + r nodos donde r = n [r = n — 1]. Entonces tendrd 2n [2n — 2]
nodos, el doble de los n nodos de la més corta posible- Entonces, podemos decir que la rama mas larga de un
ARN tendréa a lo més el doble de nodos que la més corta [0,5 por enunciar conclusién correctamente, sélo
si tenia bien los pasos anteriores]

OPCION 2

Usamos anélisis del drbol 2-3-4. Notamos que en él, todas las ramas tienen la misma altura h [0.5]. Ademds,
como los nodos de tipo 2 corresponden a 1 nodo negro en ARN (un nivel), los de tipo 3 a 1 negro con un hijo
rojo en ARN (dos niveles), y los de tipo 4 a 1 negro con dos hijos rojos en ARN (dos niveles), vemos que la rama
maés corta posible en el ARN tendra solo nodos tipo 2 en el 2-3-4, y se convertird en el ARN en una rama con
altura h [0.5 altura m4s corta]. Por otro lado, la mds larga posible estard constituida por nodos tipo 3 0 4, y
esto se traducird en ARN en una rama de altura 2h [0.5 altura mds larga]. Asi, vemos que la rama més larga
posible tendrd 2 veces la altura de la mas corta posible. Es decir, la mas larga tendrd a lo més el doble de nodos
de la més corta [0.5].

Parte B

i

Porque para que un arbol sea RN, debe cumplir con la propiedad 4. Si insertamos una hoja negra a un arbol
que ya es RN y queda con mds de una rama, siempre romperemos la propiedad (excepto para la raiz) [0.6
por mencionar que propiedad se rompe siempre o siempre que no sea la raiz]. Esto se explica ya
que, si antes tenia “n” nodos negros en cada rama, ahora tendrd “n+1” en una de ellas, y “n” en las demsds.
Asi, al insertar el nodo como negro la propiedad se rompe siempre, mientras que si insertamos el nodo como
rojo, romperd la propiedad 3 solo a veces. [0.2 por hacer distincién por frecuencia] Ademds, restaurar la
propiedad 4 serd en general méas costoso, ya que incide globalmente en el arbol, mientras que la propiedad 3 es
més facil de arreglar con cambios locales [0.2 por hacer distincién por complejidad]
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ii
Deberfamos restaurar la propiedad 4 (sin violar las otras, cuidando sobre todo la propiedad 3) [0,2]. Si quisier-
amos priorizar mantener el nodo insertado como negro, esto lo podriamos conseguir con un mecanismo que parta

localmente con rotaciones y cambios de color que se complejizaria mucho, o con un mecanismo que revise todo
el 4rbol globalmente [0.3].

Si pensamos en el drbol 2-3-4 equivalente, lo que estamos haciendo es insertar un nodo como tipo 2, atin cuando
el nivel padre no se haya llenado. Esto, ademéas de no asegurar que se cumplan las propiedades, no es lo més
eficiente (y el arbol dejarfa de tener la propiedad de 2-3-4 de todas las ramas a la misma profundidad, y se
ropmeria el mecanismo de split. Por lo tanto, pensemos en los casos en que se puede mantener el nodo insertado
m como negro y ain asi respetar la forma equivalente de 2-3-4.

(a) Se inserta bajo un nodo n tipo 2 (En ARN, serfa un nodo negro sin hijos). Acd podemos forzar el nodo a
subir, y podemos elegir dejarlo como el nodo negro (y n pasa a ser rojo). En ARN, n serfa un nodo negro
sin hijos. Lo que se haria es una rotacion simple con el insertado, y cambio de color.

(b) Se inserta bajo un nodo n tipo 3, que contiene a p y ¢ (En ARN, serfa un nodo negro p con 1 hijo rojo g).
Nuevamente, forzamos el nodo a subir. Si entra por el medio (p < m < ¢ 6 p > m > ¢q) (m entra como
hijo interno de ¢; hacia el lado de p), podemos dejarlo como nodo negro con p y g como hijos. En caso
contrario, serfa muy costoso intentar mantener a m negro, y conviene simplemente pintarlo rojo.

(c) Se inserta bajo un nodo n tipo 4, que contiene a p, ¢ y r (En ARN, serfa un nodo negro p con 2 hijos rojos,
q y 7). Nuevamente, forzamos a m a subir. Si entra por el medio (r < m < ¢ ér > m > q) (m entra como
hijo interno de r o ¢), podemos dejarlo como nodo negro de hijo tipo 3 generado al subir a p mediante split.
En caso contrario, es similar a (b) y se pinta rojo.

[0,5 Por mencionar solo uno de los casos, o ejemplo (con condiciones declaradas), en que nodo
insertado quede definitivamente negro. Alternativamente, se acepta un mecanismo global que
revise el arbol completo y deje un ARN que cumpla las propiedades]

Un ejemplo de mecanismo global serfa insertar como en AVL, luego contar la altura h, y colorear desde las hojas
hacia arriba, nivel por medio, hasta que cada rama tenga h nodos negros.

Parte C
OPCION 1

En clases se usa la equivalencia del drbol Rojo Negro (ARN) con un drbol 2-3-4 (A) para la insercién [0.2]. En el
arbol A, los nodos de tipo 2 corresponden a 1 nodo negro en ARN, los de tipo 3 a 1 negro y 1 rojo en ARN, y los de
tipo 4 a 1 negro y 2 rojos en ARN [0.3 Puede estar a lo largo de la explicacién, deben estar los tres]. Entonces, solo
necesitamos saber que en un arbol 2-3-4 con més de un elemento, siempre habrd al menos un nodo tipo 3 o0 4. [0.3]

Al insertar el primer nodo, (A) queda con un unico nodo tipo 2. Al insertar el 2do (n=2 es caso base con nj1),
(A) queda con un tnico nodo tipo 3 y la condicién se cumple [0.2 Caso base]. En adelante al ir insertando
nodos que aumenten n, la tnica forma en que un nodo deje de ser tipo 3 es que pase a ser tipo 4 al recibir una
nueva llave (seguirfa cumpliendo la condicién) [0.4], y la dnica forma en que deje de ser tipo 4 es que ocurra
un split al recibir una nueva llave, pero esto siempre deja como hijos dos nodos en A, uno tipo 2 y otro tipo 3
(seguirfa cumpliendo la condicién) [0.4].

Entonces, como con n=2 se cumple la condicién y al ir insertando nodos en RN (elementos en (A)) se sigue
cumpliendo, podemos decir que siempre se cumple para n;l y que, para nj1, un ARN formado con el método
visto en clases siempre tiene al menos un nodo rojo [0.5 si enuncia conclusién, solo si justificacién es
correcta]
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OPCION 2

CB: n= 2, Raiz negra con un hijo rojo. R =1 > 0 [0.2 Necesario solo si en cada caso se argumenta que
se mantiene o aumenta nimero de rojos. Si se usa argumento de que cada caso deja algtin rojo,
se suman los 0,2 a 0.5 de conclusién]

Hay cinco casos de insercién:
(a) C1: Raiz. Se da solo con n = 1, no aplica a condicién [Puede omitirse]

(b) C2: Padre negro. Nodo se inserta rojo y queda rojo. Rojos aumentan [R > 0] [0.2 por presentar caso
y explicar bien que R se mantiene positivo]

(¢) C3: Padre rojo y tio rojo. Se mantiene nimero de nodos rojos. [Rojos resultantes entre abuelo, tios e
insertado = 2 > 0] [0.3 por presentar caso y explicar bien que R se mantiene positivo]

(d) C4: Padre rojo, tio negro, es hijo interno (su valor estd entre su padre y su abuelo). Lleva a C5 aumentando
nivel previo a insercién de rojos en uno, y como después de C5 siempre se mantiene el nimero de rojos
(considerando el insertado), el caso cumple. [0.3 por presentar C4 y C5 y explicar bien que R se mantiene
positivo. Se pueden presentar juntos].

(e) C5: Padre rojo, tio negro, es hijo externo (su valor no esté entre padre y abuelo]. Rojos entre abuelo, tios
e insertado pasa de 1 a 2 [> 0].

Como en n=2 hay un nodo rojo y para todos los casos posibles de insercién con n > 1 se mantiene o aumenta
R [Como siempre al insertar un nodo con n > 1 se asegura R > 0], podemos decir que, para n > 1, un ARN
formado con el método visto en clases siempre tiene al menos un nodo rojo [0.5 por llegar a conclusién correcta
en base a todos los casos bien justificados (solo si estdn bien los pasos anteriores)]
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3. Setiene un arbol AVLT en el que se inserta una clave k que produce un desbalance. Sea x el
nodo mas profundo en la ruta de insercion de k tal que el subarbol que tiene como raiz a x
estd desbalanceado, y sean y y z los siguientes dos nodos bajando por esa ruta de insercién,
como se definid en clases. Demuestra que:

a.

[3pt] Luego de hacer una rotacién simple o doble en torno a x, y y z, el subérbol que
tiene como raiz x vuelve a tener la misma altura que tenia antes de insertar k.
Solucion: Para demostrar esto se analizara el caso general de la rotacién simple y el
caso general de la rotacién doble en una direccién cada una ya que el caso simétrico
es equivalente.

El caso general de la rotacion simple se ve asi:

° Insert ° Rotate
iR T2 T3

Separamos el subarbol que rota en 5 partes: el nodo X, el nodo Y, y los subarboles T1,
T2 y T3. La altura inicial antes de insertar es 2 + k donde k es la alturade T1y T2. T3
tiene altura k - 1.

Al insertar el arbol T1 aumenta su altura en 1 lo que produce el desbalance (si se
inserta en T2 y crece entonces es una rotacion doble).

Al hacer la rotacion simple el subarbol T2 queda a la misma profundidad de antes, el
subdrbol T1 sube 1 nivel y el subdrbol T3 baja 1 nivel.

Ya que T3 estaba 1 nivel mas arriba que T2 antes de rotar, ahora llega a la misma
profundidad y ya que T1 subid un nivel, ahora llega a la misma profundidad que antes
de insertar. Por lo tanto, la altura del arbol sigue siendo k + 2.

En el caso de la rotacidn doble hay 2 casos. En el primer caso se inserta en T2:

() () (=)
(4] (4] OBBO
(=) LIS O L

Y en el segundo caso se inserta en T3:
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I
e neert :: e Rotate

El analisis es el mismo para ambos casos ya que en ambos casos suben tanto T2 como
T3, T1 se queda a la misma altura y T4 baja 1 nivel. Esto hace que 3 de los 4 arboles
queden a la profundidad maxima antes de insertar y uno de ellos quede mas arriba.
Por lo tanto, la altura del arbol se mantiene.

[1.5pt] Demuestra que esta rotacién no genera otros desbalances en el arbol T.
Solucién: Para demostrar esto hay que demostrar que en el subarbol rotado no queda
ninguin desbalance y que no se producen desbalances fuera del subarbol rotado.

En el caso de la rotacidn simple y la doble, los arboles T1, T2, T3 y T4 se mantienen
intactos luego de insertar y rotar. Ademas, ya que el nodo X es el de mas abajo en
estar desbalanceado, ninguno de los subarboles estd desbalanceados luego de
insertar. Por lo tanto, luego de rotar siguen balanceados.

Por otro lado, el subarbol que se rota mantiene su altura (demostrado en a), por lo
tanto, si se produjo en desbalance en un nodo mas arriba que X al insertar, este se
corrige al momento de rotar.

[1.5pt] Demuestra que esta rotacién basta para solucionar el desbalance del arbol T.
Solucion: Dado lo demostrado en ay en b y sabiendo que el arbol estaba balanceado
antes de insertar, sabemos que todos los subarboles superiores al arbol rotado
quedan balanceados y que todos los subdrboles que estan incluidos en la rotacién
también quedan balanceados. Por lo tanto, la rotacién hecha fue suficiente para
balancear el arbol luego de insertar.
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4. Queremos extender la funcionalidad de un Heap Binario. Asumiendo que tienes las funciones
insert, extract, sift —up y sift —down, escribe un algoritmo para las siguientes
operaciones:

a.

[3pt] Modificar la prioridad del elemento en la posicién i
Solucion: El algoritmo de cambio de prioridad es el siguiente:
update priority(H, i, value):
H[i] = value
sift —up(i)
sift — down(i)
Notar que solo sift up o sift down moveran el elemento, pero no ambos.

[3pt] Eliminar del Heap el elemento en la posicidn i
Solucion: El algoritmo de eliminacién es similar al anterior pero un poco distinto:
pop(H, i):

value = H[i]

H[i] = H[H. count]

H.count — —

sift —up(i)

sift — down(i)

Tanto el algoritmo en a como el algoritmo en b funcionan en O(logn)
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Pauta |2 parte |

1) Considera un arbol rojo-negro en que el nimero de nodos negros en cada ruta de la raiz a una hoja es
k;

a) [1 pt] ¢Cudl es la altura maxima posible del arbol? ¢Y la minima? Justifica.
b) [1 pt] éCudl es el maximo nimero de nodos que puede tener el drbol? ¢Y el minimo? Justifica.

En este arbol hacemos una insercion:

c) [2 pts] éCudl es la cantidad maxima de cambios de color que pueden ocurrir? Justifica.
d) [2 pts] éCuadl es la cantidad mdaxima de rotaciones (simples o dobles) que pueden ocurrir?
Justifica.

Solucion:

a) [0.5 pts] La altura maxima posible del arbol es 2k, y esta se obtiene con un arbol que alterna
nodos rojos y negros desde la raiz hasta las hojas partiendo con la raiz negra y terminando con
las hojas rojas. No puede ser mas alto porque no puede haber mas nodos negros por enunciado
y no puede haber mas nodos rojos por las reglas del arbol rojo-negro.

[0.5 pts] La minima altura es k, y es posible con un arbol binario completamente hecho de
nodos negros. No rompe ninguna regla de los arboles rojo negro y no puede haber un arbol de
menor altura por enunciado.

b) [0.5 pts] El maximo de nodos se obtiene con el arbol descrito en la primera parte de parte a), el
cual tiene 2k niveles completos. Este arbol tiene Y 2,1 2! = 22K — 1 nodos en total.

Opciodn 2:

[0.5 pts] El maximo de nodos se obtiene con el arbol 2-4 equivalente al arbol descrito en la
primera parte de parte a), el cual tiene k niveles completos con nodos 4. Este arbol tiene
Yh13.4i =3, yklgi = 3. 800

vl 4k — 1 nodos en total.
[0.5 pts] El minimo se obtiene con el arbol descrito en la segunda parte de a), el cual tiene k
niveles completos. Este arbol tiene Y¥° 1 2f = 2k — 1.

c) [1 pt] El méximo de cambios de color que pueden ocurrir es O(k).

[2 pt] Por ejemplo, en el arbol descrito en la primera parte de a), si insertamos un nodo rojo,
tendriamos que realizar un cambio de color en cada nivel hasta llegar a la raiz. No puede haber
mas cambios de color ya que los cambios de color se realizan solo en la ruta de insercion del
nuevo dato ademas de los tios de los nodos de la ruta de insercidn.

d) [1 pt] El méximo de rotaciones que se hacen en la insercion es 1.

[1 pt] Una rotacién corresponde a un reordenamiento de los datos en un nodo del arbol 2-4
equivalente y solo ocurre en la hoja en la que se insertd. Una vez rotado, el arbol sigue
cumpliendo las propiedades de drbol rojo negro por lo que no son necesarias mas rotaciones.
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Estructuras de Datos y Algoritmos - 11C2133
Control 2
3 de abril, 2019

1) [6 pts.] Escribe un algoritmo que, dado un valor h, calcule el ntmero minimo de nodos que puede
tener un arbol AVL de altura h. Considera que un arbol que tiene solo un nodo tiene altura h = 1. Usa
la notacion pseudocodigo empleada en las diapositivas de las clases.

R: Algoritmo para minima cantidad de nodos en AVL:

min_nodes(h):
ifh=0:

return 0
ifh=1:

return 1

return 1+ min_nodes(h - 1) + min_nodes(h - 2)
2a) [4 pts.] Encuentra un orden para insertar las claves 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7y 8 en un &rbol 2-3 inicialmente
vacio, de modo que el arbol resultante sea el que se muestra en la figura. Justifica, realizando las
inserciones en el orden que encontraste.
R: Un posible orden de insercion es: 1, 3, 4, 6, 7, 2, 5, 8. Se otorgara el puntaje completo solo si el
orden de insercion permite llegar al estado de la figura. Se descontard puntaje por tener pasos
incorrectos. Debe existir justificacion.

2b) [2 pts.] Inserta la clave 9 en el &rbol de la figura y muestra el arbol 2-3 resultante.

R: Se otorga todo el puntaje si el arbol coincide con el mostrado a continuacion.

6
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PAUTA EXAMEN [IC2133 2019-1

1. Con respecto a los arboles rojo-negros:

a) [2pt] Justifica que es valido que un arbol rojo-negro con mas de un nodo esté
formado sélo por nodos negros.

Solucion:

La justificacion es posible hacerla directamente desde las propiedades de los
ARN, o desde las propiedades de los 2-3 / 2-4.

2-3/2-4:

Recordar que un nodo negro en un ARN representa un nodo-2 en un arbol 2-3 / 2-
4 [1pt], y un arbol 2-3 / 2-4 que sélo contiene nodos-2 es valido. [1pt]

ARN:
De las propiedades de los ARN:

1. Un nodo puede ser rojo o negro

2. La raiz del arbol es negra

3. Los nodos rojos no pueden tener hijos rojos

4, La cantidad de nodos negros camino a cada una de las hojas debe ser la
misma

[1pt]

Ninguna de estas propiedades menciona nada sobre los nodos negros con hijos
negros, por lo que en principio no deberia haber problema. La Unica propiedad
que podria violarse en el caso que se pide es la 4, por lo que para que se cumpla
la propiedad debe ser un arbol completo (con todos sus niveles llenos) [1pt]

b) [2pt] Justifica que un arbol rojo-negro construido sélo mediante la insercion de n
nodos tiene al menos un nodo rojo.

Solucion:

El primer paso de la insercion en un ARN es insertar el elemento como se haria
en un ABB. El nodo recién insertado siempre es rojo. [0.5pt] Si este nodo genera
conflictos estos se solucionan mediante rotaciones y cambio de color de sus
ancestros, pero nunca se cambia de color el nodo recién insertado. Por lo tanto
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al menos este nodo es rojo. [1pt] Eso si, si el nodo queda como la raiz (n = 7), se
debe pintar de negro. Es decir, esta propiedad solo se cumple para n > 7. [0.5pt]

¢) Supongamos que todo nodo rojo en un arbol rojo-negro es "absorbido" por su
padre, de modo que los hijos del nodo rojo pasan ahora a ser hijos de su abuelo
(olvidate de lo que ocurre con las claves).

- [1pt] ¢Cudles son los posibles nimeros de hijos de un nodo negro del
arbol después de que todos los nodos rojos han sido absorbidos?

Solucion:
El minimo posible es para los nodos negros que son hoja: 0 [0.5pt]

El maximo posible es para los nodos negros que tienen dos hijos rojos, los
cuales a su vez tienen dos hijos negros cada uno: 4 [0.5pt]

[Formalidad] Por lo tanto el nimero de hijos de un nodo negro en este
nuevo arbol puede ir entre 0 y 4.

- [1pt] ¢ Qué puedes afirmar y pergqué sobre las profundidades de las hojas
del arbol resultante?

Solucioén:

[No tiene sentido preguntar por qué. Cualquier conclusién surge
directamente de la definicién del proceso.]

Cualquiera de estas explicaciones se considera como correcta:

- Para una hoja negra cualquiera a profundidad P, si existen R nodos
rojos camino a la raiz del arbol, la profundidad de esta hoja pasa a
ser P - R, ya que todos los nodos rojos en el camino desaparecen.
[1pt]

- La profundidad del arbol puede verse reducida hasta en un 50%
dependiendo de como estén distribuidos los nodos rojos. [0.5pt]
Dar un ejemplo del mejor [0.25pt] y peor caso [0.25pt].
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Estructuras de Datos y Algoritmos — 11C2133
I1
5 de septiembre, 2018

1. Arboles AVL

a) Queremos almacenar las claves 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9 en un arbol AVL inicialmente vacio. (Es
posible insertar estas claves en el arbol en algin orden tal que nunca sea necesario ejecutar una
rotacién? Situ respuesta es "si", indica el orden de insercién y muestra al arbol resultante después
de insertar cada clave. Si tu respuesta es "no", da un argumento convincente (p.ej., una demostra-
cién) de que efectivamente no es posible insertar las claves sin que haya que ejecutar al menos una

rotacion.

Si es posible. La idea es hacer las inserciones de manera de mantener todo el tiempo la propiedad de balan-
ce; p.ej., procurar que el arbol se vaya llenando "por niveles". La primera clave que insertemos va a ser la
raiz del arbol (ya que la idea es que no va a haber rotaciones). Por lo tanto, tiene que ser una clave k tal que
el niimero de claves menores que k —que van a ir a parar al subdrbol izquierdo— y el niimero de claves
mayores que k —que van a ir a parar al subdrbol derecho— sean parecidos. Si elegimos la clave 4, entonces
hay 4 claves menores y 5 claves mayores (también podemos elegir la clave 5y dejar 5 claves menores y 4 ma-
yores). A continuacion elegimos la raiz del subdrbol izquierdo y la raiz del subdrbol derecho (o viceversa).
Para esto, aplicamos recursivamente la misma "regla”, sobre las claves 0, 1, 2y 3, para el subdrbol izquier-
do, y sobre las claves 5, 6, 7, 8 y 9, para el subdrbol derecho, p.ej., insertamos 2 y luego 7. Repitiendo la
estrategia, luego insertamos 1, 3, 6 y 8, y finalmente 0, 5y 9. Asi, un orden de insercion posiblees 4, 2, 7, 1,
3, 6,8 0,5, 9.

b) Considera la insercién de una clave x en un arbol AVL 7. Definimos la ruta de insercién de x como
la secuencia de nodos, empezando por la raiz de 7, cuyas claves son comparadas con x durante la
insercién. El procedimiento de rebalanceo —una vez hecha la insercién— primero sube (de
vuelta, desde el nodo recién insertado) por la ruta de insercién examinando cada nodo r que esta en
la ruta: si r es raiz de un (sub)arbol AVL-balanceado, entonces se sigue subiendo; de lo contrario, se
ejecuta la rotaciéon que vimos en clase en torno a la arista r—hijo izquierdo o r—hijo derecho, segin
corresponda. Muestra los arboles AVL que se van formando al insertar las claves 3,2, 1,4,5,6, 7y
16, en este orden, en un arbol AVL inicialmente vacio.

Inicialmente se genera el darbol con raiz 3, y se agrega como hijo izquierdo el nodo con key 2. Luego
se inserta a la izquierda de 2 la clave 1y se hace una rotacion simple en la que queda 2 como raiz y
sus hijos 1y 3 a la izquierda y derecha respectivamente.

Al insertar el 4 este queda a la derecha del 3, y luego al insertar el 5 este queda a la derecha del 4y
se hace una rotacion simple entre 3, 4y 5y queda 4 como hijo derecho de 2y 3y 5 como hijos de 4 a
la izquierda y derecha respectivamente.

Luego se inserta el 6 a la derecha del 5 y esto crea un desbalance en el nodo raiz, por lo que se hace
una rotacion simple entre 2, 4 y 5 quedando como raiz el nodo 4. Del nodo cuatro cuelga a la
izquierda el nodo 2, el cual tiene a su izquierda el nodo 1y a su derecha el nodo 3. A la derecha de 4
cuelga el nodo 5, el cual tiene el nodo 6 como hijo derecho.

Al insertar el nodo 7 este queda a la derecha del nodo 6y se hace una rotacién simple entre los
nodos 5, 6y 7, quedando el nodo 6 como padrede 5y 7.

Al insertar el nodo 16 queda como hijo derecho del nodo 7 y no hay rotacion.
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2. Arboles de buisqueda binarios (no necesariamente balanceados)

En clase vimos como se elimina una clave de un arbol de btsqueda binario (ABB). Eliminar la clave
cuando el nodo que ocupa no tiene hijos o tiene sélo un hijo, 7% o 7d, es facil.

a) Es mas dificil eliminar una clave cuando el nodo que ocupa tiene ambos hijos, Ti y 7d; describe las
acciones correspondientes. Esta forma de eliminacién se llama eliminacién por copia. [1 pt.]

Se busca la clave sucesora (o predecesora) de la clave eliminada, y se la coloca, junto con su descendencia, en
lugar de ésta (de la eliminada); luego, se elimina la clave sucesora, que a lo mds tiene un hijo.

b) /Es la eliminacién por copia "conmutativa" en el sentido de que eliminar x y luego y de un ABB deja
el mismo arbol que eliminar y y luego x? Demuestra que lo es o da un contraejemplo. [1 pt.]

Contraejemplo: Supongamos que al eliminar un nodo con dos hijos, lo reemplazamos por su sucesor. Consi-
deremos una raiz con clave 5, y dos hijos, con claves 3y 11, respectivamente; el nodo con clave 11 a su vez
tiene un hijo izquierdo con clave 7. Si eliminamos el nodo con clave 5 (dos hijos) y luego el nodo con clave 3
(hoja), dejamos un abb —raiz 7 e hijo derecho 11— distinto que si eliminamos el nodo con clave 3 (hoja) y
luego el nodo con clave 5 (ahora sélo un hijo) —raiz 11 e hijo izquierdo 7.

c) Otra forma de eliminar una clave cuyo nodo tiene ambos hijos es eliminacién por mezcla: el nodo
es ocupado por su (hijo y) subarbol izquierdo, 7%, mientras que su subarbol derecho, 7d, se convier-
te en el sub4arbol derecho del nodo més a la derecha de Ti. Justifica que esta eliminacién respeta
las propiedades de ABB. [2 pts.]

A partir de la regla para insertar claves, que, a su vez, cumple la propiedad fundamental de ABB, sabemos
que en el proceso de insercion de cualquiera de las claves que estan en Ti o Td —Illamemos k a una clave
cualquiera en Ti o Td— pasamos por la clave —llamémosla j— que estamos eliminando, y que, por lo tanto,
k podria haber ido a parar al lugar de j, posicion en la que habria cumplido la propiedad de ABB con res-
pecto al resto del arbol. Por lo tanto, poner el subdrbol Ti en la posicion que ocupaba el nodo con la clave j
es valido.

La pregunta entonces es, ;qué hacemos con Td? De nuevo, por la propiedad de ABB, las claves de Td son
todas mayores que las claves de Ti. La tinica posicion que corresponde a claves mayores que todas las claves
de Ti, pero al mismo tiempo menores que las otras claves del arbol mayores que j es como hijo derecho de la
clave mds a la derecha de Ti —llamémosla m; obviamente, esta posicion estd "desocupada”: m sélo puede ser
la clave mds a la derecha de Ti si no tiene hijo derecho.

d) Muestra con ejemplos que la eliminacién por mezcla puede tanto aumentar como reducir la altura
del arbol original. [2 pts.]

Para simplificar (y generalizar un poco), eliminamos la raiz del arbol. Entonces, Ti "sube” a esta posicion y
agregamos Td como hijo derecho del nodo mds a la derecha de Ti.

La altura del arbol original, T, era H(T) = max{ H(Ti), H(Td) } + 1. La altura del nuevo drbol, T", puede ser
desde H(T') = H(Tt) hasta H(T') = H(Ti) + H(Td), dependiendo de la profundidad del nodo mds a la derecha
de Ti. En el primer caso, H(T') es claramente menor que H(T), en el segundo, H(T') claramente puede ser
mayor que H(T).
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3. Rotaciones + arboles de busqueda balanceados

a) [Teorema fundamental de las rotaciones]. Muestra que cualquier arbol binario de buisqueda (no
necesariamente balanceado) puede ser transformado en cualquier otro arbol binario de busqueda
con las mismas claves mediante una secuencia de rotaciones simples.

b) Determina un orden en que hay que insertar las claves 1, 3, 5, 8, 13, 18, 19 y 24 en un arbol 2-3
inicialmente vacio para que el resultado sea un arbol de altura 1, es decir, una raiz y sus hijos.

¢) Considera un arbol rojo-negro formado mediante la insercién de n nodos usando el procedimiento
visto en clase. Justifica que si n > 1, el arbol tiene al menos un nodo rojo.

d) Muestra cémo construir un arbol rojo-negro que demuestre que, en el peor caso, casi todas las rutas
desde la raiz a una hoja tienen largo 2 loglV, en que N es el numero de nodos del arbol.

Respuesta:
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a) Demostrar recursivamente. Dados dos arboles A y B con las mismas claves en distinto orden
(respetando las propiedades de los ABB), una posibilidad es tomar el nodo raiz de A y buscarlo en
B, y luego hacer las rotaciones necesarias para llevarlo a la raiz, y luego repetir el proceso
recursivamente sobre los subarboles siguientes.

Alternativamente, se puede mostrar que todo ABB se puede reordenar mediante rotaciones
simples para llevarlo a una lista ligada (visto como un arbol en que todos los nodos tienen solo hijos
derechos o izquierdos), la cual seria igual para todo ABB con las mismas claves, y dichas rotaciones
se pueden deshacer, llegando asi de cualquier arbol A a un arbol B con las mismas claves.

b) Hay varios 6rdenes posibles. Para que el arbol tenga altura 1 este tiene que quedar con 5y 18
en laraiz y con 1y 3 en el hijo izquierdo, 8 y 13 en el medio y 19 y 24 en el derecho. Un orden
posible es 1-18-24-5-8-13-19, pero en todo caso es necesario mostrar la construccién del arbol y
como va quedando paso a paso hasta llegar al resultado indicado.

c¢) Se puede demostrar inductivamente. Comenzando por el caso base, deben explicar las reglas
de construccién de arboles rojo-negro (especificamente que los nodos insertados siempre son rojos),
y luego explicar el paso inductivo mediante los casos posibles para la insercién de un nodo (padre
negro, padre rojo con tio rojo, padre rojo con tio negro) de manera de mostrar que siempre queda al
menos un nodo rojo después de que la insercién es balanceada.

d) Partiendo del caso en que un arbol rojo-negro fuese compuesto solo de nodos negros (esto es, un
ABB normal balanceado), se tiene que la altura de este es O(log n) para n nodos. Luego, teniendo
en cuenta que todo nodo rojo tiene hijos negros, el peor caso en términos de altura es aquel arbol en
que se alternan nodos rojos y negros a cada nivel, de manera que su altura es del doble que el arbol
mencionado previamente pero mantiene atun las propiedades de los arboles rojo-negros.

Alternativamente, se puede mencionar la altura de los arboles 2-4 (que siempre son
transformables a un arbol rojo-negro y viceversa), siendo esta O(log n), y mostrar cémo esta
aumenta al ser transformada en un arbol rojo negro, con un ejemplo que muestre un arbol 2-4 cuya
altura aumente al doble al ser transformado en rojo-negro.
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Estructuras de Datos y Algoritmos — 112133

Examen
28 de noviembre de 2018

1. Arboles binarios de busqueda

Las claves en un arbol binario de bisqueda estdn ordenadas. Por lo tanto, deberia ser facil encontrar la k-
ésima clave més pequena o determinar cudntas estdn en el rango [a, b]. Explica cémo podria hacerse:

a) (Qué informacién adicional habria que mantener en cada nodo?

En cada nodo x podemos almacenar en un campo adicional x.size el nimero total de nodos que tiene el
arbol cuya raiz es x, incluyendo a x. Asi, p.ej., una hoja A tiene h.size = 1, y si el arbol almacena 1000
claves, entonces la raiz r del arbol tiene r.size = 1000.

b) Describe los algoritmos necesarios para responder las consultas mencionadas més arriba.
Suponemos que cada nodo x tiene punteros left, right y p, a sus hijos izquierdo y derecho y a su padre.

k-esima(x, k): —esta operacion es O(altura del drbol)
r =x.left.size + 1
ifk=r:
return x
else:ifk<r:
return k-esima(x.left, k)
else:
return k-esima(x.right, k—r)

Para determinar cudntas claves estan en el rango [a, b], hay que saber qué posicién ocupan a 'y b en un
orden lineal de todas las claves (recorrido inorder del arbol T) —esto es, el ranking de a y el ranking de
b— y luego restar, ranking(b, T) — ranking(a, 7):

ranking(x, 7): —esta operacién también es O(altura del darbol)
r=x.left.size + 1
y=x

while y # T.root:
if y == y.p.right:
r=r+y.p.leftsize + 1
y=yp
return r

¢) (Cuanto cuesta mantener la informacién adicional? En particular, si se hace una insercién en el arbol; y
si se hace una eliminacién. Justifica.

En ambos casos, el costo es O(altura del arbol). En una insercién, hay que incrementar x.size para cada
nodo x en el camino desde la raiz al punto de insercion; el nuevo nodo (que es una hoja) tiene size = 1.
En una eliminacién, si eliminamos una hoja o un nodo con un solo hijo, hay que decrementar x.size para
cada nodo x en el camino desde el padre del nodo eliminado hasta la raiz; si eliminamos un nodo con dos
hijos, primero lo reemplazamos por su sucesor y luego eliminamos el sucesor (de su posicién original).
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Estructuras de Datos y Algoritmos — 11C2133
I1
3 de abril, 2018

1. Arboles AVL

a) Considera un arbol AVL que almacena las claves 1, ..., 6 de la siguiente manera: 4 esté en la raiz, 2
y 5 son sus hijos; 1 y 3 son hijos de 2; y 6 es hijo de 5. En este arbol, inserta las siguientes claves, en
el orden dado: 7, 16, 15, 14 y 13.

En cada caso, muestra el arbol resultante justo después de la insercién, pero antes de rebalancear el
arbol (si fuera necesario), e indica si es necesario o no rebalancear el arbol. Si es necesario rebalan-
cear el arbol, entonces explica por qué es necesario, identifica la accién que hay que realizar, y mues-
tra el arbol resultante después de realizarla.

Respuesta

Denotaremos las aristas como “nodo padre”—“nodo hijo”. La insercién de 7 produce un desbalance en 5 y re-
quiere una rotacién a la izquierda en torno a la arista 5-6 [1 pt.]. La insercién de 16 no produce desbalan-
ces [0.5 pts.]; pero la de 15 produce un desbalance en 7 y exige una doble rotacién: a la derecha en torno a
16-15, y a la izquierda en torno a 7-15 [1.5 pts.]. La insercién de 14 produce un desbalance en 6 y también
exige una rotacién doble: a la derecha en torno a 15-7, y a la izquierda en torno a 6-7 [2 pts.]. Finalmente,
la insercién de 13 produce un desbalance en 4 (la raiz) y exige una rotacién en torno a 4-7.

El arbol resultante tiene a 7 en la raiz, con hijos 4 y 15. Los hijos de 4 son 2 y 6, los hijos de 2 son 1y 3, y el
Unico hijo de 6 es 5. Los hijos de 15 son 14 y 16, y el tinico hijo de 14 es 13.
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b) Considera la insercién de una clave x en un arbol 7. Definamos la ruta de insercién de x como la se-
cuencia de nodos, empezando por la raiz de T, cuyas claves son comparadas con x durante la insercion.
Como vimos en clase, el algoritmo de rebalanceo primero sube (de vuelta) por la ruta de insercién exa-
minando cada nodo que esta ahi. Con respecto a esta “subida” (es decir, todavia antes de rebalancear
propiamente), explica claramente:

- en qué consiste realmente “examinar” el nodo;

- qué casos pueden darse y qué hay que hacer en cada uno de ellos (para mantener el nodo actualiza-
do); y
- cuando se detiene.

Por dltimo, al momento de detenerse la subida, y ya actualizado el nodo correspondiente, una posibili-
dad es que este nodo tenga el rol de “pivote” en el proceso de rotacién que habria que hacer a continua-
cién. Como también vimos en clase, la rotacién necesaria puede ser simple o doble:

- ;c6mo sabe el algoritmo cudl rotacién hay que aplicar?
Respuestas
Examinar el nodo consiste en revisar el valor del balance del nodo.

El valor del balance puede ser —1, 0 0o +1. Si es 0, entonces hay que cambiarlo a —1 o +1, segtin correspon-
da, y seguir subiendo; solo en este caso se sigue subiendo.

Si, en cambio, el valor del balance del nodo examinado x es —1 o +1, entonces hay dos posibilidades, depen-

diendo del hijo de x desde el cual, al subir, se llegd a x: se pudo haber llegado a x por el lado que corrige el —
10 +1, y lo cambia a 0; o se pudo haber llegado por el lado que aumenta el desbalance (dejandolo temporal-
mente en —2 o +2):

- El primer caso es cuando llegamos a x desde su hijo derecho y el balance de x es —1, o cuando llega-
mos a x desde su hijo izquierdo y el balance de x es +1. En este caso, solo hay que cambiar el balance
de x a 0 (y no se sigue subiendo).

- El segundo caso es cuando llegamos a x desde su hijo derecho y el balance de x es +1, o cuando llega-
mos a x desde su hijo izquierdo y el balance de x es —1. Lo que ocurre aqui es que x queda desbalan-
ceado segun el criterio de balance AVL; x es el pivote que vimos en clase. En este caso, hay que efec-
tuar un rebalanceo por la via de una rotacién, ya sea simple o doble (y tampoco se sigue subiendo).

Asi, la “subida” se detiene cuando encuentra un nodo con balance —1 o +1. Entonces, se procede a actuali-
zar el balance, tal como esté explicado.

La “subida” también se detiene si se llega a la raiz.

Finalmente, en el caso en que hay que realizar una rotacién (el “segundo caso”), para saber cudl es la rota-
cién que hay que realizar, hay que recordar los dos ultimos nodos examinados antes de llegar a x, es decir,
el hijo y y el nieto z de x: si y y z son ambos hijos izquierdos o son ambos hijos derechos, entonces la rotacién
necesaria es simple; en cambio, si uno es hijo izquierdo y el otro es hijo derecho, entonces la rotacion nece-
saria es doble.
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2. Heaps

Tienes dos heaps: A, de tamario m, y B, de tamarno n. Los heaps estan almacenados explicitamente
como arboles binarios y no como arreglos. Silos m+n elementos son todos distintos, si m = 2¢—1 para
algtn entero k, y si m/2 < n < m, explica como construir un heap C con los elementos de A U B.

a) ;Cual es la profundidad del arbol A y cudl es la profundidad del arbol B ?
Respuesta

Si consideramos la profundidad de la raiz como 0, entonces la profundidad tanto de A como de B es k—1.

b) (Cual va a ser la profundidad del arbol C ? Justifica.
Respuesta

Dado que tanto A como B tienen profundidad k-1, al unirlos en un nuevo arbol, C, mediante una raiz
comun, este nuevo arbol necesariamente tiene profundidad k.

También se puede argumentar que, en el extremo, es decir, si n = m, entonces el 4bol resultante de la unién

tiene 2k—1 + 2k—1 = 2k+1_2 elementos. Como 2k*1-2 = (2k+1-1)—1, se trata de un arbol binario completo en
todos sus niveles menos en el tltimo (le falta un elemento), por lo que su profundidad es k.

c) Describe un algoritmo eficiente para la construccién de C. Explica cudl es la complejidad de tu
algoritmo.

Respuesta

Saquemos el Gltimo elemento de B, es decir, el de més a la derecha en el nivel de méas abajo; llamémoslo x.
Creamos un nuevo arbol binario con x como raiz y A y B como subarboles. Todo esto es O(1). Finalmente,
aplicamos heapify sobre x. Esta operacion, como vimos en clase, es O(k) = O(logm).
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Estructuras de Datos y Algoritmos — I1C2133
Pauta 12

1. Arboles de biisqueda balanceados

a) Como vimos en clase, la insercion de un nodo en un arbol rojo-negro se puede dividir en tres casos; en todos
los casos, el nodo x recién insertado se pinta inicialmente de rojo:

1) el padre p de x es negro a estamos listos

2) el padre p de x es rojo, pero el hermano ¢ de p es negro (si p no tiene hermano, lo suponemos negro) a
hacemos una o dos rotaciones y le cambiamos el color a dos nodos [ustedes tienen que saber los
detalles de este caso]

3) el padre p de x es rojo, y el hermano g de p también es rojo (es decir, el nodo recién insertado, su padre
y su tio son todos rojos) & como el abuelo  de x necesariamente es negro, cambiamos los colores de
y de sus hijos p y ¢; ahora r es rojo (y sus hijos p y ¢ son negros), por lo que hay que revisar el color
del padre s de r:

s es negro a estamos listos

s es rojo a repetimos el caso 2) o el caso 3), seglin corresponda, pero ahora con s en lugar de p, y el
hermano ¢ de s en lugar de ¢

El caso 3) significa que potencialmente podemos llegar de vuelta hasta la raiz del arbol. Una manera de evitar
tener que hacer este recorrido “de vuelta” es ir preparando el arbol a medida que vamos bajando (desde la raiz,
cuando estamos buscando el punto en que hay que hacer la insercion), de modo de garantizar que ¢ no sera
rojo —algoritmo de insercion top-down :

Al ir bajando, cuando encontramos un nodo U que tiene dos hijos rojos, cambiamos los colores
de U (arojo) y de sus hijos (a negro); esto producira un problema solo si el padre V' de U
también es rojo, en cuyo caso aplicamos el caso 2) anterior.

Muestra la ejecucion de este algoritmo de insercion fop-down al insertar la clave 22 en el siguiente ar-bol
rojo-negro: la raiz tiene la clave 35; sus hijos, las claves 30 (rojo) y 42 (negro); los dos hijos negros de 30
tienen las claves 25 y 33; los dos hijos rojos de 42 tienen las claves 40 y 45; y los dos hijos rojos de 25, tienen
las claves 20 y 27.

Respuesta (estos son, mas o menos, los pasos importantes)

Al bajar desde la raiz, con clave 35, no encontramos ningtin caso especial hasta que llegamos al nodo negro con
clave 25, que tiene ambos hijos rojos: 20 y 27. [0.5 pts]

Entonces aplicamos la nueva regla: cambiamos los colores de 25 a rojo y de sus dos hijos, 20 y 27, a negros. [0.5
pts.]
Como el padre de 25 también es rojo (el nodo con clave 30), aplicamos el caso 2: hacemos una rotacion sim-ple a la

derecha de la arista 35-30 —con lo que queda 30 como raiz (roja), con hijos 25 y 35 negros— e intercambiamos
colores entre padre e hijos, dejando a 30 negro, y a 25 y 35 ambos rojos. [1.5 pt.]
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Ahora el nodo con clave 25 tiene ambos hijos —con claves 20 y 27— negros; y como 20 es una hoja, inserta-mos
alli el nuevo nodo con clave 22, que pintamos de rojo. [0.5 pts.]

b) Determina un orden en que hay que insertar las claves 1, 3, 5, 8, 13, 18, 19 y 24 en un arbol 2-3 inicialmente
vacio para que el resultado sea un arbol de altura 1, es decir, una raiz y sus hijos.

Respuesta

Un arbol 2-3 con una raiz y sus hijos tiene a lo mas 4 nodos y puede almacenar a lo mas 8 claves (dos claves por
nodo). Como son exactamente 8 claves las que queremos almacenar, éstas tiene que quedar almacena-das de la
siguiente manera: la raiz tiene las claves 5 y 18; el hijo izquierdo, 1 y 3; el hijo del medio, 8 y 13; y el hijo derecho,
19y 24. [1pt.]

Para lograr esta configuracion final hay varias posibilidades; aqui vamos a ver una. [2 pts.]

Podemos insertar primero las claves 1, 5y 13, en cualquier orden, con lo cual queda 5 en la raiz, y 1 y 13 como hijos
izquierdo y derecho. (En vez de 1 puede ser 3 y en vez de 13 puede ser 8. Por otra parte, en vez de empezar con 1,
5y 13, es decir, empezar "por la izquierda", podriamos empezar por la derecha con 8-13, 18 y 19-24.) A partir de
ahora, podemos insertar 3 en cualquier momento.

Ahora tenemos que conseguir que 18 quede en la raiz, junto con 5. Insertamos 18, que va a acompafiara 13,y a
continuacion insertamos 24, que va al mismo nodo de 13 y 18; como este nodo tiene ahora tres claves —13, 18 y 24
(lo que no puede ser)— lo separamos en dos nodos con las claves 13 y 24, respectivamente, y subimos la clave 18.
Ahora podemos insertar 8 y 19, en cualquier orden.
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3. Treaps

Considera un arbol binario de bisqueda (no necesariamente balanceado). Considera que los nodos de
este arbol, ademaés de tener una clave, tienen una prioridad, de modo que el 4rbol estd ordenado segin
las claves de los nodos (como todo arbol binario de busqueda), pero ahora, ademas, las prioridades de
los nodos satisfacen la propiedad de min-heap. Es decir, si un nodo tiene clave & y prioridad q, enton-
ces los nodos que estan en su subarbol izquierdo tienen claves menores que k y los nodos que estan en
el subarbol derecho tienen claves mayores que k; y, ademas, las prioridades de los hijos de este nodo
son mayores que q.

a) Describe un algoritmo eficiente para insertar un nodo con clave k y prioridad ¢, y analiza su
complejidad.

Respuesta: Se inserta el elemento normalmente como en un arbol binario de busqueda. Luego se
hacen rotaciones subiendo el elemento hasta que su prioridad sea mayor a la de su padre [3ptos].

b) Describe un algoritmo eficiente para eliminar un nodo con clave k, y analiza su complejidad.

Respuesta: Si el elemento eliminado es una hoja no se hace nada especial [0.5pts]. Si tiene 1 hijo
simplemente se remplaza por su hijo [0.5pts]. Si tiene 2 hijos se remplaza por el sucesor o el
antecesor y luego se hacen rotaciones hasta que cumple la propiedad de heap [2pts].



2 ARBOLES

119

2017-2-11-P5-Arbol rojo-negro (1/2)

5 Pregunta 5

El 4rbol de la figura es un arbol rojo negro al cual se le acaba de insertar la clave P.

a) [0.5 pts] ;De qué color estd pintado el nodo con clave P? ;Cémo sabemos que es el color?

[0.5 pts] Por decir que es rojo e indicar que es por las reglas de insercién (un nodo siempre se inserta

pintado de rojo).

También se da puntaje si indican que, considerando que el drbol antes de la insercién de P estaba
balanceado, la raiz siempre debe ser negra y como P tiene un color distinto a la raiz, entonces debe ser

rojo.

b) [1 pts] ;Qué propiedad de drbol rojo-negro estd siendo violada en estas condiciones?

[1 pts] Por indicar que es la propiedad que todo nodo de color rojo debe tener dnicamente hijos de

color rojo.l

¢) [1 pts] ;Cudles dos tipos de operaciones se pueden ejecutar para restaurar la condicién de &rbol rojo-

negro?
[1 pts] Por indicar que se puede hacer una recoloracién y luego una rotacién doble.

d) [3.5 pts] Ejecuta una a una las operaciones necesarias hasta restaurar la condicién del &rbol rojo-
negro. A continuacién se muestra el resultado de aplicar la operacién indicada hasta llegar al drbol

balanceado:
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(c) Rotacién a la Izquierda (d) Recoloracién

Figura 1: Aplicacién de las operaciones necesarias para balancear el arbol

e [0.75 pts] Por indicar que se necesita una recoloracién gracias al tio rojo de P.

e [1 pts] Por indicar que se necesita una rotacién a la derecha ya que el tio de K es negro, con K
rojo siendo el hijo derecho de un nodo rojo izquierdo.

e [1 pts] Por indicar que se necesita una rotacién a la izquierda, ya que C es el tio negro de Sy S
es el hijo rojo derecho de K rojo.

e [0.75 pts] Por indicar que se necesita una recoloracién por raiz roja.

Si hacen bien la primera recoloracién, luego indican donde ocurre el nuevo conflicto y cémo solucionarlo,
pero dibujan incorrectamente el arbol, entonces reciben 1.75 pts.
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PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
ESCUELA DE INGENIER{A
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

IIC 2133 — Estructuras de Datos y Algoritmos
Interrogacion 2
Primer Semestre, 2017

Duracion: 2 hrs.

1. a. (3 puntos) Ejemplo de solucién correcta y su distribucién de puntaje:

Por definicién de AVL, las alturas de ambos subdrboles no pueden diferir en mas de 1 (0,25).

Sea T un AVL:

La altura h(T) esta dada por

h(T) =14 mazx (h(T1),h(T2))
Pero por definicion de AVL

[h(Ty) = h(T2)| <1 (0,25)

En el peor caso, la igualdad es estricta.

|h(T1) —h(T2)|=1 (0.5
Asumiendo que T3 es més alto, h(T1) = h(T2) + 1, h(T)=h(T1)+ 1= h(T) + 2

Sea N(h) la cantidad de nodos minima para un arbol de altura 4 Podemos definirla en funcién de las
alturas de sus subdrboles:

N(h)=1+N(h—1)+N(h—2), NO) =1 (0.5)



2 ARBOLES

2017-1-12-P1-AVL (sin enunciado) (2/2)

122

Ademds se cumple que a mayor altura, més nodos. Esto significa que N(h — 1) > N(h — 2) Luego,

N(h) >1+N(h—-2)+N(h—-1)>2N(h-2) (0,5
>2(1+ N(h—3)+ N(h—4))

> 22N(h —4)

> 221+ N(h —5) + N(h — 6))

> 2°N(h — 6)

> 221+ N(h—7)+ N(h—38))

> 2'N(h —8) W

> 2'N(h—2i) (0,5)
Luego, para i = EL
> 22N (0)

Luego, como N(0) = 1 queda que N (h) > 2"/2. Aplicamos logaritmo en base dos:

loga(n) >
h € O(log(n)) (0,5

b. (3 puntos) La demostracién de esta pregunta fue vista en clases. En esta pagina hay un ejemplo de expli-
cacion:

| >

http://www.mathcs.emory.edu/ cheung/Courses/323/Syllabus/Trees/AVL-insert.html
El puntaje se asigno:

(1) Explicar qué ocurre en un desbalanceo: diferencia de 2, 4 posibles configuraciones, etc.

(1) Dar aentender un caso general de desbalanceo (o cada caso), ensefiando valores de alturas respectivas
y detalles de cada nodo que forman parte de la rama desbalanceada.

(1) Mostrar qué ocurre al balancear (en un solo paso) y calcular los nuevos valores de altura. Explicar por
qué se balancea.
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3. a) Primero deben dar un ejemplo de un arbol 2-3-4 que en el cudl al eliminar un nodo, se producen dos fusio-
nes. Las fusiones ocurren cuando al eliminar un nodo todos sus hermanos son nodo 2, es decir, tienen solo
una clave. Esto, segiin el algoritmo visto en clases, hace que no puedan, los hermanos del nodo eliminado,
prestarle una llave al espacio dejado por el nodo eliminado. Debido a esto, se produce una fusion entre el
padre del nodo eliminado y algin hermano (bajando una clave del padre para unirse con la del hermano).
Luego si el padre se queda sin claves, y sus hermanos también son nodos dos, ocurre la segunda fusion.

Mostrar el arbol con las fusiones es 1 punto.

Dibujar su correspondiente drbol rojo-negro (dado que se hizo bien el drbol 2-3-4) con su correspondiente
eliminacion de nodo es 1 punto. Es importante que el arbol rojo-negro imite”de alguna forma lo que estd



2 ARBOLES

124

2017-1-12-P3—Arbol 2-3, Arbol 3-4 (sin enun-
ciado) (2/2)

b

~

asiendo el drbol 2-3-4 para que siga siendo su arbol asociado.

Finalmente, se debe hacer la relacion de la fusién en el arbol 2-3-4 con lo que ocurre en el arbol rojo-
negro. Es importante notar que una fusion correspondera a un cambio de color en el drbol rojo-negro. Esto
es porque un padre (que tenia solo una clave, es decir, que era negro) pasa a tener dos claves por haber sido
unido con el hermano del nodo eliminado, por lo que se le cambia el color a rojo. (2 puntos).

En esta pueden haber varias soluciones dependiendo de cémo definieron el peor caso. Una solucion era la
siguiente:
= Peor caso: cuando la insercién produce mayor cantidad de rotaciones y de recoloraciones. (1 punto).

= Familia: Este es el caso de cuando al insertar un nodo, su padre serd rojo y su tio también lo serd. Y
hacia arriba, los colores se van intercalando. Esto, al insertar un nodo, generara la mayor cantidad de
cambios de color (hasta la raiz). (1 punto).
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PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
ESCUELA DE INGENIER{A
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

IIC 2133 — Estructuras de Datos y Algoritmos
Examen
Primer Semestre, 2017

Duracion: 3 hrs.

1. Para cada una de las siguientes afirmaciones, diga si es verdadera o falsa, siempre justificando su respuesta.

a)
b)

[

~

d)

e

~

)

8)

h)

b))

9]

Quick Sort es un algoritmo de ordenacién estable. Respuesta: Falso. Basta con dar un contraejemplo.

Sea e la segunda arista mas barata de un grafo dirigido aciclico G con mds de dos nodos y aristas con costos
diferentes. Entonces e pertenece al drbol de cobertura de costo minimo para GG. Respuesta: Verdadero. Si
usamos el algoritmo de Kruskal, la segunda arista mas barata es siempre agregada al MST puesto que no
puede formar un ciclo en el bosque construido hasta el momento.

Radix Sort es un algoritmo de ordenacién que puede ordenar n nimeros enteros y cuyo tiempo de ejecucién
estd siempre en ©(n). Respuesta: El tiempo de ejecucion de Radix Sort es d(n + k), cuando los datos
estdn en [0, k]. Basta entonces con que k sea suficientemente grande (por ejemplo, exponencial en n), para
que el algoritmo no sea ©(n)

Sea A un arbol rojo-negro en donde cada rama tiene n nodos negros y n nodos rojos. Si al insertar una
clave nueva en A se obtiene el drbol A’, entonces cada rama de A’ tiene n + 1 nodos negros. Respuesta:
Verdadero. Un drbol rojo negro como A corresponde a un drbol 2-4 “completamente saturado”; es decir,
uno que contiene nodos con 3 claves. Al insertar una clave nueva, el arbol 2-4 aumentard su altura en 1.
Esto significa que su equivalente rojo-negro debe tener un nodo negro mds por cada rama.

Si se tienen dos tablas de hash, una con direccionamiento abierto y otra cerrado, las dos del mismo tamafio
m y el mismo factor de carga «, ambas ocupan la misma cantidad de memoria.

Sea A un arbol AVL y ¢y y {5 los largos de dos ramas de A. Entonces |[¢; — (5| < 1. Respuesta: Falso.
Basta dar un contraejemplo

La operacién de insercién en un drbol AVL con n datos realiza a lo mds una operacién restructure pero
toma tiempo O(logn). Respuesta: Verdadero, puesto que la insercién debe revisar que el balance esté
correcto a lo largo de la rama donde se insert6 el dato. Y esa rama tiene tamaiio O(log n).

Si A es un ABB y n es un nodo de A, el sucesor de n no tiene un hijo izquierdo. Respuesta: Falso. La
propiedad no se cumple en general cuando n no tiene un hijo derecho.

Es posible modificar la implementacion de la estructura de datos para conjuntos disjuntos vista en clases,
de manera que permita des-unir dos conjuntos en O(1).

Como diccionario, una tabla de hash es mds conveniente que un arbol rojo negro en cualquier aplicacion.
(Sin considerar la dificultad de implementacion).

Sea p una secuencia de dos o mas nimeros diferentes y sea ¢ una permutacion de p distinta de p. Adi-
cionalmente, sean A, y A, los 4rboles binarios de bisqueda que resultan de, respectivamente, insertar en
orden los elementos de p y ¢ en drboles binarios de bisqueda vacios. Entonces A, y A, son distintos.
Respuesta: Falso.

Re-hashing, el procedimiento que construye una nueva tabla de hash a partir de otra existente, toma tiem-
po O(n) en una tabla con colisiones resueltas por encadenamiento de tamafio m que contiene n datos.
Respuesta: Falso. El tiempo depende del tamaiio de la tabla y del nimero de datos; especificamente es
O(m +n).

rojo-
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2. Describe un algoritmo para eliminar una clave de un 4drbol 2-3; el algoritmo recibe como pardmetros un
puntero alaraiz del arbol y la clave que se va a eliminar. Por supuesto, tu algoritmo debe dejar como
resultado un arbol 2-3. (En este problema, el algoritmo se puede describir en prosa y con dibujos.)

La idea general es primero encontrar la clave en el 4rbol [ a) describe esta parte del algoritmo en térmi-
nos de pasos mas béasicos: 1].

Si la clave estd en una hoja, entonces simplemente la eliminamos.

Si la clave estd en la raiz o en un nodo interior, entonces la reemplazamos por la clave predecesora o la
clave sucesora [ b) describe esta parte del algoritmo en términos de pasos més basicos: 2],

... y eliminamos (recursivamente) esta clave del arbol (hasta llegar a una hoja).
Si la hoja es un nodo 3, entonces estamos listos;

... sies un nodo 2, entonces hay que ser més creativos: considera que se produjo un "hoyo" en arbol y
hay que hacerlo subir por el arbol hasta que pueda ser eliminado [ ¢) describe esta parte del algoritmo
en términos de pasos mas basicos: 3 |.

Respuestas:

a) Buscamos la clave en el nodo que estamos mirando; el primer nodo que miramos es obviamente la raiz del arbol.
Si encontramos la clave en este nodo, entonces pasamos a b); de lo contrario, tenemos que descender a uno de los
hijos del nodo y, recursivamente, buscar ahi. En este caso, usamos el hecho de que las claves del nodo estan orde-
nadas para decidir a cual hijo tenemos que descender: sila clave buscada es menor que la menor de las claves del
nodo, entonces bajamos al hijo izquierdo del nodo; si la clave buscada es mayor que la mayor de las claves del no-
do, entonces bajamos al hijo derecho del nodo; si la clave buscada estd entre la menor y la mayor claves del nodo
(en un nodo 3), entonces bajamos al hijo del medio.

b) Como es un nodo interior, entonces la clave predecesora (o la sucesora, se puede elegir cualquiera) estd siempre
en una hoja, més abajo en el arbol: la clave predecesora/sucesora es la més grande/pequeria de las claves almace-
nadas en el subarbol izquierdo/derecho (respecto de la clave que estamos eliminando). Para encontrarla (supon-
gamos que buscamos la predecesora), bajamos a la raiz del subarbol correspondiente; si es una hoja, entonces es
la clave més a la derecha en la hoja; de lo contrario, bajamos por el puntero més a la derecha del nodo y buscamos
recursivamente ahi. Esta clave predecesora la ponemos en el lugar de la clave que queremos eliminar, sacdndola
de la hoja en la que estaba.

¢) Si el "hoyo" es hijo de un nodo 2, con clave X, y tiene como hermano un nodo 2, con clave Y, entonces restructura-
mos este subdrbol de la siguiente manera: ponemos el "hoyo" en el lugar en que estd X y hacemos que Xy Y for-
men un nodo 3 hijo del "hoyo"; con esto, el "hoyo" sube un nivel y hay que lidiar con él en este nuevo nivel.

Si el "hoyo" es hijo de un nodo 2, con clave X, y tiene como hermano un nodo 3, con claves Y y Z, entonces restruc-
turamos asi: Y queda en el lugar de X, X queda en el lugar del "hoyo", y uno de los hijos del nodo 3 original pasa a
ser hijo de X. En este caso, el "hoyo" es efectivamente eliminado (no sube).

Si el "hoyo" es hijo de un nodo 3 y su hermano inmediato —a su derecha o su izqueirda— es un nodo 2 (el otro
hermano puede ser un nodo 2 o un nodo 3), entonces cambiamos el padre por un nodo 2 (dejamos en el padre sélo
una de las dos claves originales) y bajamos la otra clave, que pasa a formar un nodo 3 con el hermano inmediato
del "hoyo". El "hoyo" es eliminado.
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3. Considera un arbol de busqueda inicialmente vacio; y considera las siguientes 9 letras como clavesa
serinsertadasenel arbol: A, C,E, H,L, M, P, Ry S. Ejecutalainsercién, letra por letray en el orden
dado, para cada uno de los siguientes tipos de arbol:

a) [1] Un arbol de busqueda binario sin propiedades de balance.
b) [2.5] Un arbol AVL.

c) [2.5] Un arbol 2-3.

Respuesta: al final del pdf.
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b) Min-heaps binarios:

i) /Cual es el nimero maximo de comparaciones que es necesario realizar para encontrar la clave
mas grande almacenada en un min-heap binario? Justifica

ii) Describe un algoritmo para encontrar todas las claves menores que algin valor, X, almacenadas
enun min-heap binario? Tu algoritmo debe correr en tiempo O(K), en que K es el nimero de
claves que cumplen la condicién.

Respuestas:

i) La clave mas grande sélo puede estar en una hoja del min-heap (mirado como arbol binario), ya que para cualquier
nodo que tenga hijos, las claves de los hijos son mayores que la clave del nodo. Las claves en la hojas no tienen nin-
gtn orden particular, por lo que hay que mirarlas todas; en un min-heap con n claves, hay [ n/2] hojas.

ii) Si la raiz es menor que X, entonces primero imprime la raiz, luego baja recursivamente al hijo izquierdo, y luego
baja recursivamente al hijo derecho. Si el nodo que estd mirando es mayor que X, entonces no hace nada con ese
nodo.
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2. Otro algoritmo de insercion en drboles rojo-negros. En lugar de primero insertar el nuevo nodo, pintarlo de
rojo y después hacer rotaciones y/o cambios de color (hacia arriba) para restaurar las propiedades del arbol,
podemos ir haciendo los ajustes a medida que vamos bajando por el arbol hacia el punto de insercion, de
modo que cuando insertamos el nuevo nodo simplemente lo pintamos de rojo y sabemos que su padre es
negro. El procedimiento es el siguiente.

Mientras bajamos por el arbol, cuando en la ruta de insercion vemos un nodo X que tiene dos hijos
rojos, intercambiamos colores: pintamos X de rojo y sus hijos de negro. Esto producira un
problema solo si el padre P de X es rojo. Pero en ese caso, simplemente aplicamos las rotaciones
apropiadas, que se ilustran en las figs. A y B adjuntas.

a) Muestra como opera este nuevo algoritmo de insercion cuando insertamos un nodo con la clave 45 en el
arbol de la fig. C adjunta; especificamente, muestra lo que ocurre a medida que llegas a cada nivel.

Respuesta:

Cuando se baja de la raiz 30 a su hijo derecho 70 no pasa nada, ya que 70 (el X del algoritmo) tiene s6lo un
hijo rojo, 60. Cuando se baja de 70 a 60 tampoco pasa nada, ya que 60 (el X del algoritmo) es rojo. Cuando
se baja de 60 a 50 estamos en el caso descrito en el algoritmo: 50 (el X del algoritmo) es negro y sus dos
hijos, 40 y 55, son rojos. [Hasta aqui no hemos cambiado nada, sélo bajamos por el arbol: 0.5 pts.]

Entonces, cambiamos colores: pintamos a 50 de rojo y a sus hijos 40 y 55 de negro. Pero ahora 50 y su
padre 60 son rojos; como el hermano 85 de 60 es negro, estamos en la situacion descrita en la fig. A: 50 es X,
60es P, 70 es G, 85es S. [1pt.]

Aplicando la rotacion y cambios de colores sugeridos en la fig. A, queda 60 de negro como nuevo hijo
derecho de 30 y con dos hijos rojos, 50 y 70, que en total tienen cuatro hijos negros, 40, 55, 65 y 85 (este
ultimo mantiene sus dos hijos rojos, 80 y 90, aunque ahora los tres estan un nivel mas abajo). [1 pt.]

Nosotros seguimos en 50, que ahora es rojo y esta un nivel mas arriba, asi como sus hijos, 40 y 55, ahora
negros. Bajamos a 40, que es una hoja negra, y por lo tanto insertamos 45 como hijo derecho de 40 y lo
pintamos rojo. [0.5 pts.]

b) Los casos ilustrados en las figs. A y B se producen cuando el hermano S del padre P de X es negro.
Explica claramente qué pasa con el caso en que S es rojo en este nuevo algoritmo de insercion.

Respuesta:

Este caso en realidad no se produce, debido a los ajustes que vamos haciendo a medida que bajamos por el
arbol. Si es que encontramos un nodo Y con dos hijos rojos, sabemos que sus nietos tienen que ser todos
negros; y como también pintamos de negro los hijos de Y, entonces incluso después de las posibles
rotaciones no vamos a encontrar otro nodo rojo en los proximos dos niveles.
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2. a) [2] Supongamos que la busqueda de una clave k en un arbol de busqueda binario termina en una
hoja. Consideremos tres conjuntos: A, las claves a la izquierda de la ruta de busqueda; B, las claves
en la ruta de busqueda; y C, las claves a la derecha de la ruta de bisqueda. Tomemos tres claves:
aecA,beByce C. (Esciertooes falso que a < b <c¢? Justifica.

Es falso y basta mostrar un contraejemplo.

b) [2] Dibuja un arbol AVL, preferiblemente pequetio, tal que las tres proximas inserciones, sin mediar
eliminaciones, produzcan desbalances que deban corregirse con rotaciones dobles. Muestra el arbol
inicial y, para cada insercion, muestra el desbalance, identifica el pivote y corrige el desbalance.

Ver archivo "I1-1-2016-pauta-p2b". La idea es que el arbol inicialmente tiene que tener nodos con balances —1 o +1,
balance que después de la insercién queda —2 o +2. Para que la rotaciéon necesaria sea doble, el nodo insertado tiene
que ser un hijo izquierdo, si se insertd en el subarbol derecho del que va a ser finalmente el nodo pivote, o vice versa.

¢) [2] Determina un orden en que hay que insertar las claves 1, 3, 5, 8, 13, 18, 19 y 24 en un arbol 2-3
inicialmente vacio para que el resultado sea un arbol de altura 1, es decir, una raiz y sus hijos.

Un arbol 2-3 con una raiz y sus hijos tiene a lo més 4 nodos y puede almacenar a lo méas 8 claves (dos claves por
nodo). Como son exactamente 8 claves las que queremos almacenar, éstas tiene que quedar almacenadas de la
siguiente manera: la raiz tiene las claves 5 y 18; el hijo izquierdo, 1y 3; el hijo del medio, 8 y 13; y el hijo derecho, 19
y 24. Para lograr esta configuracion final hay varias posibilidades; aqui vamos a ver una.

Podemos insertar primero las claves 1, 5 y 13, en cualquier orden, con lo cual queda 5 en la raiz, y 1 y 13 como hijos
izquierdo y derecho. (En vez de 1 puede ser 3 y en vez de 13 puede ser 8. Por otra parte, en vez de empezar con 1, 5
y 13, es decir, empezar "por la izquierda", podriamos empezar por la derecha con 8-13, 18 y 19-24.) A partir de ahora,
podemos insertar 3 en cualquier momento.

Ahora tenemos que conseguir que 18 quede en la raiz, junto con 5. Insertamos 18, que va a acompanar a 13,y a
continuacién insertamos 24, que va al mismo nodo de 13 y 18; como este nodo tiene ahora tres claves —13, 18y 24
(lo que no puede ser)— lo separamos en dos nodos con las claves 13 y 24, respectivamente, y subimos la clave 18.
Ahora podemos insertar 8 y 19, en cualquier orden.
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3. a) [3] En clase estudiamos los procedimientos up y down que operan sobre maxHeaps; su propésito es
restaurar la propiedad de maxHeap cuando el valor de una clave (o prioridad) almacenada en el
heap aumenta o disminuye, respectivamente. Una forma de construir un maxHeap a partir de las
claves almacenadas en un arreglo q —con n claves, en las posiciones q[1] hasta q[n]— es ir insertan-
do las claves una a una en un heap inicialmente vacio, usando el procedimiento insert estudiado en
clase, que a su vez hace uso del procedimiento up; llamémosla la forma U.

Una segunda forma —llamémosla D— es aplicar el siguiente algoritmo al propio arreglo q:

k = n/2

while k 2> 1:
down (k)
k = k-1

Compara las formas Uy D de construir el maxHeap. En particular, i) calcula detalladamente el
numero de operaciones —b4sicamente, comparaciones e intercambios— que cada una realiza en el
peor caso; y ii) demuestra que ambas construyen el mismo maxHeap, o bien da un ejemplo que
muestre que en general construyen maxHeaps distintos (para un mismo arreglo q).

i) La forma U requiere O(nlogn) operaciones; la forma D, sélo O(n).

En U, insertamos la primera clave en un heap vacio, la segunda, en uno con una clave, la tercera, en uno con dos
claves, ..., la k-ésima, en uno con k-1 claves, ..., y la n-ésima, en uno con n—1 claves. En cada insercién hay que

comparar la clave que estamos insertando con la clave del padre y, si corresponde, intercambiar ambas claves; y
asi sucesivamente hasta llegar a la raiz, haciendo un nimero constante de operaciones —una comparaciéon y a lo
mas un intercambio— por nivel. Es decir, el nimero de operaciones es

Tu(n) = cu([log11+[log21+ ... +[logn 1) = O(nlogn)

En D, consideramos que las n/2 claves en la segunda mitad de q forman un heap c/u, de tamafio 1, por lo que
inicialmente las "saltamos" y procesamos las n/2 claves en la primera mitad de "atras para adelante" (por eso, k =
n/2 antes de entrar al while, y k = k-1 antes de salir). El procesamiento consiste en comparar la clave en la
posicién k con las claves hijas, en las posiciones 2k y 2k+1, y, si corresponde, intercambiarla con la mayor de las
hijas, en cuyo caso repetimos estas acciones con respecto a las nuevas hijas de la clave (si las hay). Asi, procesar
una clave en un nivel toma un nimero constante de operaciones: a lo mas 3 comparaciones y un intercambio. El
numero total de operaciones de D sale de notar que n/4 claves hay que procesarlas en sélo un nivel, n/8 claves en
a lo mas dos niveles, n/16 claves en a lo mas 3 niveles, etc.:

Tp(n) = cp(n/4 + 2(n/8) + 3(n/16) + 4(n/32) + ... + (k-1)(n/2¥) + ... + (logn — 1) ) = O(n)

ii) Ejemplo de que Uy D construyen maxHeaps distintos: Si q = [1, 2, 3], entonces U construye un heap con 3 en la
raiz, 1 como hijo izquierdo y 2 como hijo derecho; en cambio, D construye uno con 3 en la raiz (la raiz tiene que
tener la misma clave en ambos casos), 2 como hijo izquierdo y 1 como hijo derecho.
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b) [2] El item mas grande en un maxHeap esta en la posicién 1 del arreglo, y el segundo més grande
esta en la posicion 2 o 3. Para un maxHeap de tamarnio 31, da la lista de posiciones en donde
i) podria estar el k-ésimo item maés grande, y ii) no podria estar el k-ésimo item més grande; para
k=2, 3y 4, suponiendo que los valores son distintos. Justifica.

i) La regla del maxHeap es que el item en la posicién k es mds grande que los itemes en las posiciones 2k y 2k+1; o,
mirado desde otro punto de vista, dado un item, sélo sabemos que es mds grande que sus hijos y mas pequeno
que su padre.

Esta ultima observacién significa que los itemes en una misma rama crecen en valor si recorremos la rama desde
la hoja hacia la raiz. Por lo tanto, el segundo item més grande en el heap es uno que a lo més esta a distancia 1
de la raiz (sélo puede haber un item més grande que el segundo més grande y ése tiene que estar en la raiz); es
decir, las posiciones 2 o 3.

El tercer item més grande estd a lo més a distancia 2 de la raiz; es decir, las posiciones 2, 3, 4, 5, 6 y 7. En parti-
cular, si el segundo item mas grande esta en la posicién 2, entonces el tercero mas grande puede estar en las posi-
ciones 3, 4 0 5; y si el segundo est4 en la posicién 3, entonces el tercero puede estar en las posiciones 2, 6 0 7.

Y el cuarto item més grande va a estar a lo més a una distancia 3 de la raiz; es decir, las posiciones 2, 3, ..., 13, 14
y 15. Para acotar un poco més este conjunto, es necesario saber déonde estan el segundo y el tercer itemes mas
grandes, pero todas esas posiciones del arreglo son posibles para el cuarto item mas grande.

ii) El complemento: el segundo no puede estar en la posicién 4 (porque esta posicién estd a distancia 2 de la raiz) ni
siguientes; el tercero no puede estar en la posicién 8 (porque esta posicién esta a distancia 3 de la raiz) ni siguien-
tes; y el cuarto no puede estar en la posicion 15 ni siguientes.
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1. Un arbol B* (una variante de los drboles B) de orden m tiene las siguientes propiedades:
1) Los datos estan almacenados inicamente en las hojas, ordenados por clave.

i1) Los nodos que no son hojas almacenan hasta m—1 claves (ordenadas, para guiar la busqueda); la
clave i-ésima representa la clave més pequena en el subarbol (i+1)-ésimo.

iii) La raiz es ya sea una hoja o tiene entre dos y m hijos.
iv) Todos los nodos que no son hojas (excepto la raiz) tienen entre [ m/2 ]y m hijos.

v) Todas las hojas estdn a la misma profundidad y tienen entre[ /2]y ¢ datos, para algtn ¢.

a) [3] Describe un algoritmo eficiente para insertar un nuevo dato en (una hoja de) un arbol B*.

Se puede emplear el mismo algoritmo "defensivo" del 4rbol B visto en clase: Si el nodo por el que vamos pasando,
en nuestro camino de la raiz a la hoja donde se va a hacer la insercién, esté lleno (es decir, tiene m—1 claves), en-
tonces lo dividimos en dos antes de descender al hijo correspondiente. Al llegar a la hoja, si ésta tiene espacio (es
decir, tiene menos que ¢ datos), entonces simplemente insertamos el nuevo dato alli. En caso contrario, primero
dividimos la hoja en dos, dejando en cada hoja nueva la mitad de los datos de la hoja original, y luego insertamos
el dato en la hoja nueva correspondiente segun la clave del dato. En todo este proceso, cada vez que dividimos un
nodo, ya sea una hoja o no, hay que agregar un hijo mas al padre del nodo; esto no es problema, porque cuando
pasamos por el padre (cuando veniamos bajando desde la raiz) nos aseguramos de dejarlo con espacio: si estaba
lleno, lo dividimos en dos.

También es valido el algoritmo més directo, que primero simplemente busca (a partir de la raiz) la hoja donde
tiene que hacer la insercién. Una vez alli, si la hoja tiene menos que ¢ datos, entonces simplemente inserta el
dato y termina; pero si la hoja ya tiene ¢ datos, entonces (al igual que en el algoritmo anterior) primero divide la
hoja en dos, dejando en cada hoja nueva la mitad de los datos de la hoja original, y luego inserta el dato en la hoja
nueva que corresponda. En este Gltimo caso, tiene que agregar un hijo adicional al padre de la hoja original. Si
este nodo tiene menos que m—1 claves, entonces agregar el hijo adicional no es problema; pero si ya tiene m—1
claves, entonces hay que dividirlo en dos y agregarle recursivamente un hijo adicional a su padre. Este proceso
puede llegar hasta la raiz.

En cualquiera de los dos algoritmos, si hay que dividir la raiz, entonces se la divide y los dos nodos resultantes
pasan a ser hijos de una nueva raiz. Por esto esta la propiedad 1ii) y la excepcién mencionada en la propiedad iv).

Ambos algoritmos son O(logn), ya que hacen un nimero constante de pasos por cada nivel del arbol; la compleji-
dad de dividir un nodo es independiente de n. La diferencia es que el primer algoritmo hace una sola "pasada",
potencialmente maés lenta, por los niveles del arbol (hacia abajo, de la raiz a una hoja), mientras que el segundo
hace inicialmente una pasada rdpida hacia abajo, pero podria tener que hacer una segunda pasada hacia arriba.

b) [2] Si tuvieras que imprimir todos los datos almacenados en la base de datos, ordenados de menor a
mayor clave, jcudl de los dos tipos de arboles —arbol-B o arbol-B*— es mas apropiado? Justifica.

El arbol B+, ya que como todos los datos estan en las hojas, basta recorrer éstas secuencialmente en orden. Por
supuesto, esto requiere conectar las hojas entre ellas, para que cuando se termina de recorrer una, se pueda pasar
directamente a la que la sigue (en orden), sin tener que ir a buscarla a los nodos padres: es decir, cada hoja tiene
un puntero a la hoja que estd inmediatamente a su derecha (en la representacién grafica del arbol).
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2. Consideremos arboles rojo-negros definidos segin las 4 propiedades enunciadas en clase (es decir,
como una representacion alternativa de arboles 2-3-4, y no simplemente de arboles 2-3).

a) [1] Describe un arbol rojo-negro con n claves que presenta la mayor razén posible de nodos rojos a
nodos negros; justifica. ¢Cudl es esta razén?

Ya que los nodos rojos no pueden tener hijos rojos, el arbol pedido es uno en que cada nodo negro tiene dos
hijos rojos, en cuyo caso la razén es 2 a 1.

b) [3] Considera el arbol rojo-negro que se
muestra a la derecha, en que los nodos oscu-
ros (A, H, L, N) son negros. Inserta la clave
Dy explica, muestra y ejecuta los pasos
necesarios hasta volver a tener un arbol rojo-
negro valido.

Al insertar D, queda como hijo izquierdo rojo de F (aqui tiene que haber un dibujo).

Como F también es rojo, tenemos un problema. Como o/, el hermano de F, es rojo [caso descrito en la diap. 74],
resolvemos el problema (en este nivel) intercambiando colores: H queda rojo, F'y <J, negros (dibujo).

Como C, el padre de H, es rojo, nuevamente tenemos un problema [caso mencionado en la diap. 76]. Como A,
el hermano de H, es negro, no podemos simplemente intercambiar colores como antes; en cambio, hacemos una
rotacién simple a la izquierda en torno a C-H, sin cambiar colores [caso descrito en la diap. 70]: H, rojo, queda
en lugar de C, también rojo, que queda como hijo izquierdo de H; F, negro, queda como hijo derecho de C, y J,
negro, sigue como hijo derecho de H (dibujo).

Como H y C, padre e hijo, son rojos, y IV, el hermano de H, es negro [caso descrito en la diap. 70], hacemos una
rotacion simple a la derecha en torno a L-H: H queda en la raiz y lo pintamos negro; L queda como hijo dere-
cho de H y lo pintamos rojo; y </ pasa a ser el hijo izquierdo de L (dibujo).

¢) [2] En clase vimos —a proposito de los arboles AVL— que las rotaciones simples preservan la pro-
piedad de arbol binario de bisqueda. ;Qué pasa en el caso de los 4rboles rojo-negro con respecto a
las propiedades adicionales, sobre el nimero de nodos negros y sobre nodos rojos consecutivos, en
una ruta simple desde la raiz hasta una hoja? Demuestra que estas propiedades son preservadas
por las rotaciones simples, o bien da ejemplos que muestren que no es asi.

Las rotaciones simples no preservan ninguna de estas dos propiedades. Al poner al hijo en el lugar del padre,
si el hijo es rojo (y su padre, negro), puede quedar como hijo de otro nodo rojo; p.ej., en b), al hacer una rotacién
a la derecha en torno a H-F, queda F como hijo derecho de C. En este mismo caso, el nodo negro, que estaba
como raiz de un subarbol, aportando al nimero de nodos negros en todas las rutas hasta las hojas, ahora bajé
un nivel y fue reemplazado por un nodo rojo, por lo que el nimero de nodos negros en algunas de esas rutas
disminuyé en uno; p.e€j., en b), al hacer una rotacién a la derecha en torno a L-C, la ruta de C a A tiene un solo
nodo negro, pero las otras (Ca F, Ca <, C a @) tienen dos.
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Estructuras de Datos y Algoritmos — 112133
I1
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(Algoritmo: Secuencia ordenada y finita de pasos para llevar a cabo una tarea, en que cada paso es
descrito con la precision suficiente, p.ej., en un pseudo lenguaje de programacion similar a C, para que un
computador lo pueda ejecutar.)

1. Considera un conjunto de n elementos, de tipo numérico, distintos (es decir, dados dos elementos, a y b,
cualesquiera que pertenecen al conjunto, se tiene que a < b o a > b). Queremos encontrar la mediana
del conjunto, es decir, el elemento m tal que la cantidad de elementos menores que m es igual a la can-
tidad de elementos mayores que m. Por supuesto, podriamos ordenar los n elementos y luego mirar el
que queda en la posicién [ 7/2] (suponemos que n es impar), pero posiblemente vamos a estar haciendo
mucho mas trabajo que el estrictamente necesario (ya que no nos interesa saber la posicién relativa de
ninguno de los otros n—1 elementos). Considera ademas que los elementos los vamos a ir leyendo uno a
uno en un dispositivo mévil en que el uso eficiente de la memoria también es importante.

a) Describe una solucién eficiente a este problema, a partir de las estructuras de datos estudiadas en
clase: heaps binarios, tablas de hash, y/o arboles de busqueda binarios.

La idea es mantener en todo momento un conjunto S con los n/2 elementos mas grandes leidos hasta el momento.
Una vez que los primeros n/2 elementos han sido leidos, cuando leemos un nuevo elemento, x, lo comparamos con
el elemento mas pequefio que hay en S, que denotamos por Smin. Six es mas grande, entonces reemplaza a Smin
en S. S ahora tiene un nuevo elemento mas pequenio, que puede ser o no x. Al finalizar el input, encontramos el
elemento més pequerio en Sy lo devolvemos como la respuesta.

Para que esta idea sea eficiente, usamos un min-heap para implementar S. Los primeros n/2 elementos los
ponemos en el heap en tiempo O(n/2) en total. El tiempo para procesar cada uno de los otros elementos tiene dos
componentes: O(1), para probar si el elemento va a parar a S, mas O(log n/2), para eliminar Smi» e insertar el
nuevo elemento, si esto es necesario. Asi, el tiempo total es O(n/2 + n/2(log n/2)) = O(n/2(log n/2)) = O(n log n).

b) Determina el nimero aproximado de operaciones o pasos individuales y la cantidad de celdas de
memoria, ambos en funcién de n, que requiere tu solucién en el peor caso.
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4. Sobre arboles binarios de bisqueda (ABB's)

a) Describe un algoritmo de certificacién para ABB's, suponiendo que sabemos que el arbol es binario.
Es decir, tu algoritmo debe verificar que la propiedad de ABB se cumple. Tu algoritmo debe correr en
tiempo O(ntimero de nodos en el arbol).

P.ej., un algoritmo recursivo que, a partir de un nodo x, verifica que el hijo izquierdo de x sea abb, que el hijo
derecho de x sea abb, y que la clave mas grande del hijo izquierdo sea menor que la clave de x y que ésta sea
menor que la clave més pequenia del hijo derecho.

b) Supongamos que la bisqueda de una clave k en un ABB termina en una hoja. Consideremos tres
conjuntos: A, las claves a la izquierda de la ruta de busqueda; B, las claves en la ruta de busqueda; y
C, las claves a la derecha de la ruta de busqueda. Tomemos tres claves:a € A, b e Byce C. ;Es
cierto o es falso que a < b < ¢? Justifica.

Falso. Para justificar, basta un ejemplo: Supongamos que la bisqueda pasa por un nodo con clave 7, baja al hijo
derecho con clave 13 y baja al hijo derecho con clave 17, que es una hoja; asi, las Gltimas tres claves en la ruta de
btsqueda son 7, 13 y 17. Entonces, basta que el nodo con clave 13 tenga un hijo izquierdo, cuya clave debe ser
mayor que 7 (y menor que 13), p.ej., 11; esta clave queda a la izquierda de la ruta de bisqueda, pero no es menor
que cualquier clave en la ruta de busqueda, en particular, no es menor que 7.

c) (Es la operacién de eliminacién "conmutativa" en el sentido de que elimnar x y luego y de un ABB
deja el mismo arbol que eliminar y y luego x? Demuestra que efectivamente lo es o da un contra-
ejemplo.

Contraejemplo: Supongamos que al eliminar un nodo con dos hijos, lo reemplazamos por su sucesor. Considere-
mos una raiz con clave 5, y dos hijos, con claves 3 y 11, respectivamente; el nodo con clave 11 a su vez tiene un
hijo izquierdo con clave 7. Si eliminamos el nodo con clave 5 (dos hijos) y luego el nodo con clave 3 (hoja), dejamos
un abb —raiz 7 e hijo derecho 11— distinto que si eliminamos el nodo con clave 3 (hoja) y luego el nodo con clave
5 (ahora s6lo un hijo) —raiz 11 e hijo izquierdo 7.
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(Algoritmo: Secuencia ordenada y finita de pasos para llevar a cabo una tarea; cada paso es descrito con
la precision suficiente —p.ej., en un pseudo lenguaje de programacién similar a C— para que un computa-
dor lo pueda ejecutar.)

1. a) ;Es todo arbol AVL un arbol rojo-negro? Justifica.

Si. Hay justificar que en un drbol AVL la ruta (simple) mds larga de la raiz a una hoja no tiene mds del
doble de nodos que la ruta (simple) mds corta de la raiz a una hoja. Esto es asi:

e El drbol AVL mas “desbalanceado” es uno en el que todo subdrbol derecho es mds alto (en uno) que el
correspondiente subdrbol izquierdo (o vice versa); en tal caso, el niimero de nodos en la ruta mds larga
crece segtin 2h, y el de la ruta mds corta, segtin h+1, en que h es la altura del drbol.

e Asi, para cualquier ruta (simple) desde la raiz a una hoja, sea d la diferencia entre el niimero de nodos
en esa ruta y el nimero de nodos en la ruta mds corta. Si todos los nodos de la ruta mds corta son
negros, entonces los otros d nodos deben ser rojos: pintamos la hoja roja y, de ahi hacia arriba, nodo
por medio hasta completar d nodos rojos.

b) ;{Cuantos cambios de color y cuantas rotaciones pueden ocurrir a lo més en una insercién en un arbol
rojo-negro? Justifica.
Recuerda que al insertar un nodo, x, lo insertamos como una hoja y lo pintamos rojo. Si el padre, p,
de x es negro, terminamos. Si p es rojo, hay dos casos: el hermano, s, de p es negro; s es rojo. Sises
negro, hacemos algunas rotaciones y algunos cambios de color. Si s es rojo, sabemos que el padre, g,
de p y s es negro; entonces, cambiamos los colores de g, p y s, y revisamos el color del padre de g.

Hacemos O(log n) cambios de color y O(1) rotaciones. Como dice arriba, esto ocurre solo cuando p es rojo.

Si s es negro, hacemos exactamente una o dos rotaciones, dependiendo de si x es el hijo izquierdo o el hijo
derecho de su padre; y hacemos exactamente dos cambios de color.

Si s es rojo, no hacemos rotaciones, solo cambios de color. Inicialmente, cambiamos los colores de tres
nodos: g, que queda rojo, y sus hijos p y s, que quedan negros. Como g queda rojo, hay que revisar el color
de su padre: si es negro, terminamos; si es rojo, repetimos estos tltimos cambios de color, pero mds “arriba”
en el arbol.
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6. Con respecto a los arboles rojo-negros:

a) [1 pt.] Considere un arbol formado inicamente mediante la insercién de n nodos usando el método
de insercién visto en clases. Justifica que si n > 1, el arbol tiene a lo menos un nodo rojo.

b) [1 pt.] Muestra con un ejemplo que un arbol de mas de un nodo puede tener s6lo nodos negros si su
construccion ha incluido eliminaciones.

c) [2 pts.] Supdén que insertamos un nodo x en un arbol rojo-negro y luego lo eliminamos inmediata-
mente. ;Es el arbol resultante el mismo que el inicial? Justifica tu respuesta.

d) [2 pts.] Un arbol con 8 nodos tiene la siguiente configuracion: la raiz, con clave @, es negra; sus hijos
tienen las claves D y T, y son rojo y negro, respectivamente; D tiene dos hijos negros: Ay L; T tiene
un Unico hijo, W; y L tiene dos hijos: J y N. Inserta en este arbol la clave Gj; en particular

i) [0.5 pts.] Dibuja el arbol original, antes de la insercién de G; deduce los colores de los nodos JJ, Ny
w.

ii) [0.5 pts.] Dibuja el arbol justo después de la insercién de G, pero antes de cualquier operaciéon de
restauracién de las propiedades del arbol. ;Cudl propiedad no se cumple?

iii) [1 pt.] Dibuja el arbol después de cada operaciéon de cambio de colores y de cada operacién de ro-
tacion, explicando qué problema se produce en cada caso, hasta llegar al arbol final.
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2. Colas priorizadas.

a) Compara las implementaciones de una cola priorizada usando un heap binario y usando un arbol
de busqueda binario. Considera el caso en que la cola esta inicialmente vacia y a continuacion
ocurren n operaciones de insercién de claves y n operaciones de extraccion del elemento con la mayor
clave, intercaladas arbitrariamente (por supuesto, la primera operacién es una insercién y la ultima
una extraccién). ;Cuédntos pasos, en notacién O(), se ejecutan en cada una de las dos implementa-
ciones? Considera tanto el mejor caso como el peor caso para ambas implementaciones. Justifica.

La intercalacion consistente en alternar una insercidn y una extraccion —es decir, una insercion, una extraccién, una insercion, una
extraccion, una insercidn, etc.— es el mejor caso para ambas estructuras: la cola nunca tiene mas de un elemento y el total de 2n
operaciones toma O(n) pasos.

El pero caso se da cuando primero se ejecutan las n inserciones y después las n extracciones. El heap tiene la gracia de estar
siempre balanceado, por lo que su altura esta acotada por O(logn), en cambio el arbol puede convertirse en una lista ligada, por lo
que su altura esta acotada por O(n). De modo que en el peor caso el heap ejecuta O(nlogn) pasos, mientras que el arbol puede
llegar a ejecutar O(nz) pasos.
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b) Tenemos k fuentes de datos. Los datos de cada fuente vienen ordenados de mayor a menor. Quere-
mos enviar la totalidad de los datos recibidos por un tnico canal de salida, también ordenados de
mayor a menor. El dispositivo electrénico que hace esta mezcla tiene una capacidad limitada de
memoria. Describe un algoritmo para este dispositivo, que le permita hacer su tarea empleando un
arreglo a de k casilleros, en que cada uno tiene dos campos: a[j].data puede almacenar un dato, y
a[j].num puede almacenar un nimero entero entre 1 y k. Para recibir un dato desde la fuente i, se
ejecuta receive[i]( ), y para enviar un dato x por el canal de salida, se ejecuta send(x). Si la cantidad
total de datos en las k fuentes es n, jcudl es la cantidad total de pasos que ejecuta tu algoritmo, en
notacién O()?

[67%] La idea es armar un (max-)heap binario de tamano k, inicialmente con el primer dato (el mayor) de cada
fuente, de modo que en la raiz quede el mayor de todos los datos:
for (1 =0; i< k; 1 = 1i+1)

x.data = receive[i]()

X.num = i

insertObject(x)

A continuacién, hay que ir sacando el dato que est4 en la raiz, envidndolo por el canal de salida, y reemplazandolo
en el heap por el préximo dato recibido de la misma fuente de donde provenia el que salié:
for (j = 0; j < n-k; j = j+1)

x = xMax()

i = x.num

send(x.data)

x.data = receive[i]()
if (x.data # null) insertObject(x)

[33%] O(n log k), ya que el for ejecuta k operaciones insertObject(x), c/u de las cuales ejecuta un nimero de
pasos proporcional a log &, lo que da un subtotal de % log k); y el while ejecuta n—k operaciones insertObject(x), c/u
de las cuales nuevamente ejecuta un nimero de pasos proporcional a log %, lo que da otro subtotal de (n—k)log k.
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3. Arboles de busqueda.

a) La especificacién de un arbol de busqueda (no necesariamente balanceado) indica que cada nuevo
elemento que se inserta debe quedar como la raiz del 4rbol. (En qué situaciones puede ser esto util?
,Qué tan eficientemente, en notaciéon O(), puede implementarse una operacion Insertar-Nodo()
que logre este objetivo? Justifica.

[50%)] La raiz del arbol es el elemento que se encuentra con una comparacién. Por lo tanto, me conviene que un nuevo elemento
que acabo de insertar quede como raiz si a continuacion lo voy a buscar varias veces; y si en el mediano plazo la probabiidad de
buscar ese elemento se mantiene alta, ya que cuando insertemos otro elemento, que va a quedar como nueva raiz, la raiz anterior
va a quedar como hija de la nueva raiz (o sea, se va a mantener en la parte "de arriba" del arbol por un tiempo).

[50%)] Para lograr esto, Insertar-Nodo() debe hacer lo siguiente. Primero, una insercién "normal", en que el nodo insertado
queda como hoja del drbol. Luego, "hacer subir" este nodo mediante rotaciones simples hasta dejarlo en la raiz del arbol: si el nodo
es un hijo izquierdo, entonces se hace una rotacion a la derecha, y viceversa. Recordemos que las rotaciones preservan la propiedad
de drbol de busqueda. Con cada rotacidn, el nodo "sube" un nivel en el arbol; por lo tanto, se necesita un nimero de rotaciones
igual a la altura del arbol para que el nodo finalmente quede como raiz, es decir, O(altura de drbol).

b) Considera un arbol AVL inicialmente vacio, en el que queremos almacenar las claves 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8y 9. (Es posible insertar estas claves en el arbol en algin orden tal que nunca sea necesario
ejecutar una rotaciéon? Si tu respuesta es "si", indica el orden de insercién y muestra al arbol resul-
tante después de insertar cada clave. Si tu respuesta es "no", da un argumento convincente (p.ej.,
una demostracion) de que efectivamente no es posible insertar las claves sin que haya que ejecutar

al menos una rotacidn.

Si es posible. La idea es hacer las inserciones de manera de mantener todo el tiempo la propiedad de balance; p.ej., procurar que el
arbol se vaya llenando "por niveles". La primera clave que insertemos va a ser la raiz del arbol (ya que la idea es que no va a haber
rotaciones). Por lo tanto, tiene que ser una clave k tal que el nimero de claves menores que k —que van a ir a parar al subarbol
izquierdo— y el nimero de claves mayores que kK —que van a ir a parar al subarbol derecho— sean muy parecidos. Si elegimos la
clave 4, entonces hay 4 claves menores y 5 claves mayores (también podemos elegir la clave 5 y dejar 5 claves menores y 4 mayores).
A continuacion elegimos la raiz del subérbol izquierdo y la raiz del subarbol derecho (o viceversa). Para esto, aplicamos recursiva-
mente la misma "regla", sobre las claves 0, 1, 2 y 3, para el subérbol izquierdo, y sobre las claves 5, 6, 7, 8 y 9, para el subarbol
derecho; p.ej., insertamos 2 y luego 7. Repitiendo la estrategia, luego insertamos 1, 3, 6 y 8, y finalmente 0, 5y 9. Asi, un orden de
insercion posiblees 4,2,7,1,3,6,8,0,5,9.



2 ARBOLES

148

2015-1-11-P3—AVL, Arbol rojo-negro, Arbol
2-3 (2/2)

c¢) Considera un arbol rojo-negro que corresponda a un arbol 2-3, tal como lo vimos en clase. Escribe
el algoritmo que debe seguir el procedimiento de insercién en el arbol rojo-negro de manera que
corresponda al procedimiento que seguiria en el arbol 2-3.

Correspondencia basica. En un drbol rojo-negro, un nodo rojo contiene la clave izquierda (menor) y los hijos izquierdo y del medio
de un nodo 3 del 4rbol 2-3. La clave derechay el hijo derecho del nodo 3 se convierten en la clave e hijo derecho de un nodo negro
en el &rbol rojo-negro; el hijo izquierdo de este nodo negro es el nodo rojo anterior. Todos los otros nodos 2 del arbol 2-3
corresponden a nodos negros en el arbol rojo-negro.

Dividimos la respuesta en tres partes.

a) Al insertar en el drbol 2-3, el caso mas simple es cuando insertamos en un nodo 2 (que es una hoja), que asi se convierte en un
nodo 3 (y sigue siendo una hoja).

En el correspondiente arbol rojo-negro, insertamos un hijo a un nodo negro. La clave del hijo puede ser menor o mayor que la clave
de su padre, es decir, puede quedar como hijo izquierdo o hijo derecho, respectivamente; ademds, el hijo debe ser pintado de rojo.
Sin embargo, estos dos nodos deben quedar finalmente en una configuracion que corresponda al nodo 3 (segun la descripcion de
arriba). Esto serd asi si el hijo insertado es un hijo izquierdo. Pero si es un hijo derecho, es necesario hacer una rotacién a la
izquierda.

b) Un caso menos simple es cuando en el arbol 2-3 insertamos en un nodo 3, cuyo padre en un nodo 2; supongamos que el otro hijo
de este nodo 2 también es un nodo 2. Es decir, en el arbol rojo-negro, insertamos en una configuracién de un nodo negro con un
hijo izquierdo rojo y sin hijo derecho (corresponde al nodo 3); el padre del nodo negro también es negro (corresponde al nodo 2) y
tiene otro hijo negro (el otro nodo 2). Dependiendo del valor de la clave insertada, el nuevo nodo puede ir a parar como hijo
izquierdo o derecho del nodo rojo, o como el hijo derecho, hasta ahora inexistente, del nodo negro: configuracion inicial, justo
después de la insercion.

En el arbol 2-3 el resultado es el siguiente: el nodo 2 se convierte en un nodo 3 (con dos claves y tres hijos) y el nodo 3 se convierte
en tres nodos 2 (con una clave cada uno y sin hijos).

Por lo tanto, en el arbol rojo-negro la configuracion final debe ser un nodo negro con dos hijos: el izquierdo rojo y el derecho negro;
el hijo izquierdo rojo a su vez tiene dos hijos negros. A través de una o dos rotaciones, a uno u otro lado, y algunos cambios de
colores, convertimos la configuracion inicial en esta configuracidn final.

c¢) Finalmente, el caso mas complicado es cuando en el arbol 2-3 insertamos en un nodo 3, cuyo padre también es un nodo 3. En el
arbol rojo-negro correspondiente, la insercidn es en una configuracién de un nodo negro con dos hijos, izquierdo rojo y derecho
negro, en que el hijo izquierdo tiene a su vez dos hijos negros, uno de los cuales, el izquierdo, tiene finalmente un hijo rojo. El nuevo
nodo va a ir a parar inicialmente como hijo izquierdo o derecho de este nodo rojo, o como hijo derecho de su padre negro, y en
cualquier caso pintado de rojo. En la configuracidn final, las hojas y sus padres son negros; pero la parte complicada se da porque
alguna clave sube de nivel, potencialmente repitiendo el problema original dos niveles mas arriba. Por supuesto, este problema se
puede resolver aplicando recursivamente el algoritmo descrito (pero esto es mas facil decirlo que especificarlo precisamente).
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1. Considera un arbol AVL en el que acabamos de insertar una nueva clave; sea @ (un puntero a) el nodo
en que queddé esta nueva clave, y sea P (un puntero a) el padre de @. Si cada nodo tiene un campo balance
(o simplemente bal), ademas de punteros a su padre e hijos izquierdo y derecho (p, izq, der), ...

... escribe un algoritmo —lo mas parecido a cédigo posible— eficiente que actualice el campo
balance de cada nodo que lo necesite, y determine el nodo "pivote", o raiz del subarbol que debe ser
rebalanceado mediante una rotacidn, si es que lo hay. ;(Qué complejidad tiene tu algoritmo? dJustifica.

[2/3] Algoritmo:
Q = nodo recién insertado
P=Qp
if Q es hijo izquierdo de P
P.balance --
else
P.balance ++
while P no es la raiz y P.balance # 2 y P.balance # —2
Q=P
P=Pp
if Q.balance =0
return
if Q es hijo izquierdo de P
P.balance --
else
P.balance ++
if P.balance = 2 0 P.balance = -2
P es el nodo pivote

[1/3] Complejidad = O(logn), ya que hace un niimero constante de operaciones en el nodo que est4d mirando y luego
"sube" al padre del nodo, en donde repite las operaciones; a lo més llega a la raiz, que estd a altura logn, en que n es
el numero de nodos en el 4rbol, ya que los arboles AVL son balanceados. | Ojo: Se asigna puntaje sélo si esta bien
justificado !
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3. Un heap flojo es uno en donde A[Parent(Parent(i))] > Ali] cuando i > 4, y tal que A[Parent(i)] > Alil,
cuando 1 <4 < 4. Asi, se cumple que todo heap también es un heap flojo, pero no al revés.

a) Dé un pseudocddigo para la insercion de un elemento en un heap flojo y argumente que es correcta y mas

b

=

eficiente en la practica que la misma operacion en heaps tradicionales.

Respuesta: Una posible solucién es la siguiente.

1: function INSERT(A, n)
2 A.heap-size < A.heap-size + 1
3: Alheap-size] +n

4 SIFTUP(heap-size)

. function SIFTUP(A, 7)

5

6: if 7 = 1 then return > Llegamos a la raiz
7: next < Parent(Parent(i))

8: if next < 1 then > Este nodo no tiene abuelo
9: next <— Parent (i)

10 if A[next] > A[i] then

11: swap(A[next], Ali])

12: SIFTUP(next)

El pseudocddigo anterior preservara la propiedad del heap flojo de forma similar que un heap tradicional.
Es mds eficiente ya que realizard [|lgn|/2] llamadas recursivas en lugar de |lgn].

Explique en detalle (no es necesario un pseudocédigo) como se debe implementar la operacion SiftDown.
(Es esta operacion mas eficiente que su homdnima en heaps? Justifique.

Respuesta: La implementacion de SiftDown seguird la misma idea que la implementacién en (a). Sin
embargo, hay que considerar que cuando hacemos SiftDown en la raiz, tenemos que considerar tanto a los
hijos como los nietos. Es decir, deberemos comparar la raiz con sus 2 hijos y 4 nietos y intercambiarla con
el maximo de todos. Luego, continuamos recursivamente comparando el nodo que cambiamos con sus 4
nietos e intercambidndolos hasta que no sea necesario o alcancemos el final del heap.

Dado lo anterior, no es claro si esta version de SiftDown serd més eficiente que la tradicional, ya que a pesar
de que realizaremos aproximadamente la mitad de las llamadas recursivas, en cada una de ellas debemos
realizar cuatro comparaciones en lugar de dos.
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2.

a)

(1/4) (De qué tamaiio es la rama mds corta que puede tener un drbol AVL de altura h? Justifique.

Solucién: Vista en clases, ||

(3/4) Considere la afirmacién:

Dado un entero m correspondiente al tamano de la tabla de hash, es posible demostrar
que hqp(k) = ((ak +b) méd p) méd m, donde a,b € {0,...,p — 1} y p es un primo
“grande” define una familia de funciones de hash universales.

;,Como debe estar definida la propiedad de ser “grande” arriba para que la afirmacién sea ver-
dadera? Muestre cémo es que cuando se viola esa propiedad la familia de funciones deja de ser
universal.

Solucidn: Sea el universo U = {0, ...,u — 1}, sea p un ntimero primo tal que p < u, y definamos
hap(x) = ((ax+b) mod p) mod m donde a,b son elegidos aleatoreamente médulo p tal que
a # 0, primero debemos ver para que H = {h,;} es una familia de funciones universales notemos
que h(z) = h(y) solamente cuando az + b =poa(p) ay + b+ 9m, para algun entero i entre 0y 2.
Si x # y, su diferencia es distinta de 0 y por tanto existe una funcién inversa para obtener a tal
que @ =,,04(p) im(z — )~ *. Luego, hay p — 1 posibles elecciones para a ya que a # 0 y, variando
i en el rango permitido, existen | £ | valores posibles, luego la probabilidad de colisién es:

Lo

p—1

St

Luego tenemos que para m constante

A |
lim —"= = —
pmoop—1  m

, es decir limita la probabilidad de colisién al tamano de la tabla.
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3. Los érboles (2, 3) son &rboles binarios de buisqueda multiway que son como los arboles (2,4), pero no
permiten la existencia de 4-nodos.

a) Demuestre que si K es un conjunto de objetos, entonces es posible construir un drbol (2,3)
conteniendo exactamente los objetos de K que esté perfectamente balanceado, es decir, en donde
cada rama tiene el mismo largo.

Solucién: Procederemos por induccién.

» Caso Base K =1, si el arbol tiene un solo elemento, entonces tiene un sélo nodo, luego todas
sus hojas tendran la misma altura por lo que la propiedad se cumple.

= Hipodtesis de induccion, supongamos que para todo 0 < K < n, se cumple que el arbol
siempre se encuentra balanceado.

= Tesis de induccién: Por demostrar la propiedad para n + 1 elementos, consideremos un arbol
(2,3) de n elementos, el cual se encuentra balanceado por hipédtesis de induccién. Ahora si
insertamos un elemento obtenemos 2 casos:

e Si al agregar un elemento no ocurre overflow entonces no hay problemas ya que no se
crearon nodos nuevos y por ende el arbol sigue balanceado.

e Si al agregar un elemento ocurre un overflow se toma el elemento central del nodo y se
sube al padre, si en el padre no ocurre overflow, terminamos y el arbol sigue balanceado,
si ocurre overflow se sube el nodo central al padre de este nodo, se juntan los dos hijos
centrales del primer nodo y se separa los extremos de este nodo en dos, este procedimiento
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se repite hasta que no ocurra overflow, cuando terminamos nos damos cuenta que no
creamos ninguna hoja extra por lo que el arbol resultante debe estar balanceado. Luego
como la hipétesis implica la tesis la propiedad debe ser cierta.

b) Todo arbol (2, 3) es un drbol (2,4). Este hecho por si solo, sin embargo, no prueba que posible usar

el algoritmo de eliminacién de los drboles (2,4) directamente sobre los arboles (2,3). Argumente
convincentemente por qué si es posible usarlo.
Solucién: Supongamos que no es posible utilizar el algoritmo de eliminacién de los drboles (2,4)
en los drboles (2, 3), sabemos que el algoritmo de los drboles (2,4) es correcto, luego debe poder
eliminar cualquier caso de un drbol (2,4). Por otra parte, notemos que un drbol (2,4) también
contiene casos de eliminacién de los arboles (2,3), pero nuestro algoritmo no funciéna para la
eliminacién de los casos que corresponden a drboles (2, 3), pero esto contradice el hecho de que
funciona para todos los casos de los drboles (2,4) por tanto nuestra suposicién de que el algoritmo
no funciona para los drboles (2,3) es incorrecta.
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4.

a)

Escriba un pseudocddigo detallado de la operacién restructure, que es la base de las operaciones
de balanceo de los drboles AVL y Rojo-Negro. Suponga que la operacién toma como argumento
un arbol Ty tres nodos en T u, v y w tales que v es hijo de u y w es hijo de v.

Respuesta: lo importante de este algoritmo es que logre identificar los casos que pueden darse y
actualize correctamente las referencias en el arbol.

Existen muchos algoritmos correctos, a continuacién se plantea uno.

else > casos simétricos
if left[v] = w then
RIGHT-ROTATE(v)
LEFT-ROTATE(u)

1: function RESTRUCTURE(T, u, v, w)
2: if left[u] = v then

3: if right[v] = w then
4:
5:

© ® 3>

LEFT-ROTATE(v)
RIGHT-ROTATE(u)

Dé un algoritmo que haga O(altura[T]) llamados a reestructure para implementar la operacién
split(T, k), que retorna un par (T<y,T>), donde
= T es un ABB y £ es una clave.
= T« es un ABB que contiene elementos en T' cuya clave es menor o igual a k,
» T>1 es un ABB que contiene elementos en ' cuya clave es mayor o igual a k,
s Todo elemento de 1" estd en T<j, 0 en T%y.
Respuesta: en esta pregunta no era necesario escribir un pseudocddigo detallado, bastaba con
describir el algoritmo de forma precisa. Un algoritmo que funciona es el siguiente:
1) Insertamos un nodo u con clave k en el rbol.
2) Llamamos restructure sobre u, su padre y su abuelo.
3) Repetimos (2) hasta que u sea la raiz o hijo de la raiz.
4) Si u es hijo de la rafz, aplicamos la rotacién adecuada para dejar a u como raiz.
5) Los drboles buscados corresponderan a left[u] y right[u].
Este algoritmo hard O(altura[T]) llamados a restructure por las siguientes razones. El paso (1)
hard O(altura[T]) lamados a restructure. Ademds, cada vez que hacemos (2), u sube por lo menos

un nivel y, por lo tanto, (2) se ejecutard menos de altura[T] veces. Luego, el algoritmo cumple la
cota mencionada.
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14 abril 2014

(Algoritmo: Secuencia ordenada y finita de pasos para llevar a cabo una tarea, en que cada paso es
descrito con la precisién suficiente para que un computador lo pueda ejecutar.)

1. Colas de prioridades.

a) /Cual es el nimero maximo de comparaciones que es necesario realizar para encontrar la clave mas
grande almacenada en un min-heap binario? Justifica

Como se trata de un min-heap, la clave mds grande tiene que estar en un nodo sin hijos (en un nodo con hijos,
la clave del nodo debe ser menor que las claves de sus hijos), es decir, en una hoja; como puede ser cualquier
hoja (no hay ninguna propiedad de orden entre las claves de los nodos en un mismo nivel), el nimero de com-
paraciones es n/2 (estrictamente, [ n/21), si el min-heap tiene n nodos.

b) Describe un algoritmo para encontrar todas las claves menores que algin valor, X, almacenadas en
un min-heap binario? Tu algoritmo debe correr en tiempo O(K), en que K es el nimero de claves que
cumplen la condicién.

Como se trata de un min-heap, primero hay que mirar la raiz; si la clave de la raiz es menor que X (encontra-
mos una), entonces hay que mirar, recursivamente, cada uno de sus hijos. Cada "mirada" de un nodo es sim-
plemente una comparacion.

c) Si el 99% de las operaciones sobre una cola de prioridades son insert() y sélo el 1% son xMin(), ;cual
implementacion de la cola seria més apropiada: min-heap binario, arreglo no ordenado, o arreglo or-
denado? dJustifica.

El anélisis debe tener el siguiente "sabor".

En un min-heap, insert() toma log n pasos y xMin() también toma log n pasos; en promedio, el nimero de pa-
sos cada 100 operaciones es entonces 100log n.

En un arreglo no ordenado, insert() toma un paso, pero xMin() toma n pasos; en promedio, el nimero de pasos
cada 100 operaciones es entonces 99 + n.

En un arreglo ordenado, insert() toma en promedio n/2 pasos, y xMin() toma un paso; en promedio, el nimero
de pasos cada 100 operaciones es entonces 44.5n + 1.

Claramente, el candidato estd entre 100log n'y 99 + n. Para n > 1024 (= 219), preferimos el min-heap; pero
para n <512 (= 29), preferimos el arreglo no ordenado. El punto de quiebre esta entre n = 878 y n = 879.
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3. Arboles de biisqueda binarios (ABB).

a) Supongamos que tenemos una estimacién por adelantado de cuan a menudo nuestro programa va a
tener acceso a las claves de los datos (es decir, conocemos la frecuencia de acceso a las claves). Si
queremos emplear un ABB, inicialmente vacio, para almacenar los datos (segin sus claves), jen qué
orden deberiamos insertar las claves en el arbol? Justifica.

La idea es encontrar lo mas rapidamente posible cada clave, cuando la busquemos. Como el nimero de compa-
raciones para encontrar una clave depende directamente de su profundidad en el arbol, las claves que estan
cerca de la raiz se encuentran haciendo pocas comparaciones; y, si el arbol estd mas o menos balanceado, las
claves que estan cerca de las hojas se encuentran haciendo varias comparaciones. Luego, nos conviene que las
claves que se van a buscar mas frecuentemente estén mas cerca de la raiz, y que las claves que se van a buscar
con menos frecuencia estén mas cerca de las hojas. En un arbol que se construye s6lo con inserciones (y sin
rotaciones), el primer nodo que se inserta se convierte en la raiz del arbol; por lo tanto, en nuestro caso, éste
deberia ser el de més alta frecuencia esperada de busqueda.

b) Supongamos que cada vez que nuestro programa tiene acceso a una clave, k, necesita saber cuantas
claves en el arbol son menores que k; esto se conoce como el rango de k. (Qué informacién adicional
seria necesario almacenar en el arbol? ;Cémo se determinaria el rango de k& y cuél seria la compleji-
dad de esta operacién? ;Cudnto costaria mantener actualizada la informacién adicional del arbol
cuando se produce una insercién o una eliminacién de una clave?

Como los ABB son ordenados, el rango de % es el niimero de claves almacenadas "a la izquierda" de la clave k.
Asi, si k estd justamente en la raiz del arbol, entonces su rango es igual al nimero de nodos en el subarbol
izquierdo. En cambio, si k£ es menor que la clave de la raiz (y, por lo tanto, esta en el subarbol izquierdo),
entonces su rango (en todo el arbol) es igual a su rango dentro del subarbol izquierdo, ya que las claves en el
subdrbol derecho son todas mayores que k. Finalmente, si k es mayor que la clave de la raiz (y, por lo tanto,
estd en el subarbol derecho), entonces su rango es igual al nimero de claves en el subarbol izquierdo (ya que
todas ellas son menores que k) mas uno (la clave de la raiz también es menor que k) y més el rango de & dentro
del subarbol derecho (el nimero de claves del subarbol derecho que son menores que k). Por supuesto, el rango
de % en el subarbol izquierdo y el rango de k en el subarbol derecho se determina recursivamente de la misma
forma.

Por lo tanto, la informacién adicional que conviene almacenar en el arbol para poder aplicar el algoritmo ante-
rior es, para cada nodo ¢, almacenar en un campo size el nimero de nodos que hay en el subarbol cuya raiz es ¢.
Esta informacién se mantiene actualizada facilmente. Durante una insercién, sumamos uno al campo size de
cada nodo en la ruta de insercién, y para el nodo insertado hacemos size = 1. Luego de hacer una eliminacién,
restamos uno al campo size de cada nodo en la ruta desde el padre del nodo eliminado hasta la raiz. En ambos
casos, esto cuesta O(altura del arbol).
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4. Arboles de busqueda balanceados.

a) Describe un algoritmo de certificacién para arboles AVL, suponiendo que sabemos que el arbol es un
ABB. Es decir, tu algoritmo debe verificar que la propiedad de balance del arbol se cumple y que la
informacién de balance mantenida en cada nodo esté correcta. Tu algoritmo debe correr en tiempo
O(numero de nodos en el arbol).

El algoritmo asigna una "altura" a cada nodo: una hoja tiene altura 0; la altura de un nodo que no es una hoja
es uno mds que la altura de su subarbol mas alto. El algoritmo comienza en la raiz del arbol.

Si el nodo es una hoja, entonces su balance debe ser 0. Si el balance no es 0, entonces el algoritmo responde
"falso" y termina; de lo contrario, el algoritmo devuelve la altura del nodo: 0.

Si el nodo no es una hoja, entonces el algoritmo se ejecuta recursivamente primero en el subarbol izquierdo y
luego el sub4rbol derecho del nodo. Si estas ejecuciones recursivas vuelven con los valores hizg y hder, respecti-
vamente, entonces el algoritmo verifica la propiedad de arbol AVL (hizg y hder no pueden diferir en mas de uno) y
el balance del nodo (debe ser 0, —1 o +1, dependiendo de la relacién entre hizq y haer). Sicualquiera de estas
verificaciones no se cumple, entonces el algoritmo responde "falso" y termina; de lo contrario, el algoritmo
devuelve la altura del nodo: uno més que el mayor entre hizg y hder v, si el nodo es la raiz del arbol, el algoritmo
responde "verdadero".

b) Dibuja los arboles-B resultantes al ir insertando las claves 4, 17, 2, 7, 8, 13, 6 y 23 en un arbol-B de
grado minimo ¢ = 2 que inicialmente contiene un solo nodo (la raiz) con las claves 0 y 18.

018 4 0.5 pts.
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2) Un arbol rojo-negro con 8 nodos tiene la siguiente configuracion: la raiz, con clave @, es negra; sus hijos
tienen las claves D y T, y son rojo y negro, respectivamente; D tiene dos hijos negros: Ay L; T tiene un
unico hijo, W; y L tiene dos hijos: J y N. Inserta en este arbol la clave G; en particular,

a) [1 pt.] Dibuja el arbol original, antes de la insercién de G; deduce los colores de los nodos J, Ny W.

J, Ny Wson rojos. Sialguno fuera negro, entonces se violaria la propiedad de la altura negra del
arbol: la ruta @—-D-A, en que A es una hoja, tiene s6lo dos nodos negros, y cualquiera de las rutas
desde la raiz a J, N o Wya tiene dos nodos negros.

b) [2 pts.] Dibuja el arbol justo después de la insercién de G, pero antes de cualquier operacién de res-
tauracién de las propiedades del arbol. ;Cuél propiedad no se cumple?

G se inserta en la forma habitual en un arbol de busqueda, queda como hijo izquierdo de J, y se
pinta rojo; pero <J es rojo, por lo que ahora hay un nodo y su hijo ambos rojos.

c) [3 pts.] Dibuja el arbol después de cada operacién de cambio de colores y de cada operacién de rota-
cién, explicando qué problema se produce en cada caso, hasta llegar al arbol final.

Primero, como el hermano N de J también es rojo, cambiamos colores: J y N quedan negros, y su
padre, L, rojo. Pero el padre, D, de L también es rojo; es decir, "subimos" el problema de dos nodos
rojos consecutivos.

Pero ahora el hermano, T, de D es negro, por lo que no podemos aplicar el cambio de colores anterior.
Como L es hijo derecho de D, rotamos D-L a la izquierda, sin cambiar colores, dejando L como hijo
izquiedo de la raiz, y D como hijo izquierdo de L.

De nuevo hay un nodo y su hijo rojos, L'y D, y el hermano, T, de L es negro. Pero ahora D es hijo
izquierdo de L; por lo que rotamos @-L a la derecha y pintamos @ de rojo.
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4. Arboles AVL.

a) [4 pts.] A partir del arbol AVL de la figura, muestra como va quedando el arbol después de insertar
las claves B, V, X y R, una a continuacién de la otra. Especificamente, después de cada insercién
explica si se produjo o no un desbalance, y, en caso afirmativo, identifica el pivote, explica cémo se
resuelve el desbalance, y muestra el arbol rebalanceado.

b) [2 pts.] Dibuja esquematicamente (sin las claves) el arbol AVL més pequerio (con el menor nimero de
nodos) de altura 6 (es decir, en que la rama maés larga desde la raiz hasta una hoja tiene 7 nodos).
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4a)

la insercion de B
no produce
desbalance
[0.5 pts.]

... la de V tampoco

0 [0.5 pts.]
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pivote
(desbalanceado)

la insercién de X
produce desbalance
[0.5 pts.]

... que se corrige con
una rotacidn simple

[1pt.]
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pivote
(desbalanceado)

la insercién de X
produce desbalance
[0.5 pts.]

[1pt.]

... que se corrige con
una rotacion doble
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4b) El AVL mas pequefio de altura 6 (AVL-6) estd compuesto de un AVL mas pequefio
de altura 5 (AVL-5) y un AVL mas pequefio de altura 4 (AVL_4); recursivamente, el AVL-5
esta compuesto por un AVL-4 y un AVL-3; y el AVL-4, por un AVL-3 y un AVL-2.

AVL-6

N AVL-5
AVLA

N N AVL-4
AVL-2 | | AVL3
o ® AVL-3 L

AVL2 |\ AVL-3
® o
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. Arboles B+ —una variacién de los arboles B. Un arbol B* de orden m tiene las siguientes propiedades:
1) Los datos est4n almacenados en las hojas.

i1) Los nodos que no son hojas almacenan hasta m—1 claves (para guiar la busqueda); la clave i-
ésima representa la clave mas pequena en el subarbol (i+1)-ésimo.

iii) La raiz es ya sea una hoja o tiene entre dos y m hijos.
iv) Todos los nodos que no son hojas (excepto la raiz) tienen entre [ m/2 1y m hijos.

v) Todas las hojas est4n a la misma profundidad y tienen entre[#2]y ¢ datos, para algin ¢.

a) Describe un algoritmo para insertar un nuevo dato en (una hoja de) un arbol B*.

b) Describe un algoritmo para eliminar un dato de (una hoja de) un arbol B*.
Tus descripciones pueden ser en prosa, pero deben ser claras y precisas; numera pasos, identifica casos.
Respuestas

Béasicamente, se pueden emplear los mismos algoritmos "defensivos" del arbol B vistos en clase, aunque simplifi-
cando la eliminacién, porque ahora s6lo eliminamos datos que estan en las hojas.

También son aceptables los algoritmos més simples, que primero insertan o eliminan un dato en una hoja, y luego
restauran las propiedades del arbol. En la insercidn, si es que la hoja queda con més de ¢ datos, hay que dividirla
en dos, por lo que hay que agregar una nueva clave al nodo padre; si este nodo ya tiene m—1 claves, entonces
también hay que dividirlo en dos, pasando una nueva clave a su padre; y asi sucesivamente hasta, posiblemente,
llegar a la raiz; si es necesario dividir la raiz, entonces hay que crear una nueva raiz, cuyos hijos seran los dos
nodos resultantes de la divisién de la raiz original.

En la eliminacién, si la hoja queda con menos de ¢/2 datos, entonces se le puede traspasar un dato de un hermano
"inmediato"; excepto si ambos hermanos tienen sélo #/2 datos cada uno, en cuyo caso hay que fusionar la hoja con
alguno de sus hermanos, haciendo que su padre quede con una clave menos. Si este nodo tiene s6lo m/2 hijos,
entonces se aplica la misma estrategia; y asi sucesivamente hasta, posiblemente, llegar a la raiz; si la raiz llega a
quedar con un solo hijo, entonces simplemente la eliminamos y convertimos ese hijo en la nueva raiz.
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. Otro algoritmo de insercién en drboles rojo-negros. En lugar de primero insertar el nuevo nodo (pintan-
dolo de rojo) y después hacer rotaciones y/o cambios de color (hacia arriba) para restaurar las propieda-
des del arbol, podemos ir haciendo los ajustes a medida que vamos bajando por el arbol hacia el punto
de insercién, de modo que cuando insertamos el nuevo nodo simplemente lo pintamos de rojo y sabemos
que su padre es negro. El procedimiento es el siguiente.

Mientras bajamos por el arbol, cuando vemos un nodo X que tiene dos hijos rojos, intercambiamos colo-
res: pintamos X de rojo y sus hijos de negro. Esto producira un problema sélo si el padre P de X es rojo.
Pero en este caso, simplemente aplicamos las rotaciones apropiadas, que se ilustran en las diapositivas
35 y 36 adjuntas.

a) Muestra como opera este nuevo algoritmo de insercién cuando insertamos un nodo con la clave K en
el arbol de la diapositiva 37 adjunta; especificamente, muestra lo que ocurre a medida que llegas a
cada nivel.

Respuesta

Cuando se baja de la raiz "H" a su hijo derecho "T" no pasa nada, ya que "T" (el X del algoritmo) tiene s6lo un hijo
rojo, "P". Cuando se baja de "T" a "P" tampoco pasa nada, ya que "P" (el X del algoritmo) es rojo. Cuando se baja
de "P" a "L" estamos en el caso descrito en el algoritmo: "L" (el X del algoritmo) es negro y sus dos hijos, "J" y "N",
son rojos. [Hasta aqui no hemos cambiado nada, sélo bajamos por el arbol: 0.5 pts.]

Entonces, cambiamos colores: pintamos a "L" de rojo y a sus hijos "J" y "N" de negro. Pero ahora "L" y su padre
"P" son rojos; como el hermano "W" de "P" es negro, estamos en la situacién descrita en la diap. 35: "L" es X, "P"
esP,"T"es G,"W"es S. [1 pt.]

Aplicando la rotacién y cambios de colores sugeridos en la diap. 35, queda "P" de negro como nuevo hijo derecho
de "H" y con dos hijos rojos, "L" y "T", que en total tienen cuatro hijos negros, "J", "N", "R" y "W" (este Gltimo
mantiene sus dos hijos rojos, "V" y "Z", aunque ahora los tres estan un nivel més abajo). [1 pt.]

Nosotros seguimos en "L", que ahora es rojo y esta un nivel més arriba, asi como sus hijos, "J" y "N", ahora
negros. Bajamos a "J", que es una hoja negra, y por lo tanto insertamos "K" como hijo derecho de "J" y lo
pintamos rojo. [0.5 pts.]

b) Los casos ilustrados en las diapositivas 35 y 36 se producen cuando el hermano S del padre P de X es
negro. Explica claramente qué pasa con el caso en que S es rojo.

Respuesta

Este caso en realidad no se produce, debido a los ajustes que vamos haciendo a medida que bajamos por el arbol.
Si es que encontramos un nodo Y con dos hijos rojos, sabemos que sus nietos tienen que ser todos negros; y como
también pintamos de negro los hijos de Y, entonces incluso después de las posibles rotaciones no vamos a encon-
trar otro nodo rojo en los préoximos dos niveles.
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En clase vimos cémo se elimina una clave de un arbol binario de bisqueda (ABB, no necesariamente balanceado).

a) [1 pt.] Eliminar la clave cuando el nodo que ocupa no tiene hijos o tiene sélo un hijo, 7% o Td, es facil: describe
las acciones correspondientes.

Si el nodo no tiene hijos, entonces simplemente se elimina; si el nodo tiene un hijo, entonces ese hijo se coloca en el lugar del
nodo.

b) [1 pt.] Es mas dificil eliminar una clave cuando el nodo que ocupa tiene ambos hijos, 77 y T7d: describe las
acciones correspondientes. Esta forma de eliminacién se llama eliminacién por copia.

Se busca la clave sucesora (o predecesora) de la clave eliminada, y se la coloca, junto con su descendencia, en lugar de ésta (de
la eliminada); luego, se elimina "recursivamente” la clave sucesora, para lo cual se aplica a), ya que a lo mds tiene un hijo.

Otra forma de eliminar una clave cuyo nodo tiene ambos hijos es eliminacion por mezcla: el nodo es ocupado por
su (hijo y) subérbol izquierdo, Ti, mientras que su subarbol derecho, 7d, se convierte en el subarbol derecho del
nodo més a la derecha de Ti.

c) [2 pts.] Justifica que esta eliminacién respeta las propiedades de ABB.

A partir de la regla para insertar claves, que, a su vez, obedece a la propiedad fundamental de ABB, sabemos que en el proceso
de insercién de cualquiera de las claves que estdn en Ti o Td —llamemos k a una clave cualquiera en Ti o Td— pasamos por la
clave —llamémosla j— que estamos eliminando, y que, por lo tanto, k podria haber ido a parar al lugar de j, posicién en la que
habria cumplido la propiedad de ABB con respecto al resto del drbol. Por lo tanto, poner el subdrbol Ti en la posicion que
ocupaba el nodo con la clave j es perfectamente vdlido.

La pregunta entonces es, j;qué hacemos con Td? De nuevo, por la propiedad de ABB, las claves de Td son todas mayores que las
claves de Ti. La tinica posicién que corresponde a claves mayores que todas las claves de Ti, pero al mismo tiempo menores que
las otras claves del drbol mayores que j es como hijo derecho de la clave mds a la derecha de Ti —llamémosla m,; obviamente,
esta posicion estd "desocupada”: m sélo puede ser la clave mds a la derecha de Ti si no tiene hijo derecho.

d) [2 pts.] Muestra con ejemplos que esta eliminacién puede tanto aumentar como reducir la altura del arbol
original.

Para simplificar (y generalizar un poco), eliminamos la raiz del darbol; Ti "sube” a esta posicion y agregamos Td como hijo dere-
cho del nodo mds a la derecha de Ti. La altura del arbol original, T, era H(T) = max{ H(Ti), H(Td) } + 1. La altura del nuevo
drbol, T', puede ser desde H(T') = H(Ti) hasta H(T') = H(Ti) + H(Td), dependiendo de la profundidad del nodo mds a la derecha
de Ti. En el primer caso, H(T") es claramente menor que H(T); en el segundo, H(T") claramente puede ser mayor que H(T).
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Examen (preguntas adicionales)

Estructuras de Datos y Algoritmos — 11C2133
2 diciembre 2013

Reemplazo de 12
A) Con respecto a los arboles rojo-negro:

a) ;/Cuantos cambios de color y cuantas rotaciones pueden ocurrir a lo mas en una insercién? Justifica.

Al insertar un nodo, x, lo insertamos como una hoja y lo pintamos de rojo. Si su padre, p, es negro, terminamos. Si p es rojo,
tenemos dos casos: el hermano, s, de p es negro; s es rojo. Si s es negro, realizamos algunas rotaciones y algunos cambios de
color. Si s es rojo, sabemos que el padre, g, de p y s es negro; entonces, cambiamos los colores de g, p y s, y revisamos el color del
padre de g.

Hacemos O(log n) cambios de color y O(1) rotaciones. Como dice arriba, esto ocurre solo cuando p es rojo.

Si s es negro, hacemos exactamente una o dos rotaciones, dependiendo de si x es el hijo izquierdo o el hijo derecho de su padre; y
hacemos exactamente dos cambios de color.

Si s es rojo, no hacemos rotaciones, solo cambios de color. Inicialmente, cambiamos los colores de tres nodos: g, que queda rojo,
y sus hijos p y s, que quedan negros. Como g queda rojo, hay que revisar el color de su padre: si es negro, terminamos; si es rojo,
repetimos estos tltimos cambios de color, pero mds “arriba” en el drbol.

b) Justifica que los nodos de cualquier arbol AVL T pueden ser pintados “rojo” y “negro” de manera que 7 se
convierte en un arbol rojo-negro.

Hay justificar que en un drbol AVL la ruta (simple) mads larga de la raiz a una hoja no tiene mds del doble de nodos que la ruta

(simple) mds corta de la raiz a una hoja.

Esto es asi: el drbol AVL mds “desbalanceado” es uno en el que todo subdrbol derecho es mds alto (en uno) que el correspondiente

subarbol izquierdo (o vice versa). En tal caso, el niimero de nodos en la ruta mds larga crece segtin 2h, y el de la ruta mds corta,

segtin h+1, en que h es la altura del drbol.

Ast, para cualquier ruta (simple) desde la raiz a una hoja, sea d la diferencia entre el niimero de nodos en esa ruta y el niimero

de nodos en la ruta mads corta. Si todos los nodos de la ruta mds corta son negros, entonces los otros d nodos deben ser rojos:

pintamos la hoja roja y, de ahi hacia arriba, nodo por medio hasta completar d nodos rojos.
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2. Dibuja los arboles-B resultantes al ir insertando las claves 4, 17, 2, 7, 8, 13, 6 y 23 en un arbol-B de
grado minimo ¢ = 2 que inicialmente contiene un solo nodo con las claves 0 y 18.

Respuesta. El puntaje por cada nueva configuracién correcta es el siguiente:
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3. Considera la siguiente implementacion de un cola priorizada. Los elementos que estan en la cola
ocupan posiciones consecutivas en un arreglo a, a partir de la casilla a[0] —el arreglo se mantiene
compacto. Cuando ingresamos un nuevo elemento a la cola, simplemente lo ponemos a continuacion
del elemento que ocupa la Gltima casilla. Cuando sacamos un elemento de la cola, buscamos secuen-
cialmente a partir de a[0] el elemento con mayor prioridad y lo sacamos; para mantener el arreglo
compacto, ponemos el elemento que esta en la Gltima casilla en el lugar del que sacamos.

a) [2 puntos] Compara esta implementacion con la que estudiamos en clase, basada en un heap
binario. En parti-cular, ¢;cuél es la complejidad para las operaciones xMax( ), insertObject( ) e
incrementKey( ) en cada una de estas implementaciones? ;Bajo qué condiciones conviene usar la
implementacién descrita en el parrafo anterior?

Supongamos que la cola tiene n elementos. En el caso del heap binario, las tres operaciones son O(log n), como vimos en clase.

En cambio, en la implementacién de mas arriba, insertObject() e incrementKey() son O(1), pero xMax() es O(n). Recordemos que
incrementKey() recibe como pardmetro el objeto al que se le va a incrementar su prioridad, ademas del valor del incremento; por lo
tanto, no es necesario buscar este objeto en la cola.

Conviene usar esta nueva implementacion si la gran mayoria de las operaciones son insertObject() e incrementKey(), y sélo se hace
uno que otro xMax().

b) [2 puntos] (Cambian tus respuestas si en lugar del arreglo a usamos una lista doblemente ligada?
¢Por qué?

No cambian. En particular, insertObject() ahora puede insertar al comienzo de la lista doblemente ligada (en lugar de a continuacién
del ltimo elemento), pero sigue siendo O(1); y xMax() no necesita "rellenar" el espacio dejado por el elemento sacado de la cola
(las listas doblemente ligadas se mantienen naturalmente compactas), pero sigue siendo O(n).

c) [2 puntos] Otra operacién sobre colas priorizadas es join( ), que consiste en unir dos colas
priorizadas, compues-tas por elementos del mismo tipo, en una nueva cola priorizada; las
prioridades de cada elemento se mantienen, pero la posicion relativa de la prioridad de un elemento
en la nueva cola puede cambiar. ;Cual es la complejidad de join() en cada una de las tres
implementaciones mencionadas? Explica.

En el caso de las listas doblemente ligadas, join() toma tiempo O(1), ya que basta conectar el Gltimo elemento de una de las colas al
primero de la otra, cambiando un nimero fijo de punteros.

En el caso del arreglo descrito en el enunciado, join() toma tiempo O(n), en que n es el nimero de elementos de la cola més corta, ya
gue hay que pasar cada uno de estos elementos a la otra cola: hay que ejecutar n insertObject's.

En el caso del heap binario, join() toma tiempo O(n), en que n es el nimero total de elementos an ambas colas: primero, hay que
traspasar los elementos de la cola mas corta a la otra cola, en tiempo proporcional al nimero de elementos de la cola mas corta;
luego, como vimos en clase, armar un heap binario a partir de un arreglo (desordenado) de n elementos es O(n). Si la cola mas corta
es mucho més corta, se puede hacer insertObject() de cada uno de sus elementos en la otra cola, en tiempo total O(n' log n), en que
n' es el nimero de elementos de la cola mas corta.

Tiempo: 105 minutos
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3) Explica como se podria resolver el problema de seleccién si los datos estan almacenados en un arbol
binario de bisqueda (ABB), y, por lo tanto, estdn ordenados. Asi, si no hacemos nada especial con el
arbol, cuando nos pidan el k-ésimo dato mas pequerio (éste es el problema de seleccién), podriamos
hacer un recorrido del arbol en preorden y detenernos cuando hayamos impreso los k£ datos mas peque-
fios. Sin embargo, este procedimiento tiene complejidad O(n), tanto en promedio, como en el peor caso.

Por lo tanto, la idea es agregar informacién adicional al arbol, que, aprovechando el hecho de que
es un ABB, permita determinar mas eficientemente el k-ésimo dato mas pequefio. Especificamente:

a) ;/Qué informacién adicional es necesario almacenar en el 4rbol?

Respuesta:

Si nos basamos en la estrategia que usa randomSelect, podemos almacenar en un campo size de cada nodo r del
arbol el numero total de nodos que hay en el subarbol cuya raiz es r. Este nimero es igual a la suma del nimero
de nodos que hay en el subarbol izquierdo de r (r.left.size) mas el nimero de nodos que hay en el subarbol derecho
de r (r.right.size) méas 1 (el propio r).

b) ;(Cémo se determina el k-ésimo dato més pequefio en este nuevo escenario?

Respuesta:

Si nos basamos en la estrategia que usa randomSelect, comparamos k con r.size: si son iguales, entonces la
respuesta es r.key; si k < r.size, entonces buscamos el k-ésimo elemento mas pequero recursivamente en el

subarbol izquierdo de r; y si k > r.size, entonces buscamos el (k — (r.left.size + 1))-ésimo elemento mas pequenio
recursivamente en el subarbol derecho de r.

c) (Cual es la complejidad (de tiempo) de la operacién anterior?

Respuesta:

O(h), en que h es la altura del arbol: hace un ntimero constante de comparaciones en un nodo, y de ahi pasa al
hijo izquierdo o derecho de ese nodo, si es que pasa, en donde repite el procedimiento. Es decir, en el peor caso

hace un nimero constante de comparaciones por nivel del arbol.

d) ;Cuéanto cuesta mantener actualizada la informacién adicional del drbol cuando se produce una
insercién o una eliminacién de un dato?

Respuesta:

Béasicamente, sumar (o restar) 1 al campo size de cada nodo en la ruta desde la raiz del arbol hasta el nodo
insertado (o eliminado).
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4) Con respecto a los arboles AVL:

a) Muestra la secuencia de arboles AVL's que se forman al insertar las claves 3, 2, 1,4, 5,6, 7,16, 15y
14, en este orden, en un arbol AVL inicialmente vacio.

Las inserciones de 3 y 2 son triviales (no tienen puntaje). La insercién de 1 exige una rotacién simple a la
derecha. La insercion de 4 nuevamente es trivial. Las inserciones de 5, 6 y 7 exigen rotaciones simples a la
izquierda. La insercion de 16 es trivial. Finalmente, las inserciones de 15 y 14 exigen rotaciones dobles: en
ambos casos, una rotacién simple a la derecha seguida de una rotacién simple a la izquierda. El arbol AVL
resultante tiene como raiz a 4, cuyos hijos son 2y 7. Los hijos de 2 son 1y 3; los de 7 son 6 y 15. El tinico hijo de
6 es 5; los hijos de 15 son 14 y 16.

b) Se ha producido la insercién de un nuevo nodo x en un arbol AVL. Escribe el método
Node determinarPivote( Node x )
que a partir de x sube por el arbol, actualizando los balances de cada nodo encontrado en el camino,
hasta llegar al primer nodo que quedd desbalanceado como consecuencia de la insercién de x; el

método retorna este nodo (para permitir la ejecucién de la rotacién que corresponda).

Resouesta: Pendiente.

Tiempo: 120 minutos
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Estructuras de Datos y Algoritmos — 11C2133

Examen

25 junio 2013

A) En clase estudiamos los métodos buildHeap(b), que construye un max-heap binario a partir de un arreglo b, e
insertObject(x), que inserta un nuevo elemento x en un max-heap. Ademaés, en lugar de llamar a buildHeap(b),
podriamos construir un max-heap llamando repetidamente a insertObject( ), asi:

buildHeap'(b):
heapSize = 1
for i = 2 to b.length
insertObject(b[i])

1) ;Cual es la complejidad de buildHeap(), insertObject(), y buildHeap'(), en funcién del nimero n = b.length de
elementos procesados? Justifica.

buildHeap( ) hace O(n) operaciones. Este método en la préctica ejecuta for j = n/2 downto 1 heapify(j), es decir, hace heapify()
sobre n/2 elementos. Cada heapify() hace un nimero constante de operaciones mas una llamada recursiva. La mitad de estos
heapify(), es decir, n/4, sélo trabaja en un nivel; en la practica, no desciende recursivamente. La mitad de los n/4 restantes, es
decir, n/8, descienden recursivamente sélo un nivel; y asi sucesivamente.

insertObject(( ) hace O(logn) operaciones. Este método coloca el nuevo objeto al final de un heap ya formado, y luego tiene que
ubicarlo correctamente segun su clave. Para esto, repetidamente, hace un nimero constante de operaciones en el nivel del 4rbol

en el que estd actualmente, y luego sube un nivel; asi, hasta llegar a la raiz del max-heap. Hay O(logn) niveles en el arbol.

buildHeap'() hace O(nlogn) operaciones, ya que ejecuta n veces insertObject().

2) Con respecto a buildHeap() y buildHeap'(), {construyen el mismo max-heap cuando son ejecutados sobre el mis-
mo arreglo b de entrada? Demuestra que es asi, o da un contraejemplo.

En general, no construyen el mismo heap. P.ej., si el arreglo original tiene los elementos [1, 2, 3], uno construye el heap [3, 1, 2];
y el otro, el heap [3, 2, 1].

3) [Independiente de las anteriores] ;{Cudl es el mejor caso para hespSort() y qué tan bueno es? Explica.

Cuando todos los elementos son iguales, heapify() no desciende recursivamente desde la raiz, y por lo tanto heapSort() corre en
tiempo O(n).
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B) ;{Cudnto cuesta y cémo hay que hacerlo para comprobar si una estructura de datos dada es un arbol (de busque-
da binario) rojo-negro? En particular,

4) ;Cudl es la propiedad de arbol de bisqueda binario?
Cualquier clave en el subérbol izquierdo es menor que la clave en la raiz, que a su vez es menor que cualquier clave en el
subarbol derecho

5) Escribe un método esABB(), que reciba un nodo como parametro y devuelva ¢rue si el nodo es la raiz de un arbol
de busqueda binario; false, en otro caso.

Lo més simple puede ser escribir un método recursivo:

esABB(x):

if (null(x) ) return true

if (hoja(x) ) return true

if (esABB(x.derecho) && esABB(x.izquierdo) )
if (null(x.derecho) ) return x.key < x.izquierdo.key
if ( null(x.izquierdo) ) return x.derecho.key < x.key
return x.derecho.key < x.key && x.key < x.izquierdo.key

else return false

6) /Qué propiedades adicionales debe cumplir un arbol rojo-negro?

i) Todo nodo es ya sea rojo o negro.
i1) Si un nodo es rojo, entonces sus hijos son negros.
iii) Para cada nodo, todas las rutas desde el nodo a las hojas descendientes contienen el mismo nimero de nodos negros.
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7) Escribe un método esRojo-Negro( ), que reciba un nodo como parametro y devuelva ¢rue si el nodo es la raiz de un
arbol de btisqueda binario rojo-negro; false, en otro caso.

Tal vez, lo més simple es escribir dos métodos recursivos, uno para verificar ii) y el otro para verificar iii); cualquiera de ellos
puede, adema4s, verificar 1):

esRojo-Negro(x):
if (esABB(x) ) return cumple-ii(x) && cumple-iii(x)!=-1
else return false

cumple-ii(x): —también verifica i)
if (null(x) ) return true
if (hoja(x) ) return es rojo o negro
if ( es negro ) return cumple-ii(x.derecho) && cumple-ii(x.izquierdo)
if (es rojo)
if (null(x.izquierdo) ) return cumple-ii(x.derecho) && x.derecho es negro
if (null(x.derecho) ) return cumple-ii(x.izquierdo) && x.izquierdo es negro
return cumple-ii(x.derecho) && x.derecho es negro && cumple-ii(x.izquierdo) && x.izquierdo es negro
else return false

cumple-iii(x)
if( null(x) ) return 0
if( es rojo && hoja(x) ) return 0
if( es negro && hoja(x) ) return 1
p = cumple-iii(x.izquierdo)
q = cumple-iii(x.derecho)
if (p!=q) return -1
if(p==-1 | | g==-1) return -1
if( es rojo ) return p
if( es negro) return p+1
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8) [Independiente de las anteriores] Un caso particular de drboles-B son los 4drboles 2-4, en que un nodo puede tener
entre 1y 3 claves y entre 2 y 4 hijos (4rbol-B con ¢ = 2). Supongamos que hacemos lo siguiente: Los nodos con 2
claves los separamos en dos nodos, con una clave cada uno, en que el nodo con la clave mayor queda como padre del
nodo con la clave menor, y distribuimos los tres hijos del nodo original entre estos dos nodos, de modo que ambos
queden con dos hijos cada uno. Los nodos con 3 claves los separamos en tres nodos, con una clave cada uno, en que
el nodo con la clave central queda como padre de los otros dos, y distribuimos los cuatro hijos del nodo original entre
los dos nuevos nodos hijos, de modo que los tres nuevos nodos quedan con dos hijos cada uno. Justifica que el nuevo
arbol es un arbol rojo-negro.

Aqui hay que partir por la propiedad de los arboles-B, de que todas las hojas estdn a la misma profundidad (desde la raiz); es
decir, todas las rutas desde la raiz hasta una hoja tienen el mismo niimero de nodos. No es casualidad que esta propiedad se
"parezca" mucho a la propiedad iii), en 6). Por lo tanto, estos nodos, o lo que quede de ellos después de las separaciones sugeridas
en el enunciado, serén los nodos negros del nuevo arbol: el mismo nimero de ellos en cada ruta desde la raiz hasta una hoja.

En el caso de los nodos con dos o tres claves, que en el nuevo arbol separamos en un padre y uno o dos hijos, el nodo que queda
como padre mantiene el color negro; los nuevos nodos hijos de este padre negro (uno o dos, que compartian con él el nodo original)
seran los nodos rojos del arbol rojo-negro. Es facil ver que los hijos de estos nodos rojos son negros, tal como lo exige la propiedad
ii), en 6).
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[1C2133 - Estructuras de datos y algoritmos [-2012 — Interrogacion 2

Pregunta 2 — Arboles (20 pts)

Considera la siguiente representacion de arbol (estracto):
class Tree {
public:
double wvalue();
List<Tree>* children();
private:
double nodeValue;
List<Tree>* childrenList;
}
Construye la clase TreeStatistics, que tiene los siguientes dos métodos:
double average (const Tree& tree);

double total (const Tree& tree);

los cuales, respectivamente, entregan el promedio de los valores del arbol y el total de los
valores del arbol.

class TreeStatistics {
public:
[** 10 pts */
double average(const Tree& tree) {
return total(tree) / count(tree);
}
[** 10 pts */
double total(const Tree& tree) {
double subtotal = tree.value();
for (Iterator<Tree> it = tree.children().iterator(); it.hasNext(); ) {
subtotal += total( it.next() );

}

return subtotal;

Péagina 4 de 7
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private:
int count(const Tree& tree) {
int counted = 1;
for (Iterator<Tree> it = tree.children().iterator(); it.hasNext(); ) {
counted += count( it.next() );

}

return counted;
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Pregunta 3 — Arboles de busqueda binaria (20 pts)
a) (9 pts) El algoritmo de inserciéon de un arbol rojo negro podria dividirse en tres etapas.
Describe muy brevemente estas etapas (en qué consiste y cual es su objetivo o funcién).

1 .- Descender hasta el lugar de insercién, aplicando cambio de color cada vez que hay dos
hermanos rojos, y arreglando con rotaciéon simple o roble. Su objetivo es llegar al lugar donde
se insertara el nodo, evitando que el padre del nodo sea rojo y tenga un hermano rojo. (3 pts)

2.- Insertar un nodo rojo. (3 pts)
3.- Si el padre es rojo, balancear con rotacion simple o doble dependiendo del caso. (3 pts)

b) (5 pts) Tanto un arbol AVL como un arbol rojo negro son arboles ABB auto balanceados,
cuyas operaciones (insertar / eliminar) no son triviales de implementar. Entonces, ;por qué
construir o usar una estructura tan complicada cuando existe otra mucho més simple (un
arbol ABB “normal”) que cumple la misma funciéon? (Responde brevemente)

Porque es mas eficiente: al mantenerse balanceado, sus operaciones son O(log(n)), mientras
que un ABB normal puede desbalancearse, haciendo que sus operaciones sean O(n) en el
peor caso.

c) (6 pts) Considera el siguiente caso hipotético: “alguien” desarrollé una libreria en C++ con
una interfaz de arboles ABB (con operaciones para insertar, eliminar, consultar existencia y
obtener minimo y méximo) y 3 implementaciones: con un arbol ABB simple, un &arbol AVL y
un arbol rojo-negro. Considera también la siguiente funcién, que recibe un valor y una cota
inferior y superior y verifica si una base de datos contiene el valor y si todos los valores de la
base de datos estan entre las cotas entregadas:
boolean containsAndInRange (int value, int lowerBound,
int upperBound) {
DataSource* ds = InMemoryDatabase::datasource();
ABB* abb = i

return abb->find(value)
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2012-1-12-P3—Arbol rojo-negro, AVL, ABB

(2/2)

11IC2133 - Estructuras de datos y algoritmos [-2012 — Interrogacién 2

&& lowerBound <= abb->min ()
&& abb->max () <= upperBound;
}

Teniendo esto en cuenta, puedes completar la funcién con una de estas opciones:

i. ds->getDatalnSimpleABBTree()
ii. ds->getDatalnAVLTree()
iii. ds->getDataAsRedBlackTree()
Elige una opcién, y explica (brevemente) por qué la elegiste por sobre las otras 2.

Dado que lo Unico que se haréa con el arbol es buscar (find) y obtener los valores maximo y
minimo, nos basta con un arbol que esté balanceado. Por esta razén, tanto un AVL como un
rojo negro son igualmente validos como solucién. Dado que da igual entre estos 2, es
preferible en primer lugar el que sea “nativo” del datasource, y en caso que ambos tengan
que ser construidos por el datasource, el Rojo-Negro es preferible, pues es mas eficiente en

insercion.
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2012-1-12-P4-AVL, Arbol rojo-negro (1/2)

Pregunta 4 — Uso de estructuras (20 pts)

En esta pregunta, considera que tienes las siguientes estructuras a tu disposicién: ArrayList,
LinkedList, DoublyLinkedList, Queue, Stack, Heap, HashMap, ABBTree, AVLTree,
RedBlackTree y BTree.

Un programa lee enteros desde dos archivos, cada uno con un namero variable entre 1y 5
millones de datos. El programa debe escribir en un tercer archivo la lista de todos los
numeros, en orden ascendente, que estén en alguno de los dos archivos. Asi, por ejemplo, si
un archivo contiene 67, 11, y 42 y el otro contiene 11 y 17, el programa debera escribir un
archivo con 11, 17,42y 67.

Elige la o las estructura(s) que mejor se ajusta(n) al problema. Para cada estructura,
responde brevemente:

a) ¢Que rol desempeiia?
b) ¢Por qué esa estructura y no otra?
c) Si esa estructura no estuviera disponible, ¢con cual la reemplazarias? ;por qué?

Si crees que ayudaria a entender tu respuesta, escribe en seudo cédigo como harias este
programa usando las estructuras que elegiste.

Algoritmo:
Sea n = nimero total de datos.

Aca es importante identificar que, dado que los datos estan en archivos, estaremos obligados
a leerlos secuencialmente.
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2012-1-12-P4-AVL, Arbol rojo-negro (2/2)

[IC2133 - Estructuras de datos y algoritmos [-2012 — Interrogacion 2

Si usamos un ABB balanceado, podemos hacer que las operaciones sean O(log(n)) cada
una, y al leer secuencialmente un archivo y luego el otro, tendremos ~ n*log(n) operaciones.
Si luego recorremos el arbol inorden (lo cual es O(n)), tendremos los datos ordenados.

Estructura(s): Arbol Rojo-Negro.

a) Rol: Los datos cada archivo se leen secuencialmente y se ingresan al arbol (primero un
archivo, luego el segundo).

b) Porque permite hacer la carga de los datos en O(n*log(n)) operaciones, y obtener los
datos ordenados en O(n). En comparativa con otras estructuras, un AVL es del mismo orden,
pero sabemos que un AVL requiere mas operaciones en insercion que un rojo negro (en el
peor caso, aproximadamente el doble). Un heap también es del mismo orden de insercién,
pero obtener los datos ordenados desde el heap requiere O(n*log(n)) operaciones.

Una tabla hash que usa como clave y valor los datos también suena atractivo (sus
operaciones son ~O(1), manteniendo el factor de carga bajo 0.75). Sin embargo, esto tiene 2
inconvenientes:

i- si no inicializamos la tabla con el maximo n posible / 0.75, la tabla tendra que hacer resize,
y la operacion de resize de una tabla hash es similar a la de un ArrayList : O(n). Asi que o
desperdiciamos mucho espacio (con una tabla de 13,3 millones de entradas, cuando podrian
haber s6lo 2 millones de datos), o resentimos el performance de la tabla hash.

li: la tabla hash no esta ordenada, por lo que estariamos obligados a ordenar los datos luego.
Y sabemos que ordenar, en el mejor caso, es O( n*log(n) ) (usando heapsort). Este
argumento es fatal para todas las estructuras no ordenadas.

c¢) Con un AVL, por que insercién y obtener los datos ordenados sigue siendo O(n*log(n)) y
O(n) respectivamente, mejor que cualquier otra estructura.
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2011-2-11-P3-ABB balanceado (1/1)

3. Un arbol binario de busqueda (ABB) se dice balanceado si la diferencia en altura de ambos subarboles de cual-
quier nodo es cero o uno (p.ej., un arbol AVL). Un ABB se dice perfectamente balanceado si es balanceado y to-
das sus hojas estan en un mismo nivel o, a lo més, en dos niveles (p.ej., un heap binario). Da un algoritmo para
convertir cualquier ABB en un ABB perfectamente balanceado.

Para esto, considera un ABB totalmente desbalanceado, convertido en una lista ligada hacia la derecha, con 21
nodos, para algun entero k. Partiendo desde la raiz, baja por la lista y haz una rotacién simple a la izquierda
cada dos nodos (la primera rotacién es del hijo derecho de la raiz con respecto a la raiz; la segunda rotacién
involucra a los dos nodos siguientes en la lista; y asi sucesivamente).

Qué ha pasado con los desbalances cuando llegas abajo? ;Qué tendrias que hacer a continuacién para convertir
finalmente el arbol en uno perfectamente balanceado y completo? ;Cémo manejarias el caso de un arbol que no
puede ser completo, es decir, que su nimero de nodos no puede escribirse como 2+—1?

La sugerencia que parte en el segundo parrafo es como la ‘segunda’ pare del algoritmo pedido. La primera parte
consiste en convertir el arbol original en una lista ligada hacia la derecha; esto lo vimos en la ayudantia de 25/8:

while ( haya un nodo x con un hijo izquierdo y )
hacer una rotacién simple a la derecha, de y con respecto a x

Como cada rotacién simple a la derecha reduce en uno el nimero de hijos izquierdos en el arbol, a lo més n—1
rotaciones son necesarias para convertir todo el arbol en una lista ligada hacia la derecha.

Una vez hecho esto, se aplica el algoritmo sugerido. Las rotaciones sugeridas, a lo largo de la lista y ‘nodo por
medio’, van reduciendo paulatinamente el desbalance: las primera rotaciéon reduce el desbalance de la raiz en dos;
las siguientes, en uno cada una. Asi, al llegar abajo, el desbalance de la raiz se ha reducido de n—1 a n—3-{n/2 — 1..
También se han reducido los desbalances de los subarboles. Lo que hay que hacer a continuacién es repetir el
proceso, desde la raiz, por la rama més a la derecha del arbol; el nimero rotaciones a realizar en esta segunda
pasada va a ser la mitad de las de la primera pasada, y el arbol va a quedar atin un poco mejor balanceado. Y asi
sucesivamente, hasta formar un arbol completo (ya que n es de la forma 2#—1) perfectamente balanceado.

Si el arbol original no es completo, hay que tratar el nimero de nodos ‘sobrantes’ como casos especiales, p.ej.,
haciendo ese namero de rotaciones a la izquierda justo antes de aplicar el algoritmo sugerido.
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2011-2-11-P4—Arbol rojo-negro (1/1)

. Uno de los ejercicios propuestos en el texto de Cormen et al. afirma que si un arbol rojo-negro de méas de un nodo
ha sido construido sélo a través de operaciones de insercion (sin eliminaciones), entonces el arbol tendra al menos
un nodo rojo. Muestra con un ejemplo que un arbol rojo-negro de mas de un nodo puede tener sélo nodos negros si
su construccién ha incluido eliminaciones.

Supongamos un arbol inicialmente vacio, al que insertamos las claves 3, 2 y 4, en este orden: 3 queda en la raiz, y
es negro, y 2y 4 son sus hijos izquierdo y derecho, respectivamente, ambos rojos. Si ahora insertamos la clave 1,
esta va a parar como hijo izquierdo de 2, también rojo. Al ser rojos 2 y su hijo 1, hay que hacer algo; en este caso,
como el hermano de 2, 4, también es rojo, intercambiamos colores por niveles: pintamos negros 2 y 4 y pintamos
rojo 3. Pero como 3 es la raiz, lo volvemos a pintar negro. En este momento, sélo 1 es rojo.

Si ahora eliminamos 1, simplemente eliminamos una hoja roja, por lo que no es necesario hacer ninguna otra
operacién en el arbol, que asi queda sélo con tres nodos negros.
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2011-2-13-P4—Nuevo arbol de ordenacion

(1/1)

. Cambiemos levemente la definicién de un arbol-B. Definamos el orden del arbol como el nimero
maximo de hijos que puede tener un nodo. Entonces, un 4rbol-B de orden m tiene las siguientes
propiedades: la raiz tiene al menos dos hijos, excepto si es una hoja; cada nodo interno (que no sea la
raiz) tiene k-1 claves y % referencias a hijos, en que [ m/2]< k < m; cada hoja tiene k-1 claves, en que
[m/2]<k<m. P.ej., en un arbol-B de orden m = 5, cada nodo interno tiene entre 2 y 4 claves y entre 3
v b hijos, y cada hoja tiene entre 2 y 4 claves.

Supoén que comenzamos con un arbol-B de orden 5 vacio.
a) Muestra el arbol después de insertar las claves 8, 14, 2, 15.
b) Muestra el arbol después de insertar las claves 3, 1, 16, 6, 5.

¢) Muestra el arbol después de insertar las claves 27, 37, 18, 25, 7, 13, 20.
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2011-2-Ex-P2-ABBB (1/1)

2. Supdn que tienes n votos para presidente del centro de alumnos, en que cada voto es el nimero de

alumno (un entero) del candidato.

a) Sin saber quiénes son los candidatos ni cuantos candidatos hay, da un algoritmo de tiempo O(nlogn)

para determinar al ganador, usando a lo mas O(n) memoria extra.

Ver b).

b) Si ahora sabes que hay k& < n candidatos, da un algoritmo de tiempo O(nlogk) para determinar al

ganador, usando a lo mas O(k) memoria extra.

A medida que vamos revisando los votos, los vamos insertando en un ABBB: cada insercién en un ABBB de (a lo
maés) k elementos toma tiempo O(logk). Si el nimero de alumno del voto ya estd en el ABBB, entonces no lo

insertamos (nuevamente), sino que incrementamos un contador.
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2011-2-Ex-P3-AVL, Arbol rojo-negro (1/1)

. Justifica que los nodos de cualquier arbol AVL T pueden ser pintados “rojo” y “negro” de manera que T’
se convierte en un arbol rojo-negro.

Hay justificar que en un arbol AVL la ruta (simple) mds larga de la raiz a una hoja no tiene mas del doble de
nodos que la ruta (simple) més corta de la raiz a una hoja.

Esto es asi: el arbol AVL més “desbalanceado” es uno en el que todo subarbol derecho es mas alto (en uno) que el
correspondiente subarbol izquierdo (o vice versa). En tal caso, el nimero de nodos en la ruta més larga crece
segln 2h, y el de la ruta mas corta, segin A+1, en que A es la altura del arbol

Asi, para cualquier ruta (simple) desde la raiz a una hoja, sea d la diferencia entre el nimero de nodos en esa
ruta y el nimero de nodos en la ruta més corta. Si todos los nodos de la ruta més corta son negros, entonces los
otros d nodos deben ser rojos: pintamos la hoja roja y, de ahi hacia arriba, nodo por medio hasta completar d
nodos rojos.
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2010-2-11-P2-ABB (1/1)

2. Demuestra que cualquier ABB arbitrario de n nodos puede ser transformado en cualquier otro ABB arbitrario de n
nodos usando O(n) rotaciones.

a) Primero, prueba que con a lo més n—1 rotaciones a la derecha puedes convertir cualquier ABB en uno que es
simplemente una lista de n nodos ligada por los punteros a los hijos derechos.

Llamemos lista derechista a la lista de nodos ligada por los punteros a los hijos derechos; queremos convertir el
arbol en una lista derechista de n nodos. Inicialmente, la lista derechista tiene al menos un nodo: la raiz del darbol.

Cada rotacién a la derecha respecto de un nodo que estd en la lista derechista, y tiene un hijo izquierdo, agrega ese
hijo izquierdo a la lista derechista. La lista comienza con al menos un nodo, que es la raiz. Por lo tanto, con a lo
mds n—1 rotaciones a la derecha, todos los nodos han pasado a la lista.

Ahora observa que si conocieras la secuencia de rotaciones a la derecha que transforman un ABB arbitrario 7" en
una lista ligada 7", entonces podrias ejecutar esta secuencia en orden inverso, cambiando cada rotacién a la
derecha por su rotacién inversa a la izquierda, para transformar 7” de vuelta en 7.

b) Explica como transformar un ABB 71 en otro 7%, pasando por la lista ligada inica 7” de nodos de 71 (que es la
misma que la de los nodos de 7%). ;(Cuantas rotaciones a lo més es necesario hacer para esto?

T’ es la lista derechista. Como vimos en a), podemos convertir T1 en T” con a lo mds n—1 rotaciones a la derecha.
Como los nodos de T2 son los mismos que los de T1, entonces también podriamos convertir T2 en T" con a los mds
n—1 rotaciones a la derecha. Si a partir de T” aplicamos estas tilltimas n—1 rotaciones en orden inverso, y cada vez
rotamos a la izquierda en vez de la derecha, obtenemos T2.
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2010-2-11-P3—Arbol rojo-negro (1/1)

3. (Cuantos cambios de color y cuantas rotaciones pueden ocurrir a lo mas en una inserciéon en un arbol rojo-negro?
Justifica tus respuestas.

Recuerda que al insertar un nodo, x, lo insertamos como una hoja y lo pintamos de rojo. Si el padre, p, de x es
negro, terminamos. Si p es rojo, tenemos dos casos: el hermano, s, de p es negro; s es rojo. Si s es ne-gro,
realizamos algunas rotaciones y algunos cambios de color. Si s es rojo, sabemos que el padre, g, de p y s es negro;
entonces, cambiamos los colores de g, p y s, y revisamos el color del padre de g.

Hacemos O(log n) cambios de color y O(1) rotaciones. Como dice arriba, esto ocurre solo cuando p es rojo.

Si s es negro, hacemos exactamente una o dos rotaciones, dependiendo de si x es el hijo izquierdo o el hijo derecho
de su padre; y hacemos exactamente dos cambios de color.

Si s es rojo, no hacemos rotaciones, solo cambios de color. Inicialmente, cambiamos los colores de tres nodos: g,
que queda rojo, y sus hijos p y s, que quedan negros. Como g queda rojo, hay que revisar el color de su padre: si es
negro, terminamos, si es rojo, repetimos estos tiltimos cambios de color, pero mas “arriba” en el drbol.
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2010-2-11-P4-Max-Heap (1/1)

4. Un arreglo a tiene inicialmente el siguiente contenido:
a=[018 14 17 19 8 13 6 4 23 0 12 15].
Transférmalo en un max-heap binario usando el siguiente algoritmo:
for (k = 5; k >= 0; k = k-1) heapify(k)

Muestra el resultado, como arbol binario, después de cada iteracién.
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2010-2-Ex-P4-Arbol rojo-negro (1/1)

4) Con respecto a los arboles rojo-negro:

a) Sup6n que “absorbemos” todo nodo rojo dentro de su padre negro, de modo que los hijos del nodo rojo son ahora
hijos del padre negro. [2 pts.] ;Cudles son los posibles grados de un nodo negro después de que todos sus hijos
rojos son absorbidos? [1 pt.] ;{Qué pasa con la profundidad de las hojas del arbol resultante?

b) Supén que insertamos un nodo x en un arbol rojo-negro y luego lo eliminamos inmediatamente. (Es el arbol
resultante el mismo que el inicial? Justifica tu respuesta.

a) [2 pts.] El grado grado de un nodo negro después de absorber sus hijos rojos es
2, s1 sus hijos eran negros
3, si un hijo era negro y el otro rojo
4, si ambos hijos eran rojos

[1 pt.] Todas las hojas del arbol resultante tienen la misma profundidad.

b) No (en general). Basta con mostrar un contraejemplo en que cambie la forma o los colores.
P.ej., un 4rbol de raiz 3 (negra), y con hijo izquierdo 2 (rojo): si insertamos el nodo 1 (rojo), como hijo izquierdo de
2, y hacemos una rotaciéon simple a la derecha (para evitar un nodo rojo con padre también rojo), queda el arbol
con raiz 2 (negra), e hijos derecho 1 e izquierdo 3 (ambos rojos). Si ahora eliminamos el nodo 1, que acabamos de
insertar, queda el arbol con raiz 2 (negra), y con hijo derecho 3 (rojo), distinto del arbol inicial.
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3 Hashing

En esta seccion se encuentran los siguientes con-
tenidos:

— Tablas de Hash

— Funciones de Hash
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2020-2-12-P4-Hash con encadenamiento (1/1)

Pregunta 4

Considera la siguiente implementaciéon de una tabla de hash con encadenamiento: la tabla es un arreglo
T en que cada casillero T[4] tiene tres campos: dos punteros, y un espacio para guardar lo que queremos
guardar en la tabla. En todo momento, todos los casilleros vacios de la tabla se mantienen en una tnica lista
L doblemente ligada de casilleros disponibles, usando los campos punteros de los casilleros para indicar el
anterior y el siguiente. Para insertar un elemento con clave k en la tabla, hacemos lo siguiente: miramos el
casillero T'[h(k)]; si el casillero estd disponible, entonces lo extraemos en O(1) de la lista L y lo usamos para
guardar el elemento; en caso contrario, sacamos el primer casillero disponible de la lista L, guardamos alli el
elemento, y colocamos este casillero a la cola de una lista simplemente ligada que parte en T'[h(k)]. Compara
este esquema con el esquema de encadenamiento visto en clases. En particular, compara la complejidad
esperada de las operaciones de insercion, buisqueda y eliminacién.

Solucién Pregunta 4)

Por cada una de las operaciones (insercién, buisqueda y eliminacién):

» 1 punto por el cdlculo correcto de la complejidad (dependiendo de si es caso promedio o peor caso
segin mencionado por estudiante): O(n) en el peor caso y O(1) en el caso promedio. 0.5 puntos si no
se justifica o se justifica parcialmente.

Elementos que se pueden usar para el calculo del caso promedio:

e Al asumir que h(k) es uniforme, se puede hacer un argumento a que en el caso promedio las listas
ligadas con elementos de cada uno de los nodos tendrdan un nimero acotado de elementos, con
esto se puede argumentar que es O(1).

e Alternativamente se puede hacer el simil con el esquema encadenamiento visto en clases, y ar-
gumentar que la diferencia de operaciones en cada uno de los pasos tiene la misma complejidad
asintética. Con esto, se puede acudir a los resultados de complejidad vistos en clase.

En el peor caso, también se puede acudir al simil con el esquema de encadenamiento visto en clases, o
también explicar cudl es el peor caso, donde todos los elementos resultan tener el mismo h(k), por lo
que para insertar un elemento seria O(n), para acceder o eliminar a un elemento el peor caso es cuando
el elemento estd al final de la lista ligada, en el mismo caso anterior, por lo que también serfa O(n)
porque habria que recorrer esa lista ligada en su completitud.

= 1 punto por la comparacién con encadenamiento. Independiente del caso, el estudiante debe llegar a
que la complejidad es igual a la del esquema de encadenamiento visto en clases. En la comparacién, el
estudiante debe aludir al simil en las operaciones realizadas por cada uno de los esquemas, llegando a
la conclusién que tienen la misma complejidad.

Puntaje total de la pregunta: 6 puntos.
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2019-2-12-P1-2-Tabla de Hash (1/1)

2) La pizzeria intergalactica M87 sirve pizzas de todos los incontables sabores existentes en todos los
multiversos, y necesita ayuda para hacer mas eficiente la atencién de los millones de pedidos que recibe
por segundo. Los pedidos funcionan de la siguiente manera:

— Una persona solicita una pizza del sabor que haya escogido y da su nombre. Su pedido se
agrega al sistema.

— Cuando la pizza esta lista, se llama por el altavoz a la persona que haya pedido ese sabor hace
mas tiempo, y, una vez entregada la pizza, se borra ese pedido del sistema.

Explica como usar tablas de hash para llevar a cabo este proceso eficientemente. ¢ Qué esquema de
resolucion de colisiones deberia usarse y por qué? ¢Qué es lo que se guarda en la tabla?

Solucion:

Para eso usamos una tabla de hash que nos permita guardar multiples values para un mismo key. En este
caso key corresponde al tipo de pizza y un value corresponde al nombre de |la persona que lo pidié. [1.5pts]

Los values de un mismo key se deben guardar en una Cola (FIFO), de manera que agregar un nuevo value
o extraer el siguiente sea 0(1) y se atienda en orden de llegada. [1pt]. (Si deciden guardarlo en un Heap
que ordena por orden de llegada, las operaciones son O(log n) , por lo que sélo obtienen [0.5pts])

La eliminacion del pedido sale automatica con el heap o la cola ya que obtener el siguiente elemento lo
extrae de la estructura. [1pt]

Pero como el dominio de las key es infinito, debemos ir despejando las celdas de la tabla cuando una key
se queda sin values, ya que no tenemos memoria infinita. [0.5pts] Para esto es necesario usar
encadenamiento ya que permite eliminar keys de la tabla sin perjudicar el rendimiento de esta. De esta
manera, en caso de que varios sabores de pizza sean hasheados a la misma celda de la tabla (colisién de
sabores), las colas FIFO de los nombres de las personas que pidieron esas pizzas deberan ser encadenadas
en una lista doblemente ligada que las contenga [2pts].

Ej: tabla de hash con k celdas, con colision de sabores Pepperoni y Queso en k = 1.

0 —‘» Yadran ‘—‘ Juana ‘
1 4* Queso ‘—’ Vicho H Antonio H Maria ‘
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2019-1-C3—Tabla de Hash, Heap (1/2)

Estructuras de Datos y Algoritmos — iic2133
Control 3
17 de abril, 2019

Nombre:

1) Una tienda quiere premiar a sus k clientes méas rentables. Para ello cuenta con la lista de las
n compras de los Gltimos afios, en que cada compra es una tupla de la forma (ID Cliente, Monto).
La rentabilidad de un cliente es simplemente la suma de los montos de todas sus compras.

Explica como usar tablas de hash y heaps para resolver este problema en tiempo esperado —o

promedio— O(n + nlogk).

Solucion: El problema se separa en dos partes. Se asignara puntaje por separado para cada una.

- Calcular la rentabilidad de cada cliente (2pts)

Queremos obtener el set de tuplas (ID Cliente, Rentabilidad), donde la rentabilidad para el
ID Cliente = i eslasuma de todos los montos de las tuplas de la forma (i, Monto).

Para esto creamos una tabla de hash T donde se almacenan tuplas (ID Cliente, Monto). Cada
vez que se inserte un ID Cliente:

- Siyaestd en la tabla, se suma el monto recién insertado al monto guardado.

- Sino, se guarda en la tabla con el monto recién insertado como monto inicial.
Al hacer esto con todas las n tuplas hemos efectivamente encontrado la rentabilidad para cada
cliente. [1pt]

La insercion en esta tabla tiene tiempo esperado O(1) como se ha visto en clases. Como se
realizan n inserciones, esta parte tiene tiempo esperado O (n). [1pt]

- Buscar los k clientes mas rentables (4pts)

Posible solucion:

Sea m el total de clientes distintos. Creamos un min-heap de tamafio k que contendrd los k
clientes mas rentables que hemos visto hasta el momento. De este modo, la raiz del heap es el
cliente menos rentable de los k mas rentables encontrados hasta el momento. [1pt]

Iteramos sobre las tuplas en T, insertando en el heap hasta llenarlo, usando la rentabilidad como
prioridad. Luego de haber llenado el heap, seguimos iterando sobre T. Para cada elemento que
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2019-1-C3—Tabla de Hash, Heap (2/2)

veamos que sea mayor a la raiz, lo intercambiamos con esta. Luego hacemos sift-down para
restaurar la propiedad del heap. Esto mantiene la propiedad descrita en el parrafo anterior. [2pts]
(También es posible extraer la cabeza del heap e insertar el nuevo elemento normalmente)

Cada insercidn en el heap toma O(log k). En el peor caso insertamos los m elementos en el heap,
por lo que esta partees O(m log k). Pero como en el peor casom = n, esta partees O(n log k).
[1pt]

Para cada seccion, no se asignara puntaje si no explican correctamente el método propuesto o
este no resuelve correctamente el problema. Para la segunda seccion, se asignara como maximo
1pt si no alcanzan la complejidad solicitada.

2) La pizzeria intergalactica M87 sirve pizzas de todos los incontables sabores en existencia en
todos los multiversos, y necesita ayuda para hacer més eficientes la atencion de los pedidos, ya
que recibe millones por segundo. Los pedidos funcionan de la siguiente manera:

- Una persona solicita una pizza del sabor que haya escogido y da su nombre. Su pedido se
agrega al sistema.

- Cuando una pizza est4 lista, se llama por el altavoz a la persona que haya pedido ese sabor
hace més tiempo, y, una vez entregada la pizza, se borra ese pedido del sistema.

Explica como usar tablas de hash para llevar a cabo este proceso eficientemente. jQué esquema
de resolucién de colisiones deberia usarse y por qué? ;Qué es lo que se guarda en la tabla?

Solucidén: Necesitamos resolver las siguientes operaciones:

- Registrar pedido (pizza, nombre). Para una misma pizza los nombres deben guardarse por
orden de llegada.

- Buscar el siguiente nombre para una pizza dada.

- Eliminar el pedido del sistema.

Para eso usamos una tabla de hash que nos permita guardar multiples values para un mismo key.
En este caso key corresponde al tipo de pizza y un value corresponde al nombre de la persona que
lo pidio. [1.5pts]

Los values de un mismo key se deben guardar en una Cola (FIFO), de manera que agregar un nuevo
value o extraer el siguiente sea O (1) y se atienda en orden de llegada. [1pt]. (Si deciden guardarlo
en un Heap que ordena por orden de llegada, las operaciones son O(log n), por lo que sélo
obtienen [0.5pts])

La eliminacién del pedido sale automatica con el heap o la cola ya que obtener el siguiente
elemento lo extrae de la estructura. [1pt]
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3. Setiene un stream de largo indefinido, que termina con el dato d*. Cada dato d = (u,
v) estd formado por los nombres de dos ciudades, uy v, y representa la existencia de un
vuelo directo de la ciudad v a la ciudad v. La idea es interpretar cada dato como una
arista direccional que se agrega a un grafo inicialmente vacio.
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a) [2 pts.] Explica como guardas el grafo en memoria; es decir, describe las
estructuras de datos necesarias (tales como tablas de hash, listas de adyacencia,
matriz de adyacencia, etc.), en lo posible ayudado por un dibujo. Ten presente que los
datos originales son nombres de ciudades y no nimeros. Define el struct nodo que
usarias en C y qué cosas guarda.

Solucioén:

En primer lugar, el largo del stream es indefinido, y ademas no conocemos la lista de
todas las ciudades. Eso significa que si o si es necesario el uso de un diccionario
(tabla de hash) para guardar los datos, ya que no podemos definir de antemano una
forma de guardarlos. [0.75pt] Por otro lado, es necesario usar el modelo de listas de
adyacencia usando listas ligadas, ya que podemos ir agregandole vecinos a un nodo
en O(1) sin costo adicional de memoria (a diferencia de la matriz de adyacencia que
ocupa mucha mas memoria de la necesaria y ademas no conocemos el tamafio de
que deberia tener o un arreglo de largo fijo para los vecinos) [0.75pt]

En esta tabla se guardan los pares <key, value> donde key son los nombres de las
ciudades y value es un contenedor con toda la informacién de ese nodo.

Este contenedor tiene la siguiente forma:
struct nodo
{
id; // E1 nombre de la ciudad
vecinos; // la lista de adyacencia (nodos vecinos) de ese nodo
}
La lista de adyacencia tiene punteros directamente a los nodos vecinos
[0.5pt]

[Los tipos de C no son relevantes mientras quede claro qué se esté guardando]

Considera ahora que cada dato en realidad es un trio de la forma d = (y, v, w) en que w
es la duracién del vuelo, en minutos (es decir, un nimero entero no negativo), entre uy
V.

b) [1 pt] ;Cémo cambia tu modelo del grafo en a)?

Solucioén:
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La unica diferencia es que ahora hay que guardar el peso w de las aristas del grafo
en algun lado. [0.5pt] Ese lugar puede ser en la lista de vecinos del struct nodo,
donde ahora en lugar de guardar punteros a los vecinos se guarden tuplas (nodo*,
peso). [0.5pt]

Finalmente, queremos aprovechar el hecho de que tenemos los datos representados
como un grafo direccional con costos para buscar las rutas mas cortas (rapidas) desde
la ciudad a “a” todas las otras ciudades.

c) [1pt] ¢Qué algoritmo usarias para lograr esto? ;Por qué?

Solucion:

“_n

Dijkstra. [0.5pt] Porque el algoritmo de Dijkstra partiendo desde un nodo “a” genera
un arbol de rutas mas cortas desde ese nodo a todos los otros nodos, que es
precisamente lo que queremos. [0.5pt]

d) [1pt] ¢ Qué estructuras de datos adicionales necesitas para ejecutar eficientemente el
algoritmo de ¢)? ¢ Por qué?

Solucioén:

Dijkstra es un algoritmo codicioso que en cada paso explora el siguiente nodo al que
es mas barato llegar desde “a” dado los nodos que se han explorado. [0.5pt] Para
esto necesita una cola de prioridades (heap) [0.5pt]

e) [1pt] ¢Es necesario modificar tu modelacion en b) para usar este algoritmo? ¢Por
qué?

Solucion:

Si. Cuando el algoritmo de Dijkstra explora un nuevo nodo lo hace junto con una
referencia de “desde donde” se explord ese nodo (también conocido como “el padre
del nodo”), creando asi el arbol. Para esto es necesario agregar un puntero al nodo
padre en el struct. [1pt] El algoritmo también debe poder identificar si un nodo ha sido
0 no explorado, aunque esto es posible hacerlo revisando si el nodo padre es nulo. Si
se menciona un atributo de este estilo sin mencionar el nodo padre solo se da [0.25pt]
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2a) Hashing

Queremos multiplicar dos nimeros Xy Y, y para verificar si el resultado Z = X X Y es correcto, aplica-
mos una funcién de hash 4 a los tres nimeros y vemos si

h( n(X) X h(Y) ) = h(Z).

Si los nameros difieren, entonces cometimos un error, pero si son iguales, entonces el resultado es
(muy probablemente) correcto. h se define como calcular repetidamente la suma de los digitos, hasta
que quede un solo digito, en cuyo caso 9 cuenta como 0.

P.ej., si X= 123456 y Y = 98765432, entonces Z = 12193185172992, y A(X) = h(21) = 3, h(Y) = h(44) =
8, h(Z) = h(60) = 6, y efectivamente, h(3 X 8) = h(24) = 6 = h(Z). Notemos que el digito 9 no influye en
el resultado calculado de h; p.ej., h(49) = h(13) = 4.

a) Da una expresién matematica para A(X) [1.5 pts.]; y b) muestra que este método de verificaciéon del
resultado de la multiplicacién es correcto [1.5 pts.].

Respuesta:

a) X mod 9 (También se aceptan respuestas en donde el alumno calcula la suma de los digitos
con alguna expresién y después puso médulo 9, o expresiones recursivas, funciones compuesta
y otras donde se mencione explicitamente que h(9) = 0 o se maneje bien ese caso)
b)
Sabemos que:
X=9%xQ,+ R
Y =9xQ:+ R,
X xY=2Z
Y queremos demostrar que:
h(h(X) x W(Y)) = h(Z)
R(R(9 x Q1+ Ry) x h(9 X Q2+ Ry) = h(X xY)
B(h(9 x Q1 + Ry) x h(9 x Qa2+ Ra) = h((9 x Q1 + R1) x (9 x Q2+ Ry))
En la expresion de la izquierda podemos eliminar todos los términos multiplos de 9 ya que
estamos trabajando en mod 9, obteniendo
h(Ry x Ro) = h((9 x Q1+ R1) x (9 x Q2 + R2))
h(Rix R2) =h(8l1 X Q1 X Q2+ 9X Q1 X Ry +9%xQ2%x R+ Ry X Ra)
Nuevamente, eliminamos los términos multiplos de 9 de la expresion de la derecha ya que
estamos trabajando en mod 9, obteniendo
h(Ry x R2) = h(9%x (9 X Q1 x Q2+ Q1 X Ro+ Q2) + Ry X Ra)
h(Ry x Ry) = h(Ry x Ry)

Notas: Se aceptaran demostraciones menos formales, incluso con palabras, siempre que mencionen
que los cocientes se eliminan ya que se esta trabajando en mod 9 y quedan los restos. No se aceptaran
respuestas que solo mencionan la propiedad sin demostrarla. Si el alumno no uso X mod 9 en la parte
a, se debera evaluar caso a caso.

2b) Tablas de hash
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Para cada uno de los siguientes problemas, responde si es posible resolver el problema eficientemente
mediante hashing. En caso afirmativo, explica claramente c6mo; de lo contrario, sugiere otra forma
de resolverlo segtn lo estudiado en el curso.

a) Considera un sistema de respaldo en que toda la informacién digital de una empresa tiene que ser
respaldada, es decir, copiada, cada cierto tiempo. Una propiedad de estos sistemas es que solo una
pequena fraccién de toda la informacién cambia entre un respaldo y el siguiente. Por lo tanto, en
cada respaldo, solo es necesario copiar la informacién que efectivamente ha cambiado. El desafio
es, por supuesto, encontrar lo més que se pueda de la informacién que no ha cambiado. [1.5 pts.]

Si es posible resolver mediante hashing. Un ejemplo de implementacién eficiente mediante hashing es
el uso de una funcién de hash que inicialmente se haya usado para respaldar toda la informacién.
Estos elementos habrian llegado a algin espacio de la tabla. Al momento de querer respaldar
nuevamente la informacién que cambid, uno puede tomar cada archivo de la informacién digital y
utilizar el hash para identificar si este se modificé en la tabla (por ejemplo, hashear el nombre del
archivo con su path y la fecha de modificacién, o también hashear el archivo completo) y en caso de
que coincidan, no se respalda. En caso de que sean diferentes, se puede generar el nuevo hash a
partir de un hash incremental y los pocos cambios generados para luego insertar nuevamente en la
tabla (liberando la anterior o complementando con el resto de la informacién nueva a respaldar).

b) Dada una lista L de nimeros, queremos encontrar el elemento de L que sea el mas cercano a un
numero dado x. [0.5 pts.]

No es resolvible por hashing eficientemente. Dado que es una lista sin un orden especifico, se debe
considerar alguna alternativa que entrega un orden para luego hacer por ejemplo una btisqueda
binaria sobre un arreglo o una btisqueda sobre un arbol binario balanceado.

¢) Queremos encontrar un string S de largo m en un texto 7'de largo n. [1 pt.]

Se vio en clases. Se puede resolver eficientemente mediante hashing. Usando una funcién de hash
incremental, se toman los primeros m caracteres del texto de largo n para calcular el hash. De esta
manera se compara con el hash del string S a buscar. En caso de que no sean iguales los hash,
debes eliminar el primer elemento del string y agregar el siguiente del texto (O(1)) para luego
volver a realizar el proceso. En caso de que existan colisiones, es mejor revisar caracter a caracter
en caso de que sean iguales los hash.

3. Rotaciones + arboles de busqueda balanceados

a) [Teorema fundamental de las rotaciones]. Muestra que cualquier arbol binario de busqueda (no
necesariamente balanceado) puede ser transformado en cualquier otro arbol binario de busqueda
con las mismas claves mediante una secuencia de rotaciones simples.

b) Determina un orden en que hay que insertar las claves 1, 3, 5, 8, 13, 18, 19 y 24 en un arbol 2-3
inicialmente vacio para que el resultado sea un arbol de altura 1, es decir, una raiz y sus hijos.

c) Considera un arbol rojo-negro formado mediante la insercién de n nodos usando el procedimiento
visto en clase. Justifica que si n > 1, el arbol tiene al menos un nodo rojo.

d) Muestra como construir un arbol rojo-negro que demuestre que, en el peor caso, casi todas las rutas
desde la raiz a una hoja tienen largo 2 logV, en que N es el nimero de nodos del arbol.

Respuesta:
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2. Tablas de hash

Explica como manejar una tabla de hash si los elementos se almacenan dentro de la tabla (recuerda que puede
haber colisiones), y ademas mantenemos una lista ligada de todos los casilleros vacios. Su-ponemos que cada
casillero de la tabla puede almacenar un flag (un bit 0 o 1) y, ya sea, un elemento mas un puntero, o bien dos
punteros. El objetivo es que todas las operaciones de diccionario (inser-cion, busqueda y eliminacion), asi
como las operaciones sobre la lista ligada, puedan ser ejecutadas en tiempo esperado O(1). (Es necesario que
la lista ligada sea doblemente ligada?

Respuesta

Usamos el flag para indicar si el casillero tiene un puntero y un elemento (vale 0, cuando forma parte de una lista de
elementos insertados que tienen el mismo valor de hash, similar a hashing con encadena-miento), o dos punteros
(vale 1, cuando forma parte de la lista doblemente ligada de casilleros vacios). Los punteros son simplemente
indices de casilleros en la tabla. Sea L la lista de casilleros vacios, y sean prev y next los dos punteros de cada
casillero vacio. [0.5 pts.]
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Sea x el dato que nos interesa y sea & su valor de hash.

Insercion. Si el casillero & esta vacio (su flag vale 1, por lo que forma parte de L), entonces lo sacamos de L —en
tiempo O(1), ya que L es doblemente ligada— y almacenamos ahi x, p.ej., en el campo del puntero prev. Ademas,
ponemos el flag del casillero en 0 y el puntero next en null. El casillero k pasa asi a ser el primer elemento (y por
ahora el inico) de una lista de elementos que tienen valor de hash £. [1 pt.]

Si, por el contrario, el casillero & esta ocupado (su flag vale 0), entonces hay dos posibilidades:

- Es el primer elemento de una lista L, de elementos insertados que tienen valor de hash £ ; entonces saca-mos un
casillero (p.ej., el primero) de L, almacenamos x en este casillero (en el campo prev), y agregamos el casillero a la
lista L, (p.¢j., como segundo elemento). Todas estas operaciones toman tiempo O(1). [0.5 pts.]

- Es un elemento de una lista de elementos insertados que tienen valor de hash £’ # & ; entonces sacamos el casillero
k de esta lista (por supuesto, lo reemplazamos por un casillero de L), y lo convertimos en el primer casillero de la
lista de elementos que tienen valor de hash k. Nuevamente, todas estas operaciones toman tiempo O(1). [0.5 pts.]

Buisqueda. Si el casillero k no tiene a x, entonces seguimos la cadena de punteros next que empieza aqui. Al hacer
esta busqueda, conviene guardar el puntero al elemento anterior al que estamos mirando (para el caso de
eliminacion). Esta operacion no toma tiempo O(1). Para la bisqueda, vale el mismo argumento visto en clase para
hashing con encadenamiento. [2 pt.]

Eliminacion. Supongamos que al hacer la bisqueda anterior, en la lista L, que empieza en el casillero £,
encontramos a x en el casillero ¢, que el casillero anterior a ¢ en L, es el casillero p, y que el casillero siguiente es 7.
Entonces sacamos el casillero g de L,, 1o ponemos (de vuelta) en L, y actualizamos L, (haciendo que el casillero p
apunte al casillero 7). [1.5 pts]
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2. Hashing universal es una técnica para generar buenas funciones de hash. Dado un universo de claves U, se
definen la funciones g, 4(k) = (ak + b) mod p y hq p(k) = ga,p(k) mod m, donde p es un primo tal que p > k,
paracadak € U,ya e {l,...,p—1}ybe{0,...,p—1}.

a) Una de las razones porque h, ; es “buena” es porque “evita colisiones antes de médulo m”. Esto significa
que si k # k', entonces g, 4(k) # ga,p(k"). Demuestre este resultado.

Respuesta (2 puntos): Esto se puede demostrar por contradiccién, asumiremos lo contrario, es decir k #
k'Y ga,b(k) = ga,p(k’). Desarrollamos la igualdad:

ga.v(k) = gap(K')
ga,b(k) - ga,b(k/) =0
(ak + b) mod p — (ak’ + b) mod p = 0

Utilizando las propiedades del médulo y que la resta siempre estard en el rango {0, p — 1} llegamos a que:

((ak +b) — (ak’ + b)) mod p =0
(a(k — k') mod p =0

Luego, para que se cumpla la igualdad se debe cumplir alguna de las siguientes condiciones:

= amod p = 0, lo cual no es cierto debidoaque a € {1,...,p—1}ybe {0,...,p—1}.
= (k—k’)mod p = 0, lo cual no es cierto ya que p > k y por lo tanto la diferencia nunca estard fuera
del rango {0, p — 1}. Ademds como k # k' la resta nunca serd 0.

= a(k — k') = cp con c entero. Tampoco es cierto, ya que si lo fuera a o (k — k') serfan divisores de p,
lo cual sumando el hecho de que a < p,y (k — k') < p contradice el hecho de que p es primo.

Por lo tanto llegamos a una contradiccién, ya que es imposible que se cumpla la igualdad.

Asignacién de puntaje:
= 1 punto por demostrar que la expresion no es igual a 0 antes del médulo.
= 1 punto por demostrar que la expresion no es igual a un mltiplo de p.

b

=

El teorema de a) se puede demostrar sin obligar a que p sea primo, pero imponiendo otras restricciones
sobre g, (k). Diga cudles y demuestre su respuesta.

Respuesta (2 puntos): Se mantienen la condiciones anteriores pero agregando la condicion de que a sea
primo relativo a p, es decir que a no tenga divisores en comtn con p. La demostracion es equivalente a la de
a), solo que ahora a(k — k") = ¢p no puede ser cierto ya que significaria que un factor primo de a esté en p.

Asignacion de puntaje:
= 2 puntos por respuesta correcta junto a su demostracion.
= 1.5 puntos por respuesta correcta con errores en la justificacion.
= 1 punto por solo decir que a no sea un divisor de p (Esto no es suficiente, podria pasar que a sea un
factor de cp)
= 0.5 puntos por dar condiciones demasiado restrictivas, por ejemplo restringir que |a(k — k’)| sea me-
nor a p.
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¢) Muestre que si relajamos la restriccion “p > k, para cada k € U™ es posible que g, 5(k) = ga,5(k’) incluso
cuando k # k'.

Respuesta (2 puntos):
Ahora se puede dar que k — k' = ¢p y por lo tanto es posible que (a(k —k’)) mod p = 0. También se puede
demostrar con un contraejemplo, un caso serfaa = 1,b=0,p =3,k = 1,k' = 4.
Gap(k)=(1-1+0)mod3 =1
Gap(k)=(1-4+0)mod 3 =1

La asignacion de puntos es binaria, se dan 0 o 2 puntos.
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PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
ESCUELA DE INGENIER{A
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

IIC 2133 — Estructuras de Datos y Algoritmos
Examen
Primer Semestre, 2017

Duracion: 3 hrs.

1. Para cada una de las siguientes afirmaciones, diga si es verdadera o falsa, siempre justificando su respuesta.

a)
b)

[

~

d)

e

~

)

8)

h)

b))

9]

Quick Sort es un algoritmo de ordenacién estable. Respuesta: Falso. Basta con dar un contraejemplo.

Sea e la segunda arista mas barata de un grafo dirigido aciclico G con mds de dos nodos y aristas con costos
diferentes. Entonces e pertenece al drbol de cobertura de costo minimo para GG. Respuesta: Verdadero. Si
usamos el algoritmo de Kruskal, la segunda arista mas barata es siempre agregada al MST puesto que no
puede formar un ciclo en el bosque construido hasta el momento.

Radix Sort es un algoritmo de ordenacién que puede ordenar n nimeros enteros y cuyo tiempo de ejecucién
estd siempre en ©(n). Respuesta: El tiempo de ejecucion de Radix Sort es d(n + k), cuando los datos
estdn en [0, k]. Basta entonces con que k sea suficientemente grande (por ejemplo, exponencial en n), para
que el algoritmo no sea ©(n)

Sea A un arbol rojo-negro en donde cada rama tiene n nodos negros y n nodos rojos. Si al insertar una
clave nueva en A se obtiene el drbol A’, entonces cada rama de A’ tiene n + 1 nodos negros. Respuesta:
Verdadero. Un drbol rojo negro como A corresponde a un drbol 2-4 “completamente saturado”; es decir,
uno que contiene nodos con 3 claves. Al insertar una clave nueva, el arbol 2-4 aumentard su altura en 1.
Esto significa que su equivalente rojo-negro debe tener un nodo negro mds por cada rama.

Si se tienen dos tablas de hash, una con direccionamiento abierto y otra cerrado, las dos del mismo tamafio
m y el mismo factor de carga «, ambas ocupan la misma cantidad de memoria.

Sea A un arbol AVL y ¢y y {5 los largos de dos ramas de A. Entonces |[¢; — (5| < 1. Respuesta: Falso.
Basta dar un contraejemplo

La operacién de insercién en un drbol AVL con n datos realiza a lo mds una operacién restructure pero
toma tiempo O(logn). Respuesta: Verdadero, puesto que la insercién debe revisar que el balance esté
correcto a lo largo de la rama donde se insert6 el dato. Y esa rama tiene tamaiio O(log n).

Si A es un ABB y n es un nodo de A, el sucesor de n no tiene un hijo izquierdo. Respuesta: Falso. La
propiedad no se cumple en general cuando n no tiene un hijo derecho.

Es posible modificar la implementacion de la estructura de datos para conjuntos disjuntos vista en clases,
de manera que permita des-unir dos conjuntos en O(1).

Como diccionario, una tabla de hash es mds conveniente que un arbol rojo negro en cualquier aplicacion.
(Sin considerar la dificultad de implementacion).

Sea p una secuencia de dos o mas nimeros diferentes y sea ¢ una permutacion de p distinta de p. Adi-
cionalmente, sean A, y A, los 4rboles binarios de bisqueda que resultan de, respectivamente, insertar en
orden los elementos de p y ¢ en drboles binarios de bisqueda vacios. Entonces A, y A, son distintos.
Respuesta: Falso.

Re-hashing, el procedimiento que construye una nueva tabla de hash a partir de otra existente, toma tiem-
po O(n) en una tabla con colisiones resueltas por encadenamiento de tamafio m que contiene n datos.
Respuesta: Falso. El tiempo depende del tamaiio de la tabla y del nimero de datos; especificamente es
O(m +n).
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3. Tienes el texto completo de la novela 4 Tale of Two Cities, de Charles Dickens.

It was the best of times, it was the worst of times, it was the age of wisdom, it was the age of foolishness

Un algoritmo de reconocimiento de texto necesita obtener la lista de palabras distintas en la novela. Escribe
un algoritmo que haga esta operacion en tiempo O(#n) promedio, en que # es el nimero total de palabras del
texto; y justifica esta complejidad.

Respuesta:

Una solucion es hacer una tabla de hash con encadenamiento sobre los posibles strings y en base a eso
detectar las palabras iguales:
TablaHash < Arreglo tamafno m de listas vacias.
Resp < Lista vacia de respuesta.
for pal € Palabras do
key < hash(pal)%m
if TablaHash[key] == OV pal ¢ TablaHash[key] then
TablaH ash[key].add(pal)
Resp.add(pal)
end if
end for
return Resp
Donde la funcion de hash es tal que no produce colisiones: se puede transformar el String a un entero
facilmente usando potencias de 128 en ASCIL.

Cabe destacar que la tabla si tendra colisiones, ya que a la funcion de hash luego se le aplica el modulo del

[T t)

tamaiio del arreglo “m”.

Finalmente como nuestra funcién de hash distribuye bien y suponiendo que satisface HUS, el riesgo de
colisiones distribuye uniformemente en el caso promedio y por lo tanto la busqueda en promedio sera O(1) si
tomamos un “m” lo suficientemente grande. (Se pueden hacer otras funciones o suponer que existe una,
siempre y cuando se diga que satisface HUS).

El puntaje se entrega de la siguiente forma:

1 pto si es que se hizo un algoritmo correcto pero no de la complejidad pedida

3 ptos si es que se hizo una tabla de hash pero sin colisiones *

6 ptos por una respuesta correcta con justificacion de complejidad, también existen otras
soluciones como usar direccionamiento abierto.

* Es imposible hacer una tabla de hash sin colisiones ya que las palabras posibles son muchas (en teoria
infinitas), notamos que ademas la cantidad de strings posibles crece exponencialmente segin el largo, por lo
que por ejemplo si hiciéramos una tabla sin colisiones para strings de largo 100 se necesitaria un arreglo de
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tamafio 128’ =526 10 lo cual es gigantesco y no es posible para ningiin computador (Un

9
computador normal soporta del orden de/0  de memoria).
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3. [5] Considera una tabla de hash en que las colisiones se resuelven mediante encadenamiento: Indica
tres estructuras de datos fundamentalmente diferentes para implementar este "encadenamiento" (una
de ellas puede ser listas doblemente ligadas). Explica de manera breve y precisa las ventajas y desven-
tajas principales de cada una.

En lugar de una lista ligada, en que la insercién se hace siempre al comienzo de la lista, pero hay que buscar secuen-
cialmente, se podria usar un arbol binario de busqueda, e incluso una nueva tabla de hash. El arbol permite
insertar, buscar y eliminar en tiempo proporcional al logaritmo del niimero de itemes que hay en el arbol; esto es en
promedio, o bien en el peor caso si el arbol se mantiene balanceado. La tabla permite buscar, insertar y eliminar en
tiempo constante, en promedio.
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. Un supermercado quiere desarrollar una aplicacién que le permita manejar en memoria principal
informacién acerca de la venta de los productos a los clientes con tarjeta durante un fin de semana
particular. El supermercado quiere llevar un registro de las cantidades vendidas, pero también quiere
saber rapidamente, p.ej., en cuales productos ha comprado un cliente y qué clientes han comprado un
cierto producto. Inicialmente, se pensé en emplear una tabla, en que las filas representan a los produc-
tos y las columnas a los clientes. Pero luego quedd claro que desde el punto de vista de uso de memoria
la tabla no es muy eficiente: si el supermercado tiene 20,000 clientes con tarjeta y ofrece 20,000 produc-
tos durante el fin de semana, la tabla tendria que tener unas 20,000 x 20,000 = 400,000,000 casillas;
pero si sélo la mitad de los clientes van a comprar el fin de semana y cada uno compra en promedio 40
productos, entonces sélo se estaria usando el uno por mil de las casillas.

a) Describe una estructura de datos basada en listas ligadas para resolver este problema mas eficiente-
mente, en que sélo sea necesario ocupar una cantidad de memoria del orden de los cientos de miles de
casillas (10,000 x 40 = 400,000), y no de millones; preferentemente, dibuja la estructura de datos.

Por cada cliente que compra un producto, usamos un registro (objeto) de 5 campos: una identificacién del cliente,
una identificacién del producto, la cantidad vendida (de ese producto a ese cliente), un puntero (imaginémoslo
vertical hacia abajo) al objeto que representa otro producto comprado por el mismo cliente, y un puntero (imagi-
némoslo horizontal hacia la derecha) al objeto que representa a otro cliente que compra el mismo producto.

b) Suponiendo que ni los clientes ni los productos cambian durante el fin de semana (es decir, ni se
agregan ni se eliminan), ;,cémo debiera funcionar tu estructura de datos para que el usuario de la
aplicacién pueda referirse a los productos por sus cédigos (p.ej., los que se usan al pasarlos por la
caja) y a los clientes por sus RUT's?

Usamos dos arreglos de tamafio 20,000, uno para los clientes y otro para los productos. Cada casilla de estos
arreglos tiene dos punteros: uno a la informacién del cliente (rut, nombre) o del producto (c6digo, nombre),
respectivamente, y otro a uno de los objetos descritos en a). Usamos sendas funciones de hash para convertir
rut's o codigos de productos en indices en estos arreglos, y usamos estos indices como los identificadores de los
clientes y de los productos en los objetos de a).
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3. En el caso de hashing con direccionamiento abierto, considera que tienes una tabla de tamafno T=10y

© 0 ~J O U W - O

las claves As, Az, As, Bs, A9, B2, By, C2, en que K; significa que al aplicar la funcién de hash A a la clave,
obtenemos la posicién i. Muestra qué ocurre al insertar las claves anteriores, en el orden en que
aparecen, en los siguientes casos:

a) Usamos revisién lineal, de modo que la posicion intentada es (A(K) + i) modulo 7.

b) Usamos revision cuadratica, de modo que la posicién intentada es A(K), h(K)+1, h(K)-1, h(K)+4,
h(K)—4, h(K)+9, ..., h(K)+(T-1)%/4, h(K)—(T-1)%/4, todos divididos médulo 7.

a) b)
By | Be
B2
Az | As
As | As
B2
As | As
Bs | Bs
C:
C:
Ag | Ag
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Estructuras de Datos y Algoritmos - 112133

11
16 abril 2015

(Algoritmo: Secuencia ordenada y finita de pasos para llevar a cabo una tarea, en que cada paso es
descrito con la precisién suficiente, p.ej., en un pseudo lenguaje de programacion similar a C, para que un
computador lo pueda ejecutar.)

1. Estructuras de datos bdsicas.

a) Describe una estructura de datos que funcione en memoria principal para majenar una pequena
biblioteca en nuestro departamento. La biblioteca tiene libros y tiene lectores. Los lectores son los
estudiantes, profesores y funcionarios del departamento, todos con nombre y RUT. Los libros tienen
titulo y tienen autor (el nombre de una persona). Tanto los lectores como los libros permanecen fijos
durante el semestre (marzo a julio, agosto a diciembre). Al bibliotecario le interesa poder prestar
libros a los lectores, recibir de vuelta libros que estaban prestados, y conocer la informaciéon habitual
eficientemente: ;Qué lectores hay registrados en la biblioteca? ;Qué libros tiene la biblioteca?
(Cudles de ellos estan disponibles y cudles estan prestados? ;Cuél lector tiene un determinado libro
prestado? ;Cudles libros estédn prestados a un determinado lector? Tu estructura puede incluir
arreglos, listas ligadas en varias direcciones, y tablas de hash. Justifica.

Podemos manejar tanto los libros como los lectores en arreglos, en que cada casillero tiene varios campos; puede haber un tercer
arreglo para los autores de los libros. Todos estos arreglos son en realidad tablas de hash; las claves son los RUT's de los lectores, los
titulos de los libros, y los nombres de los autores. Los casilleros del arreglo de los autores son punteros a una lista ligada de
punteros a cada uno de los libros (casilleros del arreglo de libros) del autor correspondiente. Para saber qué lectores y qué libros
hay, simplemente recorremos los arreglos corresppndientes. Ademas, hay que representar los préstamos.

( Podriamos usar una tabla de doble entrada, es decir, una matriz, en que, p.ej., las columnas son los libros y las filas los lectores.
Cada casilla de la matriz corresponderia a un boolean, para indicar si el libro estd prestado —1— o no —0— a un determinado lector.
Si hay 500 lectores y 1,000 libros, la martiz tendria 500,000 casillas; pero a lo mds 1,000 de estas casillas podrian tener un 1, cuando
todos los libros estan prestados. )

Siguiendo la sugerencia del enunciado, representamos los préstamos por listas ligadas a partir de los lectores. Cada elemento de
una lista ligada es un puntero a un libro: el libro que estda prestado al lector correspondiente. Como un lector puede tener varios
libros prestados, ponemos todos esos elementos en una lista doblemente ligada. Ademads, para saber a qué lector esta prestado un
determinado libro, cada elemento de las listas ligadas es apuntado "de vuelta" por el libro correspondiente.
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2. Hashing.

a) En el caso de hashing con direccionamiento abierto, sila tabla empieza a llenarse, entonces la ejecu-
cién de las operaciones de btisqueda e insercién empieza a tomar demasiado tiempo. La solucién es
construir otra tabla que sea el doble de grande, definir una nueva funcién de hash, y revisar la tabla
original completa, calculando el nuevo valor de hash para cada elemento e insertdndolo en la nueva
tabla.

Esta operacién, llamada rehashing, es cara, pero en la practica, considerando la frecuencia con que
debe ejecutarse, no afecta demasiado al desempenio global de la tabla. (Por qué?

Supongamos que decidimos hacer rehashing cada vez que la tabla estd 50% llena (niimero de claves n = m/2,
en que m es el tamano de la tabla); es decir, tienen que haber ocurrido por lo menos n = m/2 operaciones de
insercién. ;Cuéanto cuesta hacer rehashing? Reservar una nueva tabla de tamafio 2m y definir una nueva fun-
cién de hash para esta tabla es O(1); suponiendo que calcular el valor de hash de una clave es O(1), entonces
recorrer la tabla original y calcular el nuevo valor de hash para cada clave almacenada es O(m). Es decir,
ejecutamos una operacién de costo O(m) después de haber hecho m/2 = O(m) operaciones de costo O(1) en
promedio cada una. Por lo tanto, en términos de O(), el costo de rehashing no suma al costo ya incurrido de
las inserciones en la tabla original.

b) Queremos encontrar la primera ocurrencia de un string P1Ps...Pr en otro string mucho maés largo
Ai1As...An (n > k). {Cémo podemos resolver este problema usando hashing? Suponiendo que para un
string s empleamos una funcién de hash como la siguiente, /qué tan eficiente, en términos de k y n,
es esta solucién?

hashvValue = @

for (1 = 0; i < s.length(); i++)
hashValue = 37*hashvValue + s.ascii(i)

hashValue = hashValue % tableSize

La idea es calcular el valor de hash para el string P1Ps...Pr y luego calcular el valor de hash para cada sub-
string de largo % del string A14s...A,. Silos valores de hash son distintos, entonces los strings no pueden ser
iguales. Si los valores de hash son iguales, entonces comparamos los strings cardcter por cardcter (ya que hay
una pequena posibilidad de que los strings sean distintos).

En general, este método va a tomar un tiempo proporcional al tiempo que toma calcular el valor de hash para
un string de k& caracteres, digamos f(k), multiplicado por el nimero de tales strings, n — &, y més lo que toma
comparar cardcter por cardcter dos strings de k caracteres; es decir, (n — k)f(k) + k. En el caso de la funcién de
hash dada, f(k) = ck; luego, el método toma tiempo proporcional a ck(n — k) + k; esencialmente, O(nk).

Sin embargo, observamos que el valor de hash del string AiAi+1...Ai+k-1, digamos hi, puede obtenerse directa-
mente a partir del valor de hash del string Ai14i...Ai+k, digamos hi-1, sin tener que calcularlo desde cero: Ai =
hi-1 — ascii(Ai-1)*37+1 + ascii(Ai+). Es decir, sélo el calculo del valor de hash del primer substring A1Az...Ax
toma tiempo proporcional a k; los n—k—1 siguientes son todos constantes. Por lo tanto, el método toma tiempo
proporcional a k + (n—k-1) + k; esencialmente, O(n+k).
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Estructuras de Datos y Algoritmos — 112133
I1

6 septiembre 2013

. Tablas ralas. La Escuela de Ingenieria quiere desarrollar una aplicacién que le permita manejar en
memoria principal informacién acerca del desempenio de los estudiantes en los cursos que estan
tomando durante un semestre particular. La Escuela quiere llevar un registro de las notas parciales,
pero también quiere saber rapidamente, p.ej., en cudles cursos estd inscrito un estudiante y qué
estudiantes estan inscritos en un cierto curso. Inicialmente, se pensé en emplear una tabla, en que las
filas representan a los cursos y las columnas a los estudiantes. Pero luego quedé claro que desde el
punto de vista de uso de memoria la tabla no es muy eficiente: si la Escuela tiene 4,000 estudiantes y
ofrece 500 cursos al semestre, la tabla tendria que tener unas 4,000 x 500 = 2,000,000 casillas; pero si
un estudiante toma en la practica sélo 5 cursos al semestre, entonces sdlo se estaria usando el 1% de
las casillas—una tabla rala.

a) [4 pts.] Describe una estructura de datos basada en listas ligadas para resolver este problema mas
eficientemente, en que sélo sea necesario ocupar una cantidad de memoria del orden de los miles de
casillas (4,000 x 5 = 20,000), y no de millones; preferentemente, dibuja la estructura de datos.

Por cada estudiante inscrito en un curso, usamos un registro (objeto) de 5 campos: una identificacién del
estudiante, una identificacion del curso, un puntero a la lista de notas parciales de ese estudiante en ese curso, un
puntero (imaginémoslo vertical hacia abajo) al objeto que representa otro curso del mismo estudiante, y un
puntero (imaginémoslo horizontal hacia la derecha) al objeto que representa otro estudiante en el mismo curso.

b) [2 pts.] Suponiendo que ni los estudiantes ni los cursos cambian durante el semestre (es decir, ni se
agregan ni se eliminan), jcémo debiera funcionar tu estructura de datos para que el usuario de la
aplicacién pueda referirse a los cursos por sus cédigos (p.ej., [1C2133) y a los estudiantes por sus
RUT's?

Usamos un arreglo de tamartio 4,000 para los estudiantes y otro de tamaro 500 para los cursos. Cada casilla de
estos arreglos tiene dos punteros: uno a la informacién del estudiante (rut, nombre) o del curso (c6digo, nombre),
respectivamente, y otro a uno de los objetos descritos en a). Usamos sendas funciones de hash para convertir
rut's o cédigos de cursos en indices en estos arreglos, y usamos estos indices como los identificadores de los
estudiantes y de los cursos en los objetos de a).
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Examen

Estructuras de Datos y Algoritmos — 11C2133
2 diciembre 2013

Tiempo: 2 horas y 30 minutos

1) En el caso de hashing con encadenamiento, describe una forma de almacenar los elementos dentro de la misma
tabla, manteniendo todos los casilleros no usados en una lista ligada de casilleros disponibles. Para esto, conside-
ra que cada casillero puede almacenar un boolean y, ya sea, un elemento mas un puntero, o dos punteros. Todas
las operaciones de diccionario y las que manejan la lista debieran correr en tiempo O(1) en promedio. Especifica-
mente, explica:

a) [1 pt.] El papel del boolean

El boolean es para saber si el casillero tiene un elemento (y un puntero a otro elemento o null), o si tiene dos punteros (a los
casilleros delante y detrds en la lista doblemente ligada de casilleros disponibles).

b) [3 pts.] ;Cémo se implementan las operaciones de diccionario: insert, delete y find?

Llamemos lista de colisiones a la lista ligada que se forma al colisionar elementos (similarmente al hashing con encadena-
miento). Sea x el dato que nos interesa, y supongamos que al aplicarle la funcion de hash a x, da k.

insert: Si el casillero k estd disponible (su boolean vale true), lo sacamos de la lista (en tiempo O(1) porque es doblemente
ligada) y almacenamos ahi x. Para esto, cambiamos el boolean a false y ponemos el puntero en nil.

Si el casillero k estd ocupado (su boolean vale false), hay dos posibilidades:

Es el primer elemento de una lista de colisiones que comienza en el casillero k: sacamos un casillero disponible, almacena-
mos x en este casillero, y agregamos el casillero a la lista que comienza en el casillero k

O es algiin otro elemento en alguna lista de colisiones que comienza en otro casillero: hay que sacar el casillero k de esta otra
lista, reemplazdndolo por un casillero disponible, y luego almacenar x en el casillero k y poner el puntero de este casillero en
nil (es el primer elemento de la nueva lista que contiene a los datos cuyo valor de hash es k)

delete: Sabemos que x estd en la tabla. El casillero k es el primer casillero de una lista simplemente ligada tal que uno de sus
castilleros contiene a x: revisamos la lista hasta llegar a este casillero; entonces, lo sacamos de esta lista (que hay que actualizar
apropiadamente) y lo ponemos en la lista de casilleros disponibles.

find: Si el casillero k no tiene a x, entonces simplemente seguimos la cadena de punteros que empieza aqui.
¢) [2 pts.] (Por qué las operaciones de diccionario y las que manejan la lista de casilleros disponibles corren en
tiempo O(1) en promedio?

Las operaciones de diccionario operan igual que en el caso de hashing con encadenamiento y, como vimos en clase, esas corren
en tiempo O(1) esperado.

Las operaciones sobre la lista de casilleros disponibles corren en tiempo O(1) gracias a que es doblemente ligada (si no, el tinico
problema ocurre cuando se saca un casillero especifico de la lista de casilleros disponibles).
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6) Considera una tabla de hash que queremos compartir entre multiples procesos. La tabla permite dos operacio-
nes: insert, para agregar un nuevo objeto a la tabla, y find, para leer la informacién de un objeto almacenado en la
tabla. Como la operacién insert modifica el contenido de la tabla, exigimos que se ejecute bajo exclusién mutua,
tanto con respecto a otras operaciones insert, como con respecto a operaciones find; es decir, cuando un proceso
esta ejecutando un insert, ningun otro proceso puede estar ejecutando alguna operacién. Sin embargo, permiti-
mos multiples operaciones find concurrentes; es decir, si algiin proceso esta ejecutando un find, entonces otros
procesos también pueden ejecutar find al mismo tiempo.

Escribe los protocolos de sincronizacién de a) insert y b) find, que empleen, por ejemplo, semaforos binarios.

Se necesita un semdforo —r— para asegurar la exclusion mutua total de los insert; se necesita un contador —n— para saber
cudntos procesos estan haciendo find, y finalmente se necesita otro semdforo —s— para tener acceso a este contador.

intn=20
binarySemaphorer =1,s =1

find:
P(s)
n=n+lif (n==1) P(r)
Ws)
—aqui se hace el find propiamente tal
P(s)
n=n-1;if (n==0) V(r)
WV(s)
insert:
P(r)

—aqui se hace el insert propiamente tal

Vi(r)
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2. En el caso de hashing con encadenamiento, propdn una forma de almacenar los elementos dentro de la
misma tabla, manteniendo todos los casilleros no usados en una lista ligada de casilleros disponibles.
Para esto, considera que cada casillero puede almacenar un boolean y, ya sea, un elemento mas un
puntero o dos punteros. Todas las operaciones de diccionario y las que manejan la lista debieran correr
en tiempo O(1) en promedio. Especificamente, explica lo siguiente:

a) [0,5 puntos] El papel del boolean.

El boolean es para saber si la casilla tiene un elemento y un puntero a otro elemento (o null), o si tiene dos punteros (a las casillas
delante y detras en la lista doblemente ligada de casillas disponibles).

b) [4 puntos] ;Cémo se implementan las operaciones de diccionario: insercidn, eliminaciéon y
busqueda?

Llamemos lista de colisiones a la lista ligada que se forma al colisionar elementos (similarmente al hashing con encadenamiento) y
lista disponible a la lista de casillas disponibles.

[2 puntos] Insercion: Se aplica la funcion de hash al nuevo elemento x; supongamos que da k. Sila casilla k est& disponible (su
boolean vale true), la sacamos de la lista (en tiempo O(1) porque esta doblemente ligada) y ponemos ahi x: cambiamos el boolean a
false y ponemos el puntero en null.

Si la casilla k esta ocupada (su boolean vale false) por un elemento z, hay dos posibilidades: z hace hash a k; o z hace hash a un valor
distinto de k (es decir, es parte de otra lista de colisiones). En el primer caso, hay que agregar x en el segundo lugar de la misma lista
de z, usando una casilla de la lista disponible. En el segundo caso, hay que mover z a una casilla disponible y poner x en la casilla
dejada por z, actualizando apropiadamente los punteros involucrados.

[1,25] Eliminacion: Seak la casilla a la que hace hash el elemento x a eliminar. Six es el Gnico elemento en la lista de colisiones que
empieza en la casilla k, hay que agregar esta casilla a la lista disponible. Si x es el primer elemento, pero no Gnico, en su lista de
colisiones, hay que mover el segundo elemento z a la casilla k y agregar la casilla en que estaba z a la lista disponible. Six no es el
primer elemento en su lista de colisiones, hay que agregar la casilla que ocupa x a la lista disponible, actualizando apropiadamente
los punteros.

[0,75 puntos] Basqueda: Hay que revisar la casilla a la cual el elemento x hace hash. Sies una casilla disponible, entonces x no esta
en la tabla. De lo contrario, si x no esta en la casilla, hay que seguir los punteros.

¢) [1,5 puntos] ¢Por qué las operaciones de diccionario y las que manejan la lista de casilleros
disponibles corren en tiempo O(1) en promedio?

Las operaciones de diccionario operan igual que en el caso de hashing con encadenamiento y, como vimos en clase, esas corren en
tiempo O(1) en promedio.

Las operaciones sobre la lista de casillas disponibles corren en tiempo O(1) gracias a que la lista es doblemente ligada (si no, el Unico
problema ocurre cuando se saca una casilla de la lista).



2. En el caso de hashing con direccionamiento abierto, supén que tienes una tabla de tamario 7= 10 y las claves As,
Az, As, Bs, Ao, Bz, Bg, Cs, en que K; significa que al aplicar la funcién de hash 4 a la clave, obtenemos la posicién i.
Muestra qué ocurre al insertar las claves anteriores, en el orden en que aparecen, en los siguientes casos:
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a) [3 pts.] Si usamos revision lineal, de modo que la posicién intentada es (A(K) + i) mod 7.

b) [3 pts.] Si usamos revisién cuadratica, de modo que la posicién intentada es A(K), h(K)+1, h(K)-1, h(K)+4,
R(K)—4, h(K)+9, ..., h(K)+(T=1)%/4, h(K)—(T—1)*/4.

a) b
By | Bo
B2
A | As
As | As
B2
As | As
Bs | Bs
C
C
Ag | Ag
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Estructuras de Datos y Algoritmos — 112133
Examen

25 noviembre 2011

1. Queremos encontrar la primera ocurrencia de un string de k caracteres de largo en otro string de n

caracteres de largo, en que n > k. Da un algoritmo de tiempo esperado O(k+n) para este problema.

Podemos aplicar una funcién de hash al string p, con lo que obtenemos Hp.

Luuego, aplicamos la funcién de hash a cada secuencia de k caracteres consecutivos del string a, partiendo por la
que empieza en al, siguiendo por la que empieza en a2, luego la que empieza en a3, etc. Si el valor de una de
estas funciones es igual a Hp, entonces comparamos p con la secuencia correspondiente, caracter por caracter: si
son iguales, paramos; de lo contrario, seguimos con la préxima secuencia.

Calcular la funcién de hash del string p y de la secuencia al...ak toma tiempo O(k) cada uno. Pero una vez que
hemos calculado la funcién de hash de la secuencia al...ak , calcular la funcién de hash de la siguiente secuencia
toma tiempo O(1), ya que s6lo cambian dos caracteres de la secuencia: el primero, o méas significativo, y el tltimo,
0 menos significativo.

Finalmente, simplemente consideramos que el nimero esperado de veces que la funcién de hash de una secuencia
sea igual a Hp y que esa secuencia no sea igual al string p es muy pequerio.
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. En el caso de hashing con encadenamiento, propén una forma de almacenar los elementos dentro de la misma
tabla, manteniendo todos los casilleros no usados en una lista ligada de casilleros disponibles. Pare esto, supén
que cada casillero puede almacenar un boolean y ya sea un elemento mas un puntero o dos punteros. Todas las
operaciones de diccionario y las que manejan la lista deberian correr en tiempo esperado O(1). Especificamente,
explica lo siguiente:

a) [1 pt] El papel del boolean.

El boolean es para saber si el casillero tiene un elemento (y un puntero a otro elemento o null), o si tiene dos
punteros (a los casilleros delante y detrds en la lista doblemente ligada de casilleros disponibles).

b) [3 pts.] ;Cémo se implementan las operaciones de diccionario: insercién, eliminacién y busqueda?
Llamemos lista de colisiones a la lista ligada que se forma al colisionar elementos (similarmente al hashing con
encadenamiento).

Insercion: Se aplica la funcién de hash al elemento,; supongamos que da k. Si el casillero k estd disponible (su
boolean vale true), lo sacamos de la lista (en tiempo O(1) porque estd doblemente ligada) y almacenamos ahi el
elemento. Para esto, cambiamos el boolean a false y ponemos el puntero en nil.

Si el casillero k estd ocupado (su boolean vale false), hay dos posibilidades: es el primer elemento de la lista de
colisiones que comienza en el casillero k; o es algiin otro elemento en alguna lista de colisiones que comienza en
otro castllero.

Eliminacién:

Biisqueda:

¢) [2 pts.] ;Por qué las operaciones de diccionario y las que manejan la lista de casilleros disponibles corren en
tiempo esperado O(1)?

Las operaciones de diccionario operan igual que en el caso de hashing con encadenamiento y, como vimos en clase,

esas corren en tiempo O(1) esperado.

Las operaciones sobre la lista de casilleros disponibles corren en tiempo O(1) gracias a que es doblemente ligada (si

no, el unico problema ocurre cuando se saca un casillero especifico de la lista de casilleros disponibles).
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abierto (1/1)

Estructuras de Datos y Algoritmos — 11C2133

Examen
25 noviembre 2010

En el caso de hashing con direccionamiento abierto, supén que tienes una tabla de tamafio 7'= 10 y las claves 4s,
Az, A3, Bs, Ag, Bz, By, Ce, en que K; significa que al aplicar la funcién de hash A a la clave, obtenemos la posicién i.
Muestra qué ocurre al insertar las claves anteriores, en el orden en que aparecen, en cada uno de los dos casos
siguientes:

a) Si usamos revision lineal, de modo que la posicién intentada es (A(K) + i) mod 7.

b) Si usamos revisién cuadratica, de modo que la posicién intentada es A(K), h(K)+1, h(K)-1, h(K)+4, h(K)—4,
h(K)+9, ..., M(K)+(T-1)2/4, h(K)—(T-1)2/4.

As

As

B2

Bs

C:

Ay

By

As

As

As

C:

Ay
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4 Grafos

En esta seccion se encuentran los siguientes con-
tenidos:

- DFS
— BFS

— Ordenacion Topologica

— Componetes Fuertemente Conectados
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2020-2-12-P2—Ordenacion topolégica, trans-
posicién de grafo (1/2)

Pregunta 2

Kojima-san es un desarrollador que quiere crear su propio videojuego. sin embargo, para realizar esta tarea
primero necesita instalar un engine y todas sus librerias. Cada libreria puede depender a su vez de otras
librerfas, a las que llamaremos dependencias. Una libreria no puede ser instalada a menos que todas sus
dependencias ya se encuentren instaladas. Kojima-san podria intentar instalarlas manualmente, sin embargo,
él sabe que le tomarfa una eternidad. Examinando los requisitos de instalacion se percata que existe un total
de L librerias, donde cada libreria tiene a lo mas D dependencias. Considera que el engine en si es una
librerfa con sus propias dependencias.

Definimos un grafo G(V, E) donde cada vértice v € V corresponde a una librerfa, si w depende de v
entonces hay una arista (v,u) € E
(a) Dado G(V, E), describe un algoritmo O(L + LD) que entregue un orden de instalacién de todas las
librerias.

(b) Kojima-san se percata de que ya tiene algunas de las librerfas instaladas en su computador, sélo
quedando R por instalar. Dado G(V, E), describe un algoritmo O(R + RD) que entregue un orden
de instalacién de las librerfas que faltan. Asume que detectar si una librerfa ya estd instalada es O (1)

Solucién Pregunta 2a)

Es posible notar que se esté solicitando la ordenacién topoldgica del grafo formado por las librerias y sus
dependencias. De esta forma, se debe realizar el algoritmo topsort visto en clases para conseguir el orden
de instalacién. Cabe notar que si se anaden los nodos segin tiempos descendientes es necesario invertir la
lista resultante.

La complejidad de topsort es de O(L 4+ LD) debido a que se poseen L nodos y cada nodo posee a lo més
D aristas. Finalmente, invertir la lista resultante de L elementos posee una complejidad de O(L). De esta
forma, la complejidad del algoritmo es de O(L + LD).

[1,5 pt] Por describir el algoritmo correctamente. Pueden aplicar orden topoldgico directamente.
[0,5 pt] Por justificar la correctitud del algoritmo.
[1 pt] Por justificar la complejidad, indicando que es O(L + LD).

En caso de plantear un algoritmo no topolégico se debe justificar su correctitud y complejidad
de manera explicita.

Si el algoritmo propuesto no es O(L + LD) entonces el puntaje maximo a obtener es 1pt.

Solucién Pregunta 2b)

Cabe notar que no es suficiente usar el algoritmo de topsort visto en clases: si pintaramos todos los nodos
entonces anadirfamos un O(L) a la complejidad, y el algoritmo serfa incorrecto.

En cambio, debemos transponer el grafo. Una vez transpuesto, recorremos el grafo desde el nodo inicial
(engine) para ir verificando las dependencias instaladas. Notemos que transponer el grafo debe ser a lo
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més O(R + RD), por lo que no cualquier algoritmo nos servird. En particular, asumiremos que tenemos la
matriz de adyacencia del grafo, tal que transponerlo sea constante.

Durante el recorrido, cada vez que encontremos una dependencia instalada se deben eliminar o pintar todas
las aristas del grafo que lleven al nodo correspondiente y posteriormente eliminar dicho nodo. También, es
posible pintar el nodo, tal que lo saltemos cuando lo veamos nuevamente.

Finalmente, se debe realizar topsort con el grafo resultante. En el caso de aplicar el algoritmo visto en
clases, es necesario invertir la lista resultante para obtener el orden adecuado.

Respecto a la complejidad, la transposicién del grafo representado mediante una matriz de adyacencia es
O(1) como ya mencionamos anteriormente. Respecto al recorrido, este tiene una complejidad asociada de
O(RD) debido a que dependencia tiene a lo més D aristas y se visitan a lo mds R nodos. Por otra parte,
realizar topsort en el grafo resultante es O(R + RD) e invertir la lista retornada es O(R), obteniendo asi
una complejidad final de O(R 4+ RD).

[1,5 pt] Por describir el algoritmo correctamente.
[0,5 pt] Por justificar la correctitud del algoritmo.
[1 pt] Por justificar la complejidad, indicando que es O(R + RD).

En caso de plantear un algoritmo no topolégico se debe justificar su correctitud y complejidad
de manera explicita.
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1. Sea G(V, E) un grafo direccional con costos enteros y positivos. Se plantea el siguiente algoritmo para
encontrar el costo de la ruta méas corta entre dos nodos sy f:

(G(V,E),s, [):
for each arista (u,v) € E:
w = el peso de la arista (u, v)
ifw>1:
Eliminar la arista (u, v) de E
Creamos w — 1 vértices auxiliares {xy, -, x,,_1} y los agregamos a V
Agregamos a E las aristas (x;, x;,1) paratodoitalque 1 <i<w-—1
Agregamos a E las aristas (1, x1) y (x%,,_1,V)
Ejecutamos sobre el grafo, partiendo desde s y buscando laruta a f

return profundidad a la que se encontro6 f

o]

Justifica por qué este algoritmo es correcto
b. Calcula sucomplejidad
c. ¢En qué casos conviene usar Dijkstra para este mismo problemay por qué?
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PonTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
ESCUELA DE INGENIERIA

DEPARTAMENTO DE COMPUTACION

1IC2133 — ESTRUCTURAS DE DATOS Y ALGORITMOS
PRIMER SEMESTRE 2020

Pauta Interrogacién 3

Problema 1

Parte A

Este algoritmo usa BFS para buscar la ruta més barata de s a f. El problema es que BFS no ve los costos de
las aristas, sino que busca la ruta més barata en términos de cantidad de aristas. Esto significa que para una
arista cualquiera con costo w, BFS la ve como una arista de costo 1.

[1 pts] Por mencionar esta propiedad de BFS.

Lo que hace el for al principio del algoritmo es eliminar las aristas con costo w > 1 y reconectar los nodos
mediante w aristas de manera que BFS vea el costo de ir entre ese par de nodos como w (aristas) y no 1.

A B

Distancia segun BFS: 1

Distancia segun BFS: 3

[1 pts] Por mencionar como el algoritmo transforma el grafo para que BFS pueda funcionar.

La pregunta pedia justificar. Si demuestran también se considera correcto.

Parte B

En primer lugar, la transformacion recorre todas las aristas, por lo que tenemos E pasos.
Para cada arista de costo w > 1, se crean w — 1 vértices y w aristas, lo que son 2w — 1 pasos.
Definimos W como la suma de los costos de todas las aristas del grafo.

La transformacién va a incurrir en O(W) pasos para crear todos los nodos y aristas auxiliares.

[1pts] por calcular correctamente la complejidad de la transformacién o primera mitad.

(Es igualmente vélido reemplazar W por |E| * W si W se define como el promedio de los costos.)
(Es posible que algunos consideren que esto toma O(1). Después W aparece en la complejidad de BFS asi que
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no afecta resultado final, pero primera mitad no obtiene puntaje.)

Luego de la transformacion, el grafo va a tener V! =V + W — E =V + O(W) vértices, y E' = W aristas.
Por lo tanto, BFS se va a demorar O(V' + E') = O(V+ W+ W) =0V + W)

Por lo que el algoritmo en total va a demorar:

E4+OW)+ 0OV +W +W)

OV+W+W)
[No es necesario pero correcto mencionar que E € O(W), por lo que la complejidad queda O(V + W))

[1pts] por reemplazar correctamente V' y E’ y expresar la complejidad final.

Parte C

Si queremos obtener el costo de la ruta méas corta entre s y f, es llegar y ejecutar Dijkstra sin modificar el grafo.
[1 pts] Por explicar como usar Dijkstra para este problema.

La complejidad de Dijkstra (usando un min-heap) es

O((V 4+ E) -log(V))
Convendra usar Dijkstra cuando tome menos tiempo que SPW, es decir:
(V4+E)logV)<V+E+W
Despejando W, tenemos que nos va a convenir usar Dijkstra cuando
W>((V4+E) logV)-V—-FE
O si simplificaron la F,

W>V+E)log(V)-V

Esto se puede interpretar como que conviene usar Dijkstra cuando el costo de usar la Open es menor que el costo
de transformar el grafo y realizar el BFS en SPW. Esto se traduce en cuando los nimeros de vértices son bajos
y, sobre todo, cuando los costos totales o promedio son altos.

[1pts] Por llegar a condicién a partir de comparacién planteada y explicar cudndo conviene Dijkstra
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2. Después de un estresante semestre, Patrick decidié que ya no quiere seguir estudiando computacion,
y que lo suyo es la Ingenieria Comercial, ya que ahi si que estan las lucas. Estuvo revisando la malla,
coN sus cursos y requisitos, y quiere saber en cuantos semestres como minimo podria terminar la
carrera. Patrick es un genio asi que no hay limite a la cantidad de cursos que puede hacer en un mismo
semestre.

Disefia un algoritmo O(|cursos| + |requisitos|) que permita resolver este problema, entregando la
lista de cursos que debe tomar en cada semestre. Justifica su complejidad. Puedes suponer que todos
los cursos se dictan todos los semestres.

3. Se tiene un grafo direccional G(V, E). Se define el grafo G’'(V, E") como un grafo que tiene el mismo
grafo de componentes que G y cuya cantidad de aristas | E’| es minima. Escribe un algoritmo eficiente
que calcule AE = |E| — |E'|.
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Problema 2

Este problema se parece mucho a los que estudiamos en clases cuando vimos orden topolégico. Si queremos
aplicar algoritmos de grafos para este problema, debemos primero convertirlo en un grafo.
Definimos el grafo G(V, E) de la malla de la siguiente forma:
¢ Cada vértice v € V corresponde a un curso distinto.
o Si el curso a tiene como requisito el curso b, entonces existe una arista (a,b) € E
[1 pts] Por definir correctamente el grafo.
Esto se parece mucho a los ejemplos de orden topoldgico vistos en clases. El problema es que el algoritmo

de orden topolégico no tiene nocién de tareas que pueden realizarse simultdneamente, por lo que no
podemos usarlo directamente.

[1 pts] Por mencionar este problema con orden topoldgico

Lo 1tnico que sabemos es que los nodos a los que no les llega ninguna arista se pueden tomar en el primer semestre,
pero a partir de ahi no es trivial como procedemos.

Opcién 1: Algoritmo Cuadratico O(V?) [1 pts]

Una vez que tenemos los nodos del primer semestre, podemos eliminarlos a ellos y a las aristas que salen de ellos,
y los nodos a los que no les lleguen aristas serdn los nodos del 2do semestre. Repitiendo esta estrategia para
cada semestre:

mallaPorSemestres (G(V, E)):
forveV:
v.incoming « 0
for (u,v) €EE:
v.incoming < v.incoming + 1
S « lista de listas, vacia
whileV # ¢:
x « lista vacia
forveV:
if v.incoming = 0:
Insertar v al final de x
Eliminarvde V
forxeX:
foreach arista (x,v) que sale de x:
v.incoming « v.incoming — 1
Agregar x al final de §

return$



4 GRAFOS 228

2020-1-1I3-P2—-Ordenacion topoldogica (3/3)

Opcién 2: Algoritmo Linearitmico O(V -log(V)) [2.5 pts]
La misma estrategia anterior, pero usando un heap para que sea mas eficiente

mallaPorSemestres (G(V, E)):
forveVv:
v.incoming « 0
for (wv) €E:
v.incoming « v.incoming + 1
Convertir V en un min — heap, ordenando por v.incoming
S « lista de listas, vacia
while V # ¢:
x « lista vacia
whileV #@ A V.root.incoming = 0:
ExtraervdeV
Insertar v al final de x
forx € X:
foreach arista (x,v) que sale de x:
v.incoming « v.incoming — 1
Agregar x al final de §

return$

Opcién 3: Algoritmo Lineal O(V + F) [4 pts]

Recorrer el grafo con DFS/BFS a partir de los cursos del primer semestre, entrando a un curso (vértice) sélo
una vez que ya se entré a todos sus requisitos (ancestros). El semestre de un curso serd 1 més que el semestre
de su requisito con el mayor semestre.

mallaPorSemestres (G(V, E)):
forvev:
v.incoming « 0
v.semestre < 0
for (w,v) EE:
v.incoming < v.incoming + 1
Open « lista vacia
forvev:
if v.incoming = 0:
Agregar v a Open
v.semestre < 1
while Open # 0:
Extraer un vértice x cualquiera de Open
foreach arista (x,v) que sale de x:
v.incoming < v.incoming — 1
if v.incoming = 0:
Insertar v en Open
if x.semestre + 1 > v.semestre:

V.semestre < X.semestre + 1

Al terminar el aloaritmo. cada vértice tiene asnciado st semestre. Podemos recorrer lns vértices 1ima 1iltima vez
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3. Se tiene un grafo direccional G(V, E). Se define el grafo G’(V, E") como un grafo que tiene el mismo
grafo de componentes que G y cuya cantidad de aristas | E’| es minima. Escribe un algoritmo eficiente
que calcule AE = |E| — |E'|.
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Problema 3

Podemos separar las aristas E’ en dos grupos:

1. Las aristas que estdn dentro de una CFC, E/

2. Las aristas que estan fuera de todas las CFC, E/,

En el primer caso, tenemos que por cada CFC G con n > 1 nodos, E! tiene n aristas, ya que es necesario
preservar un solo ciclo que pase por todos los nodos de la CFC para que siga siendo una CFC en G’. Es decir,
si definimos

C = {c| c es una CFC de G}
Entonces

Bol= >

ceC, | >1

[2 pts] Por identificar cuantas aristas aportan las CFC; si no menciona el caso borde de las CFCs de un nodo,
1pt. (1).

En el segundo caso, tenemos que las aristas que no estdn dentro de ninguna CFC son las aristas que van de una
CFC a otra. En G’ no pueden haber miiltiples aristas que conecten un mismo par de CFCs, ya que en el grafo
de componentes se reducen a 1, por lo que sobrarian aristas.

Es decir, si H(C, F) es el grafo de componentes de G,
|E| = |F|
[2 pts] por identificar cuantas aristas quedan fuera de las CFC; si asume grafo conexo, 1pt. (2).

Teniendo esto, podemos calcular |E’| sin necesidad de computar un G’. Pero si va a ser necesario calcular el
grafo de componentes. El algoritmo es como sigue:

Primero, para identificar las CFCs, usamos el algoritmo de Kosaraju como se vi6 en clases, pero le hacemos una
pequena modificacién a la funcién que asigna representantes para calcular el tamano de la CFC:
assign(u,rep):
total < 0
if u.rep = 0:
U.rep < rep
foreachvin alu]:
total < total + assign(v,rep)

refurn total
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Teniendo eso podemos calcular |E)| sumando la cantidad de nodos de cada CFC con mds de un nodo, mientras
que para calcular |E’| simplemente computamos F:

E'N(G(V,E)):
|[Eol <0
Crear lista L vacia
Ejecutar dfs(G) con tiempos
[nsertar vértices en L en orden decreciente de tiempos f
for eachuinL:
n < assign(u,u)
ifn>1:
|Eo| < |EGl +m
Fe0
for each (u,v) €EE:
if u.rep = v.rep:
if (w.rep,v.rep) € F:
Agregar (u.rep,v.rep)a F

return |E,| + |F|
Y una vez obtenido |E’|, podemos ficilmente retornar AE = |E| — |E'|
Este algoritmo es O(V + E), ya que Kosaraju es O(V + E) y computar F es O(FE)
[4 pts] Por algoritmo correcto (Correctitud)

[2 pts] por que sea eficiente, siempre y cuando sea correcto (Eficiencia)

El puntaje de la pregunta serd max((1)+(2), (Correctitud)) + (Eficiencia).
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PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
ESCUELA DE INGENIER{A
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

[IC2133 — Estructuras de Datos y Algoritmos — 2/2019
Solucién 12P2

Pregunta 1

Algoritmo para obtener el didmetro de un 4rbol usando DFS.
Partimos escribiendo un algoritmo que use DFS para obtener el nodo mas lejano a un nodo cualquiera v. (También es
vélido incluir DFS directamente en el algoritmo para obtener el didmetro, o implementar BES).

DFS(v, parent, dist):
max_dist = dist
furthest = v
for vecino in a[v] do
if vecino # parent then
dist_lejana, nodo_lejano = DFS(vecino, v, dist + 1)
if max_dist < dist_lejana then
max_dist = dist_lejana
furthest = nodo_lejano
end if
end if
end for
return max_dist, furthest

Luego, usando esta funcién, podemos encontrar el nodo mas lejano al nodo elegido, el cual serd un extremo del didme-
tro, el otro extremo (junto con el valor del didmetro) lo encontramos ejecutando la misma funcién, pero empezando
por un extremo.

DIAMETRO(G(V, E))
v <— nodo extraido al azar
extremo, - = DFS(v,NULL, 0)
_, diametro = DFS(extremo, NULL, 0)
return diametro

[2 pts] Implementar BFS o DFS.
[2 pts] Encontrar un extremo del didmetro a partir de un nodo al azar.
[2 pts] Encontrar el largo del didmetro a partir de un extremo.
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Pregunta 2

Dado un grafo dirigido con costos G(V, E) tal que el costo de cada arista puede ser 1 0 2.

a) Explica como encontrar la ruta de menor costo entre dos nodos dados usando BFS. Puedes modificar el grafo o
el algoritmo para resolver este problema.

b) Demuestra que tu solucién en a) es correcta.
¢) Calcula la complejidad del algoritmo propuesto en a) con respecto a [V| y |E|

Solucion:
Existen varias soluciones diferentes y correctas, veremos 2 de ellas pero si lo hicieron de otra forma valida se considera
correcto también:

1) La primera es modificar el grafo:

a) Se reemplazan cada una de las aristas de costo 2 por 2 aristas de costo 1 y un nodo intermedio. Luego podemos
utilizar BES ya que tenemos un grafo con todas las aristas de costo 1 equivalente a el grafo anterior.

b

=

Para demostrar que esto es correcto es importante mencionar 2 cosas. Primero las rutas del grafo original tienen
el mismo costo que las rutas del grafo modificado. Segundo, estd demostrado que BFS encuentra la ruta més
corta en un grafo sin costos (que es igual que un grafo con todas las aristas del mismo costo) por lo que la ruta
obtenida es la 6ptima.

C

~

Sabemos que la complejidad de realizar BFS en un grafo de |V| nodos y |E| aristas es de O(|V| + |E]). Si el
grafo inicial tenia |V'| nodos y |E| aristas y reemplazamos todas las aristas de costo 2 por 2 aristas de costo 1 y
un nuevo nodo intermedio, en el peor caso todas son de costo 2 por lo que se duplican las aristas y se agregan
tantos nodos como aristas habfan, quedando |V| + |E| nodos y 2 - | E| aristas. Entonces la complejidad de BFS
quedaria O(|V| + 3 - | E|) que es equivalente a O(|V| + |E|).

2) La segunda es modificar el algoritmo:

a) La modificacion que se hace el algoritmo es al orden en que se revisan los nodos en la cola. BFS revisa los nodos
en orden de profundidad pero entre nodos en la misma profundidad no hace una diferencia que en este caso, con
aristas con costos mayores, si afecta el orden en que se revisan los nodos para llegar a la optimalidad. Por lo
tanto, al revisar un nodo se almacenard el costo acumulado en llegar a ese nodo. Luego, en la cola de los nodos
por revisar, se revisard primero el nodo cuyo costo acumulado para alcanzar es el mas bajo. Si al expandirlo
encontramos una forma menos costosa de llegar a uno de los nodos que queda por expandir, le cambiamos el
costo por el menor de los dos. Se encontrard una solucién cuando el nodo que se expandira es el nodo final.
Esto es equivalente al algoritmo de Dijkstra.

b) Para demostrar que el algoritmo es correcto hay que demostrar que se expande cada nodo con la ruta a el de
costo minimo. Para demostrar esto realizaremos una induccién.

Caso Base: En la primera iteracién del algoritmo entra a la cola el nodo inicio y se expande. Es trivial que
al expandir el nodo inicio, se tiene la ruta 6ptima hacia €l de costo 0.

Hipotesis de Induccién: En la iteracién n del algoritmo, (en que se han sacado n nodos de la cola) asumi-
mos que cada nodo fue sacado con su costo minimo.

PD: Para el nodo que se expande en la siguiente iteracion se llega con el costo minimo posible.
A partir de que en la iteracion anterior se habia llegado al nodo expandido de forma 6ptima tenemos los siguien-
tes casos en la cola:
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1) Nodos que tienen el mismo costo de descubrimiento que el que se acaba de expandir.
2) Nodos con costo de descubrimiento +1 que el que se acaba de expandir

3) Nodos con costo de descubrimiento +2 que el que se acaba de expandir

Actualmente estamos sacando los nodos de 1) y agregando sus vecinos a 2) y a 3) segtin corresponda el costo
de la arista para llegar a ellos. Todos los nodos de 1) fueron descubiertos con su costo minimo ya que fueron
descubiertos por algtin nodo que ya sali6 de la cola y nuestra hipétesis de induccién nos dice que los que salieron
de la cola fueron descubiertos con el costo minimo.

Los nodos en 2) se separan en 2 casos: Los nodos que fueron descubiertos con una arista de costo 1 por un
nodo a la profundidad actual y los nodos que fueron descubiertos por una arista de costo 2 por un nodo de la
iteracién anterior. En ambos casos el costo con el que saldrdn de la cola es el minimo para ese nodo.

Finalmente los nodos de 3) estan en esa cola porque fueron descubiertos por un nodo a la profudidad actual
por una arista de costo 2. Es posible que sacando nodos de 1) encontremos una arista de costo 1 que redescubra
uno de esos nodos a menor profundidad. En ese caso el nodo se cambia su costo de descubrimiento y cambia al
caso 2). En el caso en que no se redescubra de esta manera entonces la manera mas barata de llegar al nodo es
con esa arista final de costo 2.

Los nodos del caso 1) se expanden primero, luego del caso 2) y luego del caso 3). Por lo que queda demos-
trado que se expandiran con costo minimo por lo que el algoritmo funciona.

Otra forma de demostrarlo es hablando de ordenar la cola segun el costo de descubrimiento y demostrar por
que con eso se llega con costo minimo a cualquier nodo.

No es correcto revisar todas las rutas posibles al nodo destino utilizando BFS por que BFS para funcionar
asume que cuando encuentra la ruta a un nodo y lo expande esa ruta es la mds corta. (Con costos 1 y 2 esto no
se puede asegurar).

La complejidad de la adaptacion del algoritmo depende de la implementacién de la cola (o colas) para llevar
a cabo el algoritmo. Si se utiliza un Heap para ordenar la cola entonces la complejidad del algoritmo seria de
O(|V|+ |E|+ |V|-log(V) por ordenar el heap para cada uno de los nodos que se revisan. Si se utiliza una cola
para almacenar los nodos de cada uno de los casos 1), 2) y 3) entonces la complejidad es de O(|V'| + |E|)
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Estructuras de Datos y Algoritmos - 11C2133
Control 4
6 de mayo, 2019

1) Un puente en un grafo no direccional es una arista (u, v) tal que al sacarla del grafo hace que el grafo
quede desconectado -0, mas precisamente, aumenta el nimero de componentes conectadas del grafo;
en otras palabras, la Unica forma para ir de u a v en el grafo es a través de la arista (u, v). [4 pts.] Explica
coémo usar el algoritmo DFS para encontrar eficientemente los puentes de un grafo no direccional; y [2
pts.] justifica qué tan eficientemente. Recuerda que DFS asigna tiempos de descubrimiento (y
finalizacion) a cada vértice que visita.

R: Para hallar los puentes en el grafo lo que se hara, basicamente, es buscar aquellas aristas que no
pertenezcan a algun ciclo dentro de este. Es posible encontrar dichas aristas utilizando el algoritmo
DFS. Teniendo nuestro bosque, generado por el algoritmo, supongamos que tenemos una arista (u, v) y
que en el bosque no es posible llegar desde un descendiente de v hasta un ancestro de u, entonces
diremos que dicha arista no pertenece a ningun ciclo y en consecuencia, es un puente. Para detectar de
manera eficiente si una arista es un puente, lo que se hara es guardar, en cada nodo, el menor de los
tiempos de descubrimiento de cualquier nodo alcanzable (no necesariamente en un paso) desde donde
me encuentre, llamémoslo v.low. Si la arista es la (u, v), esto es:

u.low = min{u.d,v.low}

Ahora, al momento de retornar el método dfsVisit, lo que se hara es comparar dicho valor con el tiempo
de descubrimiento del nodo en el que estoy parado. Digamos estoy parado en el nodo u y visité v, si se
tiene que u.d < v.low entonces no se puede alcanzar ningln ancestro de u desde algun descendiente
de v, en consecuencia dicha arista no pertenece a ningun ciclo y es un puente.

Esta forma de detectar puentes en el grafo posee la misma complejidad que el algoritmo DFS, O(|V| +
|[E]). Esto ya que lo Unico que se estd haciendo es actualizar un valor y compararlo, lo que no suma
mayor complejidad (se hace en tiempo constante).

e [4 pts] Se explica un algoritmo o bien las modificaciones que se le deben realizar a DFS para
lograr el objetivo de manera clara y concisa. Solucion debe ser eficiente. Si no se cumple con
los puntos anteriores no hay puntaje.

e [2 pts] Solo si el algoritmo es correcto (efectivamente encuentra los puentes) y se justifica el
por qué de la eficiencia mostrada.
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4. Tienes que realizar un conjunto de tareas en un computador y queremos determinar el
orden en que deben realizarse, teniendo en cuenta que existe una lista de dependencias
(a, b), que representan el hecho de que la tarea a debe hacerse antes que la tarea b. De
esta manera, se forma un grafo direccional que, sin embargo, podria tener ciclos;
interpretamos estos ciclos como que todas las tareas que forman un determinado ciclo
pueden ser realizadas al mismo tiempo (en paralelo).
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Explica cémo puedes determinar el orden en que deben realizarse las tareas de manera
que se cumplan todas las dependencias, indicando ademas los subconjuntos de tareas
que se pueden hacerse en paralelo.

Solucioén:

Si no hubiera ciclos, el orden de las tareas es simplemente el orden topoldgico del grafo.
Pero como el orden topoldgico no existe si el grafo tiene ciclos, debemos hacer algo al
respecto. [0.5pt]

Lo primero que hay que hacer es identificar cuales son las tareas que deben ser
realizadas al mismo tiempo. El detalle es que la cantidad de ciclos puede ser exponencial,
por lo que no sirve “encontrar todos los ciclos”. Lo que hay que hacer en lugar de eso es
determinar la cantidad de ejecuciones en paralelo que hay que hacer. Llamaremos a cada
una de esas una super-tarea (ST): un conjunto de tareas que deben ser ejecutadas en
paralelo.

La propiedad que nos interesa es que las STs corresponden a las componentes
fuertemente conectadas del grafo con mas de un elemento. [2.5pt]

Demostracion:

Sabemos que las tareas de un ciclo corresponden a una ST, pero una ST podria
contener a mas de un ciclo.

“,_ n

Tomamos la siguiente definicidn de ciclo: si “a” pertenece a un ciclo, significa que

“_n “_n “, "

existe una ruta de “a” hasta “a” pasando por al menos un nodo distinto de “a”.

Si “x” pertenece a la misma ST que “a”, significa que existe un ciclo que los contiene a
ambos. Esto a su vez significa que existe una ruta de “a” a si misma pasando por “x".

“,_ n

Sea T ={a, X1, ..., Xn} Una ST que contiene a este nodo arbitrario “a

“, n

{x1, ..., Xn} corresponden a todas las tareas que estdn el la misma ST que “a”.

u,,n “_n u,,n u,,n “, "

Esto significa que para cada “x;” existe una ruta de “a” a “x;”, y una ruta de “x;" a “a”.

“,,n

Esto significa que para cada L # j, existe una ruta de “x"a"“x,

“,_n

pasando por “a”.

Es decir, T es un conjunto de nodos donde todos los nodos son alcanzables entre ellos.
Esa es la definicion de componente fuertemente conectada.

. T es una CFC.

[1.5pt por demostrar o justificar correctamente esta propiedad]
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Podemos usar el algoritmo para encontrar las CFC que se vi6 en clases para encontrar
todas las CFC del grafo. Sea {Tj, ..., Tn} el conjunto de CFCs con mas de un elemento, es
decir un conjunto de STs.

Una vez encontradas todas las STs podemos eliminar del grafo los nodos que pertenecen
a alguna ST, asi como las dependencias entre elementos que pertenecen a la misma ST.
Luego agregamos las STs como nuevas tareas al grafo, de la siguiente manera:

“ “ "

Si un nodo “u” pertenece a la ST Ti, y un nodo “v" pertenece a la ST Tj, y existe la
dependencia (u, v), esta se elimina del problema y se agrega la dependencia entre STs,
(Ti, Tj). Luego cada dependencia de la forma (a, u), donde a no pertenece a una ST, se
elimina del problema'y se agrega la dependencia (a, Ti). Por otro lado, cada dependencia
de la forma (u, a), donde a no pertenece a una ST, se elimina del problema y se agrega la
dependencia (Ti, a).

[1pt por la construccién de este nuevo grafo]

Ahora que tenemos un grafo aciclico podemos determinar su orden topolégico usando
el algoritmo visto en clases, que es el orden de tareas que se pide. [0.5pt]
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2. Ordenacion topologica

En clase estudiamos un algoritmo para ordenar topolégicamente un grafo direccional aciclico G = (V, E); el
algoritmo consiste esencialmente en hacer un recorrido DFS del grafo.

a) (Cual es la complejidad del algoritmo estudiado en clase?

Respuesta: [1.5 ptos] La complejidad del algoritmo es de O(|V|+|E]|).
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Considera ahora el siguiente algoritmo (que fue sugerido por algunos de ustedes en esa misma clase) para
ordenar topolégicamente un grafo direccional aciclico G = (V, E).

1. Encontrar un vértice que no tenga aristas que lleguen a él.

2. Imprimir el vértice, y sacarlo del grafo junto a todas las aristas que salen de él.

3. Si auin quedan vértices en el grafo, volver a 1.

Si representamos el grafo mediante listas de vértices adyacentes, tal como vimos en clase, responde:

b) Explica claramente como implementar el algoritmo anterior —es decir, jcomo encuentras un vértice que no
tenga aristas que lleguen a é1?, y ;como lo "sacas" del grafo junto a todas las aristas que salen de é1?

Respuesta: [1.5 ptos] Es correcta cualquier implementacion, en la medida que esté bien explicada.

Se descuenta puntaje por detalles en cuanto a la implementacién.
Se dio 0 puntos si el algoritmo estaba incorrecto.

c¢) ... y deduce su complejidad en términos del nimero de vértices, | V|, y del nimero de aristas, | E|.

Respuesta: [1.5 ptos] La complejidad debe ser correcta dependiendo de la implementacion en (b).

d) Explica como mejorar la implementacién del algoritmo, en b), de modo que la complejidad sea ahora
O(|VI+|E]). En el caso que tu algoritmo en b) ya tenga esa complejidad demuéstrala formalmente.

Respuesta: [1.5 ptos] Una posible forma de hacer que el algoritmo tenga una complejidad de O(| V[+|E|) es
agregar, a cada nodo, un contador que indique la cantidad de aristas que llegan hacia el. Al comienzo del
algoritmo, setear los valores del contador toma O(|V|+]|E|), luego se pueden recorrer todos los nodos, en

O(I1 V), eir agregando a una cola (o un stack) aquellos nodos que tengan su contador en 0. Luego, se van
sacando los nodos de la cola. Cuando se saca un nodo de la cola se debe recorrer su lista de adyacencia y para
cada nodo al cual se conecta, disminuir el contador en 1, si el contador llega a 0, agregamos dicho nodo a la
cola. El algoritmo termina cuando no hay nodos en la cola. Como solo se esta haciendo un recorrido por las
listas de adyacencia de cada nodo y sacar y agregar los nodos a la cola toma O(1), el algoritmo posee una
complejidad de O(| V[+|E]|).

Esta implementacion es solo una de las posibles, puede haber méas. Lo importante era que tuviese la
complejidad solicitada.



4 GRAFOS 241

2018-1-12-P3-DFS modificado (1/3)

3. Busqueda en profundidad (prs)

La siguiente en una version mas general del algoritmo visto en clases para recorrer un grafo G a partir de un
vértice v:

DFS(G, v):
marcar v
SBv —inicializa un stack de vértices, S, con v
while S no esta vacio :
wBS —extrae el vértice en el top de S'y asignalo a w
“visitar” w
for all x tal que (w, x) es una arista de G :
if x no esta marcado:
marcar x
SBx
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a) Supongamos que G es no direccional (las aristas no tienen direccién). Decimos que G es biconec-tado si
no hay ningun vértice que al ser sacado de G desconecta el resto del grafo. Por el contrario, si G no es
biconectado, entonces los vértices que al ser sacados de G desconectan el grafo se conocen co-mo puntos de
articulacion.

Describe un algoritmo eficiente para encontrar todos los puntos de articulacion en un grafo conectado. Explica
cudl es la complejidad de tu algoritmo.

Respuesta.

Para obtener un algoritmo eficiente que resuelve este problema, utilizamos una version adaptada de DFS que
pueda detectar aristas hacia atras en el grafo no direccional. El principio sobre el que se basa la solucion es que
luego de hacer DFS en un grafo no dirigido hay dos posibilidades para que un vértice sea punto de
articulacion:

1. Laraiz del arbol DFS generado es un punto de articulacion: esto ocurre cuando la raiz tiene mas de un
hijo, pues significa que la tinica forma de descubrir todos estos hijos, fue partir una nueva rama de la
busqueda desde la raiz. Si no fuera asi y la raiz no es punto de articulacion, entonces al sacarla los
hijos deberian tener otro camino que los una. Este sera el primer chequeo: verificar si la raiz tiene
mas de un hijo en el arbol DFS. [1 pt. Por caso raiz]

2. Un vértice que no es raiz es punto de articulacion: esto ocurre si para un nodo u todos sus
descendientes no cuentan con un camino que llegue a un antecesor de u en el arbol DFS. Esto se
puede verificar en tiempo constante si se agrega un atributo a cada nodo que se define segiin

u.low = minfu.disc, w.low para algun w descendiente de u}

Este atributo guarda el tiempo de descubrimiento de u o el de un ancestro alcanzable con alguna arista
hacia atras. Con esta estrategia, los puntos de articulacion (no raiz) son aquellos que tienen el atributo
low menor que el de sus descendientes directos. [1 pt. Por estrategia general]

Con esto, el algoritmo DFS que incorpora el atributo low a cada vértice seguido de una revision para cada
vértice permite entregar los puntos de articulacion de todo el grafo. En resumen:

1. Ejecutar DFS que registra tiempos de descubrimiento y /ow (paso completo en O(V+E))

2. Revisar cada vértice en el arbol DFS generado y comparar /ow con sus descendientes. Agregar a una
lista aquellos vértices que no cumplan la condicion buscada (paso completo en O(V+E)).

3. Revisar cuantos hijos tiene la raiz del arbol y agregarla si tiene mas de uno (paso completo en O(1)).

Por lo tanto, la complejidad del algoritmo es O(V+E) para un grafo representado con listas de adyacencia.

[1 pt. Por explicacion de complejidad]

b) Considera el siguiente grafo G direccional (las aristas tienen direccion), representado mediante sus listas de

adyacencias:
[0]: 5-1 [1]: [2]: 0-3 [3]: 52 [4]:3-2 [5]: 4
[6]: 9-4-0 [7]: 6-8 [8]: 7-9 [9]: 11-10 [10]: 12 [11]: 4-12 [12]:9

Ejecuta el algoritmo DFS anterior a partir del vértice v=0. Muestra el orden en que los vértices van siendo
marcados y el contenido del stack S cada vez que cambia.
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Respuesta (posible solucién).
Partiendo de 0, lo marcamos y lo ponemos en S; S= [0].
[A partir de ahora, cada paso = 0.5 pts.]

Al sacar 0 (S=[ ]) y asignarlo a w, vemos que sus vecinos son 5 y 1; los marcamos y los ponemos en S; S= [5, 1].
Al sacar 5 (S=[1]) y asignarlo a w, vemos que su unico vecino es 4; lo marcamos y lo ponemos en S; S= [4, 1].

Al sacar 4 (S=[1]) y asignarlo a w, vemos que sus vecinos son 3 y 2; los marcamos y los ponemos en S; S= [3, 2, 1].
Al sacar 3 (S=[2, 1]) y asignarlo a w, vemos que sus vecinos son 5 y 2, ambos ya marcados; S= [2, 1].

Al sacar 2 (S=[1]) y asignarlo a w, vemos que sus vecinos son 0 y 3, ambos ya marcados; S=[1].

Al sacar 1 (§=[]) y asignarlo a w, vemos que no tiene vecinos; S= [ ] y terminamos.



4 GRAFOS 244

2017-1-13-P1-Componentes Fuertemente Conec-
tados (1/1)

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
ESCUELA DE INGENIER{A
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

IIC 2133 — Estructuras de Datos y Algoritmos
Interrogacion 3
Primer Semestre, 2017

Duracion: 2 hrs.

1. a) (1/3) Sea G = (V, E) un grafo dirigido aciclico. ;Cuantas componentes fuertemente conexas encuentra el
algoritmo de Kosaraju al ser ejecutado en G? Justifique.

Respuesta (1 punto): El algoritmo de Kosaraju encuentra todas las componentes fuertemente conexas
de un grafo.

Un grafo dirigido aciclico es un grafo que (valga la redundancia) no posee ningun ciclo y sus nodos se
conectan en un solo sentido. Al no existir ciclos, no existe camino que permita a un nodo conectarse con
si mismo.

Por otro lado, una componente fuertemente conexa, se define como un grupo de nodos en el que todos
los nodos pertenecientes a esta son alcanzables desde cualquier nodo de la componente.

Dado esto, no pueden haber componentes fuertemente conexas si no se permiten ciclos en un grafo. Por
ende, El grafo G no posee componentes fuertemente conexas. Hasta acd se obtiene todo el puntaje. Si se
define que un nodo es alcanzable por si mismo, entonces la cantidad de componentes fuertemente conexas
es |V].

b

~

(2/3) Suponga que el algoritmo de abajo se ejecuta con un grafo dirigido aciclico G.

i. Ejecute DFS sobre G, almacenando los tiempos de finalizacion.

ii. Ejecute DFS-visit(G,u), donde u es el nodo de G que tiene el mayor tiempo de finalizacién.
iii. Si todos los nodos estdn marcados negros, retorne TRUE. En caso contrario, retorne FALSE.

(Qué propiedad tiene G cuando el algoritmo retorna TRUE? Justifique.

Respuesta (2 puntos): El nodo u cumple la propiedad de no tener ancestros y ser ancestro de todos los
nodos del grafo (por ende todos los nodos —{u} tienen minimo un ancestro). (1 punto) ;Por qué?

Por el paso i (DFS), se almacenan todos los tiempos de finalizacén. El nodo que se cierra tltimo (ulti-
mo en volverse negro), en un grafo aciclico, es el primero en el orden topolégico correspondiente y este
nodo no tiene ancestros. (0,25 puntos) DFS-visit es el algoritmo DFS pero que parte de un nodo y sigue
solo los caminos alcanzables por ese nodo. Luego se detiene. (0,25 puntos)

Un nodo se marca negro cuando visité a todos sus descendientes. Si todos los nodos estdn marcados
negros, se visit6 a todos los nodos del grafo. Por ende, si un DFS-visit(G,u) marca a todos los nodos
negros, significa que se logré alcanzar a todos los nodos del grafo desde u. Dado que este grafo no tiene
ciclos, u no tiene ancestros. (0,5 puntos)

Estos son puntajes parciales, en caso de no tener la respuesta completa o correcta.
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Estructuras de Datos y Algoritmos — iic2133
12
3 octubre 2016

Contesta so6lo 4 preguntas

1. Un puente en un grafo no direccional es una arista que, si se saca, separaria el grafo en dos subgrafos
disjuntos. Describe un algoritmo eficiente que encuentre todos los puentes de un grafo no direccional;
justifica la eficiencia y la correccion de tu algoritmo.

Respuesta:

Una arista (u, v) es un puente U (u, v) no pertenece a un ciclo; dfs encuentra los ciclos. Por lo tanto, ejecutemos
dfs y miremos el bosque dfs producido. Recordemos que dfs en un grafo no direccional s6lo produce aristas de
arbol y hacia atras; no produce aristas hacia adelante ni cruzadas.

Una arista de 4rbol (u, v) en el bosque dfs es un puente U no hay aristas hacia atris que conecten un
descendiente de v a un ancestro de u. ;Como determinamos esto? Recordemos el tiempo de descubrimiento v.d
que dfs asigna a cada vértice v : una arista hacia atras (x, y) conectara un descendiente x de v a un ancestro y de u
siy.d<xd.

Luego, si v.d es menor que todos los tiempos d que pueden ser alcanzados mediante una arista hacia atras
desde cualquier descendiente de v, entonces (i, v) es un puente.

Es decir, basta modificar un poco dfsVisit visto en clase: asignar a cada vértice v un tercer nimero v.min que
sea el menor de todos los y.d alcanzables desde v mediante una secuencia de cero o mas aristas de arbol seguida
de una arista hacia atras; si al retornar dfsVisit(v), v.d = v.min, entonces (u, v) es un puente. Esta
modificacion no cambia la complejidad de dfsVisit.

El puntaje distribuye asi:
® 4 ptos por el algoritmo (Se toma en cuenta cuan eficiente es).
e 1 pto por justificar correctamente la eficiencia, independiente que tan bueno sea el algoritmo y
suponiendo que este es correcto.
® | pto por justificar la correctitud del algoritmo.
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2. a) Considera un grafo no direccional. Queremos pintar los vértices del grafo, ya sea de azul o de ama-
rillo, pero de modo que dos vértices conectados por una misma arista queden pintados de
colores distintos.

Da un algoritmo eficiente que pinte los vértices del grafo segun la regla anterior, o bien que se dé
cuenta de que no se puede; justifica la correccion de su algoritmo.

La idea es usar DFS, que es O(V+E):

1) Recordemos que al aplicar DFS a un grafo no direccional sélo aparecen aristas de drbol y hacia
atrds, no hay aristas hacia adelante ni cruzadas.

2) Por lo tanto, en el arbol DF'S resultante, si a partir de un vértice v surgen varias ramas, significa que
en el grafo original cualquier ruta que va de los vértices en una de esas ramas a los vértices en otra
necesariamente pasa por v.

38) Por lo tanto, a partir de la raiz del drbol DFS podemos pintar los vértices alternando colores a
medida que bajamos por cada rama.

4) Finalmente, hay que revisar las aristas hacia atrds del drbol DFS, cuya presencia refleja la existencia
de ciclos en el grafo original:
- Sialguna arista hacia atrds conecta (directamente) vértices pintados del mismo color, entonces el
grafo no se puede pintar como se pide en el enunciado.
- Pero si el arbol DFS no tiene aristas hacia atrds, o si ninguna arista hacia atrds conecta vértices
pintados del mismo color, entonces es posible pintar los vértices del grafo original como se pide en
el enunciado, la asignacion de colores definida en el paso 3) es una forma concreta de hacerlo.

b) Considera el siguiente grafo direccional G, representado mediante listas de vértices adyacentes:

[0] > 5, 1 [4] > 3,2 [8] = 7,9 [12] > 9
[1] - [5] > 4 [9] - 11, 10

[2] >0, 3 [6] > 9, 4,0 [10] — 12

[8] > 5, 2 (71— 6,8 [11] - 4, 12

Determina las componentes fuertemente conectadas de G ejecutando el algoritmo estudiado en
clase:

1) Realizamos DFS de G, para calcular los tiempos de finalizacidn, u.f, de cada vértice

2) Determinamos G*

3) Realizamos DFS de G7, pero en el ciclo principal consideramos los vértices en orden decreciente
de u.f calculado antes
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El DFS del paso 1 se puede realizar a partir de cualquier vértice de G, el resultado del paso 1, en térmi-
nos de los tiempos u.f asignados a cada vértice, va a depender de cudl vértice partimos. Supongamos

que partimos de 0, luego de 6, y finalmente de 7T:

0d=1 6.d=13
5d=2 9.d=14
4.d=3 11.d=15
3.d=4 12.d=16
2d=5 12.f=17
2f=6 11.£=18
3f=7 10.d=19
4f=8 10.f=20
5f£=9 9.f=21
1.d=10 6.f=22
1.f=11 7.d=23
0.f=12 8.d=24
8.f=25
7£=26

El paso 2 consiste en transponer G, es decir, invertir la direccion de las aristas; vale tanto el dibujo del

grafo, como la representacién mediante listas de vértices adyacentes:

[0] > 2,6 [4] - 5,6, 11 8] > 7 [12] —» 10, 11
[1] >0, [6] > 0,3 [9] > 6, 8, 12

[2] = 3,4 [6] = 7 [10] > 9

B8] > 2,4 [71 > 8 [11] > 9

En el paso 3 hacemos DFS del grafo transpuesto, pero en el ciclo principal de DFS consideramos los
vértices en orden decreciente de u.f calculado en el paso 1, es decir, en este caso:

partimos con el vértice T (7.f = 26), a partir del cual sélo podemos llegar al 8, de modo que estos dos
vértices forman una componente;

seguimos con el vértice 6 (6.f = 22), a partir del cual no podemos ir a ningtin otro vértice (excepto 7, pero
ya fue considerado), de modo que 6 forma una componente por si solo;

seguimos con 9 (9.f = 21), a partir del cual podemos llegar a 12, 11 y 10 (también a 6, pero ya lo conside-
ramos), de modo que 9, 10, 11 y 12 forman otra componente;

... similarmente encontramos la componente 0, 2, 3, 4 y 5;

... y por ultimo, la componente formada sélo por 1.
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11c2133 Estructuras de Datos y Algoritmos
Examen

24 noviembre 2015

1. Considera un grafo direccional G = (V, E) con costos y aciclico (y que, por lo tanto, puede ser ordenado
topolégicamente):

a) [3 pts.] Da un algoritmo de tiempo O(V+E) para encontrar las rutas mas cortas en G desde un
vértice de partida s.

1. ordenar G topolégicamente —visto en clase; necesario para poder hacer un algoritmo eficiente
2. para cada vértice v de G: —este es el procedimiento init(s) visto en clase

dlv] =
n[v] = nil
d[s]=0

3. para cada vértice u de G, en el orden producido por la ordenacion topolégica: —esta condiciéon es
esencial para la correccién del algoritmo
para cada vértice v adyacente a u: —este es el procedimiento reduce(u, v) visto en clase
if (d[v] > d[u] + w(u, v))
d[v] =d[u] + w(u, v)

n[v] =u

b) [3 pts.] Justifica que tu algoritmo encuentra las rutas mas cortas y que toma tiempo O(V+E).

[1.5 pts.] El algoritmo es de tiempo O(V+E), como se justifica a continuacion:

- ordenar G topolégicamente (paso 1) es O(V+E), ya que esencialmente es hacer un recorrido DFS

- el ciclo "para" que sigue (paso 2) es O(V), por lo que no agrega complejidad

- el ciclo "para" que sigue (paso 3) es O(V+E), ya que mira cada vértice u y, para cada uno, mira cada arista
que sale de u (los vértices v adyacentes a u); y, en cada caso, hace una operacién de complejidad constante
(un reduce)

[1.5 pts.] El algoritmo efectivamente calcula las rutas més cortas desde s a todos los otros vértices

(alcanzables desde s); en el paso 3:

- cada arista (i, v) es reducida exactamente una vez, cuando u es procesado (cuando la iteracién "pasa" por
u), dejando d[v] < d[u] + w(u, v)

- esta desigualdad se mantiene de ahi en adelante, hasta que el algoritmo termina, ya que d[u] no cambia:
como los vértices son procesados en orden topolégico, ninguna arista que apunte a u va a ser reducida des-
pués de procesar u
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4. Considera el siguiente grafo no direccional, representado mediante sus listas de adyacencias:

0:6-2-1-5 [1]: 0 [2]: 0 [B8]: 5—-4 [4]:5-6-3
5:3-4-0 [6]:0—-4 [7]: 8 [8]: 7 [9]:11-10-12
[10]: 9 [11]: 9-12 [12]:11-9

Determina las componentes conectadas de este grafo, ejecutando el algoritmo basado en DFS estudiado
en clase. En particular, muestra el orden en que se van produciendo cada una de las llamadas recursivas,
si la primera llamada es DFS(0); marca los puntos de retorno de las llamadas en que se completa la detec-
cién de una componente conectada; y para cada componente conectada detectada lista sus vértices.

Respuesta: Proxima pagina
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dfs(0)
dfs(6)
0V —ya lo habia descubierto
dfs(4)
dfs(5)
dfs(3)
5+
4+
3 fin —terminé de descubrir todo lo que podia desde 3
4~
0+
5 fin
6
3
4 fin
6 fin
dfs(2)
0
2 fin
dfs(1)
0V
1 fin
5
0 fin —> aqui se completa una componente conectada, formada por 0,1, 2, 3,4,5,6
dfs(7)
dfs(8)
7
8 fin
7 fin —> aqui se completa otra componente conectada: 7, 8
dfs(9)
dfs(11)
9+
dfs(12)
11+
9+
12 fin
11 fin
dfs(10)
9+
10 fin
12+
9 fin —> aqui se completa la ultima componente conectada: 9, 10, 11, 12
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5. Considera un grafo direccional aciclico. Dados dos vértices, vy w, de este grafo, describe un algoritmo
para determinar el primer ancestro comtin de vy w. El primer ancestro coman de vy w es un vértice
que no tiene descendientes que también sean ancestros de vy w.

Una posibilidad: Sea G el DAG original. Primero, determinamos GT, el grafo transpuesto de G: v y w tienen un
ancestro comun u en G si u es alcanzable (usando BFS) tanto desde v como desde w en GT. Si u y u'son ancestros
comunes de vy w en G, entonces el primer ancestro comun serd u si u' es alcanzable desde u en GT (y viceversa).
Mas en general, si hay un conjunto de vértices que son ancestros comunes de vy w en G, entonces considera el
subgrafo de GT formado por esos vértices y por las aristas que los unen, y realiza una ordenacién topoldgica de este
subgrafo: la raiz resultante es el primer ancestro comun.
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Grafos.

4) Kevin Bacon es un actor que ha trabajado en muchas peliculas. En el mundo del cine, asignamos el
niimero Kevin Bacon a un actor de la siguiente manera. El propio Kevin Bacon recibe un 0; un actor
que ha trabajado en una pelicula junto a Kevin Bacon recibe un 1; un actor que ha trabajado en una
pelicula junto a un actor cuyo ntimero es 1, recibe un 2; etc. (Por supuesto, si un actor califica para dos
0 mas numeros distintos, se le asigna el menor de esos numeros.) Describe y justifica un esquema
eficiente basado en grafos no direccionales para determinar el nimero Kevin Bacon de un actor.

Respuesta:

Construimos un grafo en que los nodos son las peliculas y los actores (dos tipos distintos de nodos, pero
todos nodos al fin), y las aristas unen las peliculas con los actores correspondientes; no hay aristas entre
peliculas ni aristas entre actores.

A partir del nodo correspondiente al actor que nos interesa, ejecutamos BFS hasta llegar al nodo que
corresponde a Kevin Bacon; el nimero Kevin Bacon del actor que nos interesa es un medio de la longitud
del camino encontrado (en nimero de aristas).
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Estructuras de Datos y Algoritmos — 112133

Examen

8 julio 2014

1) Supongamos que construimos un grafo direccional aciclico G = (V, E) de la siguiente manera. Los vér-
tices representan tareas que deben ser realizadas, y las aristas representan restricciones de orden en-
tre tareas: una arista (u, v) indica que la tarea u debe realizarse antes que la tarea v. Adema4s, asigna-
mos a cada vértice un costo, que representa las unidades de tiempo necesarias para realizar esa tarea.

Una ruta en este grafo representa una secuencia de tareas que deben ser realizadas en un orden
particular. Una ruta critica es una ruta mds larga, y corresponde al mayor tiempo necesario para re-
alizar una secuencia ordenada de tareas. El costo de la ruta critica es una cota inferior para el tiempo
total necesario para realizar todas las tareas (tipicamente, todas las tareas correspondientes a un mis-
mo proyecto).

Da un algoritmo eficiente para encontrar una ruta critica en G; en particular,

a) ;Cémo se puede determinar eficientemente las rutas mds cortas desde un vértice s a todos los demés
en el grafo direccional aciclico? ;Cual es la complejidad de este algoritmo?

En [Cormen et al., 2009], se demuestra que a partir de la ordenacién topoldégica de los vértices de un
grafo direccional aciclico (como vimos en clase), se puede determinar eficientemente las rutas mds
cortas desde un vértice s a todos los demas: después de la ordenacién topoldgica, inicializamos el gra-
fo (con Init), y luego, recorriendo cada vértice en orden topolégico, reducimos (con Reduce) una vez
cada arista que sale del vértice. Esto tiene sentido, ya que, si recorro los vértices en orden topolédgico,
una vez que llego al vértice v, he reducido todas las aristas que llegan a él y esta garantizado al
recorrer los restantes vértices que no voy a volver a v (el grafo es aciclico). Este algoritmo toma
tiempo O(V+E). Inity Reduce son tales que, una vez terminada la ejecucién del algoritmo, es posible
reconstruir facilmente cada ruta més corta.

b) ;Cémo se puede convertir el grafo G en otro, G', en que los costos estén en las aristas? Da un algo-
ritmo de tiempo O(V+E), basado en convertir cada vértice en un trio < vértice', arista, vértice' >.

Asignamos costo 0 a cada arista original; y convertimos cada vértice original en un trio < vértice’,
arista, vértice” >, en que vértice’ recibe las mismas aristas que el vértice original, asignamos a la
arista el costo del vértice original, y desde vértice” salen las mismas aristas que del vértice original.

c) (Como se pueden determinar eficientemente las rutas mds largas en G'? ;Cuél es la complejidad de
tu algoritmo?

Las rutas mds largas se pueden determinar similarmente a las rutas mas cortas (sélo en grafos
aciclicos), negando primero los costos de cada arista, o bien reemplazando primero « por —o en Init y
los “>” por “<” en Reduce.



4 GRAFOS 254

2013-2-13-P2-DFS (1/1)

2) Considera un grafo no direccional. Queremos pintar los vértices del grafo, ya sea de azul o de amarillo, pero de
modo que dos vértices conectados por una misma arista queden pintados de colores distintos. Describe
un algoritmo eficiente que pinte los vértices del grafo segin la regla anterior, o bien que se dé cuenta de que no se
puede; justifica la correccién de su algoritmo.

Respuesta:
1) La idea es usar DFS, que es O(V+E).

2) Recordemos que al aplicar DF'S a un grafo no direccional sélo aparecen aristas de drbol y hacia atrds; no hay
aristas hacia adelante ni cruzadas.

3) Por lo tanto, en el arbol DFS resultante, si a partir de un vértice v surgen varias ramas, significa que en el grafo
original cualquier ruta que va de los vértices en una de esas ramas a los vértices en otra necesariamente pasa por
v.

4) Por lo tanto, a partir de la raiz del arbol DFS podemos pintar los vértices alternando colores a medida que baja-
mos por cada rama.

5) Finalmente, hay que revisar las aristas hacia atras del arbol DFS, cuya presencia refleja la existencia de ciclos en
el grafo original:
- Sialguna arista hacia atras conecta (directamente) vértices pintados del mismo color, entonces el grafo no se
puede pintar como se pide en el enunciado.
- Pero si el arbol DFS no tiene aristas hacia atras, o si ninguna arista hacia atras conecta vértices pintados del
mismo color, entonces es posible pintar los vértices del grafo original como se pide en el enunciado; la asigna-
cién de colores definida en el paso 4) es una forma concreta de hacerlo.



4 GRAFOS

255

2013-2-Ex-P4-DFS modificado (1/1)

4) Considera un grafo no direccional conectado G. Un puente es una arista que, si se saca, separaria G en dos sub-
grafos disjuntos.

a) [3 pts.] Describe un algoritmo eficiente para encontrar todos los puentes de un grafo no direccional.

Una arista (u, v) es un puente < (u, v) no pertenece a un ciclo (simple del grafo); DFS encuentra los ciclos en un grafo.
Luego, ejecutemos DFS sobre el grafo, y miremos el bosque DFS producido: una arista de drbol (u, v) en este bosque es un
puente < no hay aristas hacia atrds que conecten un descendiente de v a un ancestro de u.

sCémo determinamos esto? Recordemos el niimero —la marca de tiempo— v.d que DFS asigna a cada vértice v : una arista
hacia atrds (x, y) conectard un descendiente x de v a un ancestroy de u si y.d <v.d.

Luego, si v.d es menor que todos los niimeros d que pueden ser alcanzados mediante una arista hacia atrds desde cualquier
descendiente de v, entonces (u, v) es un puente.

Es decir, basta modificar un poco dfsVisit visto en clase: asignar a cada vértice v un tercer niimero v.low que sea el menor de
todos y.d alcanzables desde v mediante una secuencia de cero o mds aristas de drbol seguida de una arista hacia atrds, si al
retornar dfsVisit(v) v.d = v.low, entonces (u, v) es un puente.

b) [2 pts.] Justifica que tu algoritmo efectivamente encuentra todos los puentes.

C

~

Hay que demostrar la premisa de a): Una arista (u, v) es un puente < (u, v) no pertenece a un ciclo (simple del grafo). La
demostracion "sale” de la definicion de "puente”:
=>Si (u,v) es un puente, entonces por definicién no puede formar parte de un ciclo

<= Si (u,v) no pertenece a un ciclo, entonces no hay otra manera de ir de u a v que no sea a través de (u,v); por lo tanto, si
sacamos (u,v), uy v quedan desconectados entre ellos; y, por lo tanto, todos los vértices alcanzables desde u quedan desconec-
tados de todos los vértices alzanzables desde v, es decir, el grafo queda desconectado

[1 pt.] Determina la complejidad de tu algoritmo.

Lo que hicimos fue modificar un poco dfsVisit: asignamos a cada vértice v un tercer niimero v.low que es el menor de todos
y.d alcanzables desde v mediante una secuencia de cero o mas aristas de drbol seguida de una arista hacia atrds; si al retor-
nar dfsVisit(v) v.d = v.low, entonces (u, v) es un puente. Esta modificacion no cambia la complejidad de dfsVisit.
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2) Considera el siguiente algoritmo de ordenacién topoldgica un grafo direccional aciclico (DAG):

Identifica un vértice fuente (un vértice al que no “llega” ninguna arista), asignale el ntimero 0, sicalo del
grafo (Junto a las aristas que salen de él). Repite este proceso para el grafo resultante, pero ahora usa el
numero 1; luego, el 2; y asi sucesivamente.

Sugiere las estructuras de datos necesarias y su funcionamiento para implementar este algoritmo eficientemente.
En particular:

a) Justifica que todo DAG tiene al menos una fuente.

Resp. Parémonos en un vértice cualquiera, vo, y recorramos "hacia atras" una arista que llega a él; como el grafo es
aciclico, el vértice al que llegamos, v1, es distinto de vo. Hagamos lo mismo en v1; vamos a llegar a otro vértice, v,
que, por la misma razén, debe ser distinto de vo y vi. Sigamos asi hasta tener una secuencia de n = | V| vértices
distintos (suponiendo que en los n—1 primeros vértices de la secuencia siempre encontramos al menos una arista que
llega al vértice). Si en este punto el vértice actual, vs, tuviera una arista que llegara a él, ésta s6lo podria venir de
alguno de los vértices ya visitados, y por lo tanto formaria un ciclo; como el grafo es aciclico, este tltimo vértice no
puede tener ninguna arista que llegue a él.

b) ;Cémo identificamos los vértices fuente la primera vez?

Resp. Supongamos que el grafo esta representado por sus listas de adyacencias. Definamos un arreglo x, indexado
segun los vértices del grafo, que va a contar el nimero de aristas que llegan a cada vértice; inicializamos todos los
elementos de x estdan en 0. Ahora recorremos las listas de adyacencias una a una; cada vez que llegamos a un vértice
v, incrementamos el contador x[v]. Al terminar de recorrer las listas de adyacencias, los elementos de x que estén en
0 corresponden a los vértices fuente iniciales. Este procedimiento toma tiempo O(V+E).

c) (Dénde guardamos los vértices fuente que vamos identificando a lo largo de la ejecucién del algoritmo?

Resp. Cada vez que procesamos un vértice fuente (le asignams el namero 0, 1, 2, ..., lo sacamos del grafo, y también
sacamos las aristas que salen de él), producimos nuevos vértices fuente: elementos de x que quedan en 0 (ver d).
(Cémo hacemos para identificarlos y procesarlos? Una posibilidad es que cada vez que vamos a buscar un nuevo
vértice fuente, recorramos todo el arreglo x buscando elementos que estén en 0 y que no sean vértices fuente
procesados anteriormente. Esto no es muy eficiente.

Es mejor usar una cola (o un stack) de vértices fuente ain no procesados. Inicializamos la cola con los vértices
fuente identificados en b). Para procesar el préoximo vértice fuente, simplemente sacamos el primero de la cola.
Durante el procesamiento de un vértice fuente, cuando producimos uno nuevo, ponemos éste en la cola.

d) ;Cémo identificamos los (nuevos) vértices fuente en el grafo que queda después de que sacamos un vértice fuente?

Resp. Sacamos un vértice fuente de la cola y recorremos su lista de adyacencias: para cada vértice v que encontra-
mos en esta lista, decrementamos x[v]; si x[v] queda en 0, agregamos v a la cola. Este procedimiento toma tiempo
O(V+E).
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[IC2133 - Estructuras de datos y algoritmos [-2012 — Interrogacion 3

Estructuras de datos y algoritmos 1-2012
Interrogacion n° 3
Instrucciones generales
* Ingresa tu nombre en todas las hojas de respuesta
+ Entrega 1 hoja por pregunta, independiente si no respondiste la pregunta
* Lee cuidadosamente cada pregunta
* Dispones de 120 minutos
Pregunta 1 — Grafos (20 pts)

a) (8 pts) Escribe una funcién que permita ir de un vértice A a un vértice B pasando por el
menor numero de vértices como intermediarios. Tu funcién debe recibir como parametros el
grafo, el vértice A y el vértice B — de acuerdo a lo visto en clases, puedes elegir como deseas
recibir el grafo y los vértices. Al principio, tu funcién debe imprimir “Comenzando en el vértice
i” donde i es el identificador del vértice A. Luego, cada vez que tu funcién visite un vértice
camino al vértice B, imprimir el identificador del vértice que esta visitando. Finalmente,
cuando llega al vértice B, imprimir “Llegando al vértice |°, donde j es el identificador del
vértice B.

Por ejemplo, en el grafo:

La funcion, al ir del vértice 8 al vértice 19 debiera imprimir:
Comenzando en el vértice 8
2

Llegando al vértice 19

Este gjercicio se puede resolver aplicando BFS para encontrar el camino mas corto entre A y
B. Sin embargo, esto tiene una complicacion adicional y es que no basta con recorrer el
grafo usando BFS, sino que ademas hay que guardar el camino (lo que se puede conseguir
guardando para cada vértice el vértice padre del arbol resultante). Si se utiliza una matriz de
adyacencia, y se considera que un vértice i NO esta conectado al vértice | si y solo si
matriz[i][j] == 0 (o, dicho de otro modo, matriz[il[j] = O significa que hay una arista ij), es
posible guardar en la misma matriz los ids de los vértices padres del camino BFS,
cambiando el valor [iJj] (que debiera ser 1) por -1 si en el recorrido BFS se llego al vértice |
desde i. Luego, para imprimir el camino es cuestion de comenzar del vértice A y seguir al
vértice j tal que matriz[A][j] == -1, y asi hasta llegar a matriz[k][B] con misma condicion.

b) (6 pts) Escribe un algoritmo que recorra en profundidad (DFS) un grafo. Luego, considera
el siguiente grafo y utilizando tu algoritmo, recorrelo desde el vértice 1. Escribe la secuencia
de nodos que visitas.
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Este gjercicio consiste en efectuar un DFS clasico y aplicarlo al grafo. Sélo para cambiar un
poco, voy a usar una lista de adyacencia, representada como una lista de listas.

(dado que podia ser en seudo codigo, me voy a dar el gusto de escribir mi solucién en Java
:D)
void dfs(List<List<Integer>> graph, int source) {
boolean(] visited = new boolean|[graph.size()];
// en Java los boolean se inicializan en false por defecto
rdfs(graph, visited, source);
}
void rdfs(List<List<Integer>> graph, boolean(] visited, int source) {
// he visitado source!
visited[source] = true;
List<Integer> adjVertices = graph.get(source);
for(int adj : adjVertices) {
// adj es un vertice adyacente
if (visited[adj]) {
// aun no he visitado adj. A por ello.
rdfs(graph, visited, adj);
}

// si hubo algun vertice adyacente que falto por visitar, el for se encargara.
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Ahora, la ejecucion de mi dfs dependera del orden en que estén los vértices en la lista.
Supondré que la lista de nodos adyacentes siempre esta ordenada del nodo menor al mayor.

Asi, la ejecucion sera:
12856121119161015914201834 13717

¢) (6 pts) Imagina que debes escribir una funcién simple, que reciba un grafo, dos vértices y
retorne true o false si estan directamente conectados (si hay una arista entre los vértices).
Sin embargo, considera que el grafo tendra entre 50.000 y 100.000 vértices y cada vértice
tentra como maximo un grado de 4. ;Cémo representarias el grafo para resolver este
problema y por qué? También debes escribir la funcion.

Aca lo importante que debes notar es que:

* No puedes usar una matriz de adyacencia porque, si suponemos que un vértice ocupa
n bytes, la matriz ocuparia entre 2.500.000.000n y 10.000.000.000n bytes (si
suponemos que un vértice es un int de 32 bits, es decir, ocupa 4 bytes, entonces la
matriz usa entre 10GB y 40GB de memoria)

* Si hay hasta 100.000 vértices de hasta grado 4, entonces habra hasta 200.000
aristas, por lo que una matriz de incidencia tendria hasta 100.000 x 200.000 datos, lo
que es aun menos viable que la matriz de adyacencia.

Por lo tanto, por el nimero de vértices hay que usar o bien una lista de incidencia (que
tendra hasta 200.000 x 2 datos, es decir, hasta 400.000 datos, lo cual es un ndmero bien
manejable: 1.6 MB de memoria con int de 32 bits), o bien una lista de adyacencia (que
tendra hasta 100.000 x 4 datos, es decir, también hasta 400.000 datos).

Dado que se desea saber si dos vértices estan conectados, si usamos la lista de incidencia
cada vez habria que buscar entre todas las aristas, mientras que con la lista de adyacencia
la lista sera, en el peor de los casos, buscar entre 4 elementos. Por lo tanto representaria el
grafo con una lista de adyacencias.

boolean isConnected(int[][] adjList, int i, int j) {
for (int k = 0; k < adjList[i].length; k++) {
if (adjList[i][k] == j) return true;
}

return false;
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2011-2-12-P3—-Ordenacién topoldgica (1/1)

3. Considera el problema de ordenar topolégicamente un grafo direccional aciclico (DAG).

a) [2 pts.] Justifica que todo DAG tiene al menos una fuente (un vértice al que no “llega” ninguna arista) y al menos
un sumidero (un vértice del que no “sale” ninguna arista).

Respuesta: Demostramos la existencia del sumidero. Parémonos en un vértice cualquiera, vo, y recorramos una
arista que sale de él; como el grafo es aciclico, el vértice al que llegamos, v1, es distinto de vo. Hagamos lo mismo en
v1; vamos a llegar a otro vértice, vz, que, por la misma razoén, debe ser distinto de vo y vi. Sigamos asi hasta tener
una secuencia de n = | V| vértices distintos (suponiendo que en los n-1 primeros vértices de la secuencia siempre
encontramos al menos una arista que salia). Si en este punto el vértice actual, v,, tuviera una arista que sale, ésta
sblo podria ir a alguno de los vértices ya visitados, formando un ciclo; como el grafo es aciclico, este ultimo vértice no
puede tener ninguna arista que salga.

La demostracién de la existencia de la fuente es andloga (recorremos las aristas “hacia atras”).

b) [Se puede resolver sin haber hecho la demostracion pedida en a)] Considera el siguiente algoritmo de
ordenacién topolégica: Identifica un vértice fuente, asignale el nimero 0, sacalo del grafo (junto a las aristas que
salen de él). Repite este proceso para el grafo resultante, pero ahora usa el nimero 1; luego, el 2; y asi
sucesivamente.

Sugiere las estructuras de datos necesarias y su funcionamiento para implementar este algoritmo eficientemente.
En particular:

i) [1 pt.] ;{Cémo identificamos los vértices fuente la primera vez?

Respuesta: Supongamos que el garfo estd representado por sus listas de adyacencias. Sea x un arreglo que cuenta
el nimero de aristas que llegan a cada vértice; inicializamos los elementos de x en 0. Ahora recorremos las listas de
adyacencias una a una; cada vez que llegamos a un vértice v, aumentamos el contador x[v]. Al terminar de recorrer
las listas de adyacencias, los elementos de x que estén en O corresponden a los vértices fuente iniciales. Este
procedimiento toma tiempo O(V+E).

ii) [1 pt.] ;(Dénde guardamos los vértices fuente que vamos identificando a lo largo de la ejecucion del algoritmo?

Respuesta: Cada vez que procesamos un vértice fuente (esto es, le asignamos el namero 0, 1, 2, ..., lo sacamos del
grafo, y también sacamos las aristas que salen de él), producimos nuevos vértices fuente: elementos de x que quedan
en 0 (ver iii). ;/Como hacemos para identificarlos y procesarlos? Una posibilidad es que cada vez que vamos a identi-
ficar (y procesar) un nuevo vértice fuente recorramos todo el arreglo x buscando elementos que estén en 0 pero que
no sean vértices fuente procesados anteriormente. Esto no es muy eficiente.

Es mejor usar una cola (o un stack) de vértices fuente atin no procesados. Inicializamos la cola con los vértices
fuente identificados en i). Para procesar el proximo vértice fuente, simplemente sacamos el primero de la cola.
Durante el procesamiento de un vértice fuente, cuando producimos uno nuevo, ponemos éste en la cola.

iii) [2 pts.] {Cémo identificamos los (nuevos) vértices fuente en el grafo que queda después de que sacamos un
vértice fuente?

Respuesta: Sacamos un vértice fuente de la cola y recorremos su lista de adyacencias: para cada vértice v en esta
lista, reducimos x[v] en uno; si x[v] queda en 0, agregamos v a la cola. Este procedimiento toma tiempo O(V+E).
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2011-2-Ex-P4—Creacion de algoritmo, or-
denacion topolédgica (1/1)

. Supdn que construimos un grafo direccional aciclico de la siguiente manera. Los vértices representan
tareas que deben ser realizadas, y las aristas representan restricciones de orden entre tareas: una aris-
ta (u, v) indica que la tarea u debe realizarse antes que la tarea v. Ademas, asignamos a cada vértice

un costo, que representa las unidades de tiempo necesarias para realizar la tarea correspondiente.

Una ruta en este grafo representa una secuencia de tareas que deben ser realizadas en un orden parti-
cular. Una ruta critica es una ruta mds larga, y corresponde al mayor tiempo necesario para realizar
una secuencia ordenada de tareas. El costo de la ruta critica es una cota inferior para el tiempo total
necesario para realizar todas las tareas.

Da un algoritmo eficiente para encontrar una ruta critica en un grafo direccional aciclico; ;cudl es la
complejidad de tu algoritmo?

En [Cormen et al., 1990] y en [Cormen et al., 2001], se demuestra que a partir de la ordenacién topoldgica de los
vértices de un grafo direccional aciclico (como vimos en clase), se puede determinar eficientemente las rutas mas
cortas desde un vértice s a todos los demas: después de la ordenacién topolédgica, inicializamos el grafo (con Init), y
luego, recorriendo cada vértice en orden topoldgico, reducimos (con Reduce) una vez cada arista que sale del
vértice. Esto tiene sentido, ya que, si recorro los vértices en orden topoldgico, una vez que llego al vértice v, he
reducido todas las aristas que llegan a él y esta garantizado al recorrer los restantes vértices que no voy a volver
a v (el grafo es aciclico). Este algoritmo toma tiempo O(V+E). Init y Reduce son tales que, una vez terminada la
ejecucion del algoritmo, es posible reconstruir facilmente cada ruta mas corta.

Las rutas mas largas se pueden determinar similarmente (sélo en grafos aciclicos), negando primero los costos de
cada arista, o bien reemplazando primero o por —o en Init y los “>” por “<” en Reduce.

El tnico tema pendiente es que antes que todo lo anterior, hay que convertir el grafo descrito mas arriba en uno
en que los costos estén en las aristas. Esto puede hacerse facilmente en tiempo O(V+E): asignamos costo 0 a cada
arista original; y convertimos cada nodo original en un trio <nodo’, arista, nodo”>, en que nodo’ recibe las mismas
aristas que el nodo original, asignamos a la arista el costo del nodo original, y desde nodo” salen las mismas
aristas que del nodo original.

El algoritmo pedido ejecuta los pasos anteriores en orden inverso. Primero, convierte el grafo original a uno con
los costos en las aristas [2 pts.]; luego, niega los costos de las aristas, o cambia o por —o y los “>” por “<” [2 pts.];
y, finalmente, ejecuta la ordenacién topolédgica, seguida por la inicializacién y la serie de reducciones [2 pts.].
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18 octubre 2010

1. Dado un grafo direccional G, explica cémo construir en tiempo O(V + E) otro grafo direccional, G’, que tenga las
mismas componentes fuertemente conectadas y el mismo grafo de componentes de G, pero que tenga el minimo
numero posible de aristas; justifica tu respuesta.

Respuesta:

[1 pt.] Observaciéon: Las SCC’s son conjuntos de vértices; luego, para que G’ tenga las mismas SCC’s que G, G’ tiene
que tener los mismos vértices que G, pero no necesariamente las mismas aristas.

[2.5 pts.]

[2 pts.] Para cada Scc de G, en G’ formamos un ciclo simple con los mismos vértices; asi, si la SCC en G tiene k
vértices, en G’ habr4 un ciclo con % aristas (el menor nimero posible de aristas de una SCC de k vértices).

[0.5 pts.] Identificar las SCC’s de G toma tiempo O(V + E); y agregar las aristas a G’ para formar ciclos simples para
todas las SCC’s toma tiempo O(V).

[2.5 pts.]

[0.5 pts.] Teniendo las SCC’s de G, se puede formar el grafo de componentes de G en tiempo O(V + E).

[2 pts.] Finalmente, para que G’ tenga el mismo grafo de componentes que G, hay que hacer lo siguiente: por cada
arista del grafo de componentes de G (aristas que unen pares de SCC’s), en G’ hay que agregar una arista que una un
vértice (cualquiera) de la primera SCC con un vértice (cualquiera) de la segunda SCC. Esto toma tiempo O(E).
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2010-2-Ex-P5—Verificacion Dijkstra, orde-
nacion topolégica (1/1)

Con respecto a las rutas més cortas en grafos direccionales:

a) Un compariero de curso te dice que implementé el algoritmo de Dijkstra. El programa produce las distancias d
y los padres & para cada vértice del grafo. Da un algoritmo de tiempo O(V+E) para verificar el resultado del
programa de tu compafiero. Sup6n que todas las aristas tienen costos no negativos. En particular, ;qué debes
verificar con respecto al vértice de parida s?; ;qué debes verificar con respecto a los otros vértices?; y jcémo te
puedes asegurar que el programa de tu companero efectivamente encontré las rutas mas cortas desde s?

b) Da un algoritmo de tiempo O(V+E) para encontrar las rutas mas cortas desde un vértice de partida s, si el
grafo es aciclico (y, por lo tanto, puede ser ordenado topolégicamente).

Para s, hay que verificar s.d =0y s.n = NIL.

Para los otros vértices v, hay que verificar v.d = v.n.d + w(v.x, v); 0 bien v.d = o si y solo si v.t = NIL.

Si cualquiera de estas verificaciones falla, entonces el resultado del programa del compafiero es incorrecto.

De lo contrario, todavia hay que asegurarse que haya encontrado las rutas mas cortas desde s. Para esto, basta
con reducir cada arista una vez: si algin v.d cambia, entonces el resultado es incorrecto; de lo contrario, es
correcto.

Ordenar el grafo topolégicamente
para cada vértice v del grafo {

v.d=owo
v.t = NIL
}
s.d=0

para cada vértice u del grafo, en el orden producido por la ordenacién topolégica
para cada vértice v adyacente a u
if (v.d>u.d+ wu, v)){
v.d=u.d+ wu, v)
LIT= U
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5 Backtracking

En esta seccion se encuentran los siguientes con-
tenidos:

264

— Modelamiento de un problema
— Podas

— Heuristicas



5 BACKTRACKING 265

2020-2-12-P1—Coloraciéon de grafos, back-
tracking (1/3)

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
ESCUELA DE INGENIER{A
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

[1C2133 — Estructuras de Datos y Algoritmos
2020 - 2

Interrogacion 2

Pregunta 1

Un grafo no dirigido G(V, E) se dice k-coloreable (k € N), si existe una manera de asignar a cada vértice
v € V, un color ¢ € {1,...,k} tal que, para todo (u,v) € E se cumple que u.color # v.color.

Considera el siguiente algoritmo que determina si un grafo es k-coloreable, considerando que inicialmente
v.color = 0 para todo vértice v € V', y que « son las listas de adyacencia del grafo.

is_ k coloreable(V,a, k):
ifv=a:
return true
Sea v un vértice cualquiera de V
forc«<1.k:
valid < true
for eachu € a[v]:
if w.color = c:
valid < false
break
if valid:
v.color « ¢
if is_k_coloreable(V — {v}, a, k):
return true
v.color < 0
return false

Llamamos coloracién parcial al subconjunto todos los vértices que tienen asignado un color.

Luego de cada asignacion, el algoritmo ha generado una nueva coloracién parcial. Justifica por qué el algo-
ritmo nunca va a generar dos veces una misma coloracién parcial con los mismos colores.
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2020-2-12-P1—Coloraciéon de grafos, back-
tracking (2/3)

Solucién Pregunta 1)
Opcién 1: Arbol de asignaciones

El algoritmo propuesto es backtracking, ya que busca todas las asignaciones vélidas posibles de cada vértice,
para asignarles un color de forma recursiva.

La estructura del drbol de asignaciones que genera este algoritmo a partir de los vértices es la siguiente (se
considerd una versién simplificada donde se muestran todas las opciones posibles siendo que el algoritmo
recorta las que incumplen la condicién de k-coloreable, por ejemplo, root — 1 — 1 serd podado por el
algoritmo por tener el mismo color en vértices vecinos)

>h=|V]

Figura 1: Arbol de asignaciones

Las coloraciones parciales en cada iteracién del algoritmo representan un camino por el drbol de asignaciones.
Por lo tanto, para que hayan 2 asignaciones parciales iguales en cualquier iteracién del algoritmo, esto
significaria que existen dos caminos iguales en el arbol de asignaciones, lo que por construccién es imposible.
Ademas, backtracking recorrerd cada camino una sola vez. Debido a estas dos condiciones, cada coloracién
parcial en cada iteracién del algoritmo sera diferente.

[1 pt] Por mencionar que es un algoritmo de backtracking.
[2 pts] Por explicar la estructura del drbol de asignaciones.

[3 pts] Por justificar que rutas distintas en el arbol son coloraciones parciales distintas.

Opcién 2: Fundamentacién por cédigo o casos

Importante: Esta opcién no estd completa debido a que no se usaron las propiedades de backtracking
esperadas o la generalizacién de que se cumplia para todos los casos no era correctamente justificada, por lo
que el puntaje maximo a obtener en este caso es 4 puntos.
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2020-2-12-P1—Coloraciéon de grafos, back-
tracking (3/3)

El algoritmo is_k_coloreable es un algoritmo de backtracking. Para que dos coloraciones sean iguales, ne-
cesariamente su conjunto de vértices debe ser igual. Esto es equivalente a mencionar que dos asignaciones
sucesivas son siempre distintas. Para demostrar que dos asignaciones no sucesivas son siempre distintas, se
argumenta a través de la logica o funcionamiento del algoritmo. Por ejemplo, a través del for sobre los
colores.

[1 pt] Por mencionar que es un algoritmo de backtracking.
[1 pt] Por justificar conjuntos de vértices distintos son coloraciones parciales distintas.
[2/4 pt] Por mostrar que dos asignaciones no sucesivas son coloraciones parciales distintas argumentando

a través de la 14gica o funcionamiento del algoritmo. Ojo: El puntaje es 2/4 por la incompletitud de esta
respuesta mencionada anteriormente.
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(1/3)

2) Sea G(V, E) un grafo no direccional y C & V un subconjunto de sus vértices. Se dice que C es un k-
clique si |C| = k y todos vértices de C estan conectados con todos los otros vértices de C.

Dado un grafo cualquiera G(¥, E) y un numero k, queremos determinar si existe un k-cligue dentro de
G. Esto se puede resolver usando backtracking.

a) [2pts.] Describe la modelacion requerida para aplicar backtracking a este problema: explica cual es
el conjunto de variables, cudles son sus dominios, y describe en palabras cuales son las restricciones
sobre los valores que pueden tomar dichas variables.
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(2/3)

R: Cualquier descripcion que describa correctamente la modelacion y explique de manera clara las
variables, los dominios de las variables y restricciones sobre los valores que pueden tomar dichas

variables, de tal forma que se pueda resolver con backtracking, tendra el puntaje correspondiente.
Recordar que al ser no direccional, si (v, v’) € E = (v’, v) € E. A continuacién, se plantean dos posibles

formas de solucionar el problema:
Propuesta 1:

Las variables son nodos pertenecientes al k-clique. El dominio son los posibles vértices que puede ir
asociado al nodo. Las restricciones son que cada vértice que se escoge del dominio tiene que estar
conectado a todos los otros nodos que se han escogido anteriormente.

Ejemplo en pseudocddigo (para guia del alumno; no era necesario implementar):
X=nodos 1, ..., k

D=V

R ={v,v)eEV v’ eC}

is_solvable(X, D, C):

si X = {} return True

x < alguna variable de X

parav e D:
si v no cumple R, continuar
siis_solvable(X - {x},D- {v},C U {x}):

retornar True

C=C-{x}

retornar False

Luego, podemos llamar a is_solvable({1, ..., k}, D, {}).

Propuesta 2:

Las variables son los vértices de G. El dominio es binario: 1 si el vértice esta presente en el k-clique y
0 si no. Las restricciones son que el vértice asignado como presente en el k-clique (con valor 1 en la
variable) tiene que estar conectados a todos los otros vértices que han sido asignados como presente en
el k-clique, y el numero de vértices asignados como presentes en el grafo debe ser igual a k.

Ejemplo en pseudocddigo (para guia del alumno; no era necesario implementar):

X=V
D ={0, 1}
R ={(v,v)eEVY v eC}

is_solvable(X, D, C, k):
si k = 0 return True
si X = {} return False
x < alguna variable de X
parav € D:
siv=1:
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si v no cumple R, continuar
siis_solvable(X - {x},D,C U {x},k - 1):
retornar True
C=C- {x}
siv=0:
siis_solvable(X - {x}, D, C, k):
retornar True

retornar False
Luego, podemos llamar a is_solvable({V, D, {}, k).

e [1 pt] Explica el conjunto de variables y su dominio.
e [1 pt] Explica las restricciones sobre los valores que pueden tomar dichas variables.

b) [2 pts.] Propon una poda y explica la modelacion a nivel de codigo requerida para implementarla
eficientemente.

R: Si el alumno menciona una poda acorde a su modelacion que sea efectiva, y explica como
implementarla, tendra el puntaje correspondiente. Algunas podas posibles:

- Siel vértice que estamos revisando tiene un numero de aristas tiene menos de k - 1 aristas que
se conectan con €l, es imposible que éste pertenezca al k-clique. Para implementarla, podemos
preprocesar el grafo, agregandole a cada nodo una variable que determina la cantidad de aristas
que tiene hacia otros nodos (Que toma un tiempo O(|E|). Luego, basta acceder a esta variable y
si es menor a k - 1, se detiene la ejecucion.

- (Propuesta 2) Si quedan menos variables a asignar, que el valor de k, podemos terminar esa
ejecucion ya que es imposible agregar suficientes elementos a C para que pertenezcan al k-
clique. Para esto, podemos llevar un contador de cuantas variables nos quedan por asignar, y
cuantos elementos llevamos en nuestro k-clique. Si la cantidad de variables que nos queda por
asignar es menor a (k - (N° elementos asignados que llevamos en k-clique)), detenemos la
ejecucion.

[1 pt] Propone una poda que efectivamente sea util para el problema a resolver
[1 pt] Explica como implementarla eficientemente

¢) [2 pts.] Propon una heuristica para el orden de las variables y explica la modelacion a nivel de
codigo requerida para implementarla eficientemente.

R: Si el alumno menciona una heuristica acorde a su modelacion que sea efectiva, y explica como
implementarla, tendra el puntaje correspondiente. Algunas heuristicas posibles:
- (Propuesta 2) Podemos ordenar los vértices de mayor a menor en funcién de la cantidad de
aristas que poseen. De esta manera, es mas probable que éstos sean parte de algun k-clique.
Para esto, podemos preprocesar el grafo, agregandole a cada nodo una variable que determina
la cantidad de aristas que tiene hacia otros nodos (Que toma un tiempo O(|E|). Luego, basta con
ordenar este arreglo de vértices en funcion de la cantidad de aristas hacia otros nodos, mediante
algun algoritmo eficiente de los que se han visto en clases (como MergeSort, QuickSort, etc.)
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2018-2-12-P1-Modelamiento, podas, heuristicas

(1/1)

Estructuras de Datos y Algoritmos — 11C2133
12
9 de octubre, 2018

1. Backtracking

Un tablero de kakuro square es una grilla de NxM donde cada posicién tiene una celda que puede ser
rellenada por un niimero natural distinto de 0. Ademaés, cada fila y columna tiene un niimero natural
que indica el valor que debe tener la suma de los nimeros correspondientes a la fila o columna. P.ej.:

23 15 12 23 15 12
23 23 9 8 6
17 17 8 - 5
10 10 6 3 1

El problema de rellenar la grilla cumpliendo con las restricciones se puede resolver utilizando la
estrategia de backtracking.

a) Identifica las variables del problema y sus respectivos dominios.

b) Explica con tus palabras cémo se podria revisar en tiempo O(1) si la asignacién de una variable
rompe una restriccion.

c) Explica con tus palabras una poda o una heuristica que se pueda aplicar para resolver este
problema maés eficientemente.

Respuesta:

a) Para resolver con backtracking este problema se debe asignar a cada celda un ntimero, por lo
que las variables son las celdas [1pto].

En teoria cada celda puede tener cualquier niimero natural, pero ya que no puede haber un
dominio infinito para resolverlo con backtracking es necesario acotar los dominios. Un domino acotado
correcto puede ser los nameros del 1 al MAX(restriction). Ya que se sabe que nunca un nimero puede
ser mayor al valor de su restriccién [1pto].

b) Se puede mantener un contador por cada restriccion del problema que cuente la suma actual
de cada fila o columna. De esta manera se inmediatamente si rompo la restricciéon cuando el contador
supera la restriccién [2pts].

c) [2pts]
Podas: Ver que los contadores descritos en b) no superen el méximo antes de tener completa la fila o
columna. Ver que la suma de una fila o columna actual més el nimero de casillas vacias de la fila o
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4. Dos grafos y se dicen isomorfos si existe una funcion biyectiva tal que siy solo si. Escribe un algoritmo
que determine si dos grafos son isomorfos. Considera que si dos grafos son isomorfos, al eliminar un vértice x
de G, (y las aristas de x) y su vértice correspondiente (y aristas) en G,, los grafos que quedan también son
isomorfos.

Respuesta

F = diccionario inicialmente vacio

backtracking(Grafol, Grafo2):
// Caso base 1 pto
If (grafol.nodos = grafo2.nodos = vacio) return true
// Asignar los nodos de un grafo los nodos del otro 2 pts
n = grafol.nodos.pop(0)
For nodo in grafo2.nodos:
F(n) = nodo
// Restriccion 2 pts
If (cumple_restriccion(n, nodo))
// Hacer bien caso recursivo y UNDO Ipto
If (backtracking(grafol sin n, grafo2 sin nodo) return true
F(n) = null
Return false

cumple_restricciones(nodol, nodo2):
If (lnodol.vecinos| != |nodo2.vecinos|) return false
For v in nodol.vecinos:
If (vestaen F):
If (F(v) esta en nodo2.vecinos):
Return false
Return true
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PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
ESCUELA DE INGENIER{A
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

Pauta I1

I1C2133 — Estructuras de Datos y Algoritmos
Segundo semestre 2017

1 Pregunta 1

En el problema de la programacién de maquinas, tenemos n tareas que realizar, cada una con su hora de
inicio, s;, y su hora de finalizacién, f;, y tenemos un nimero suficientemente grande de maquinas para
realizar las tareas; y lo que queremos es poder realizar todas las tareas ocupando el menor niimero posible
de mdaquinas, respetando la restriccién de que una méquina solo puede realizar una tarea a la vez (por lo
tanto, dos tareas se pueden realizar en una misma maquina solo si la hora de finalizacién de una es menor o
igual que la hora de inicio de la otra). Escribe un algoritmo de backtracking para resolver este problema.
Evaluacién

Cabe destacar que backtracking por si solo no garantiza que la solucién encontrada sea minima en la cantidad
de méquinas, por lo que los que no consideraran eso recibian solo la mitad del puntaje.

Se pensaron 3 formas sencillas de asegurar optimalidad:
e Limitar la cantidad de maquinas. Si no se encontraba una asignacién, entonces se aumentaba el limite.
e Revisar todas las posibles asignaciones, y recordar siempre cual era la mejor.
e Ordenar las tareas por hora de inicio: luego de eso, la primera asignacién que se encuentre es optima.
Por otro lado, si el algoritmo propuesto no es de Backtracking, también se asignaba solo la mitad del puntaje.

En definitiva, se asignaron 3pts a que la solucién fuera de Backtracking, y otros 3pts a que garantizara
optimalidad.

Solucién (recordando la mejor)

Dado un conjunto de tareas T' = {t1,--- ,t,}, y un conjunto de maquinas M = {my,--- ,m,}, se busca la
mejor asignacién S de tareas a esas maquinas, la cual usa sélo las primeras & maquinas.

Notar que en este algoritmo, tanto S como k son por referencia.
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BuscarAsignacion(T, M, S, k)
if todas las tareas en T han sido asignadas then
| return True
end
t <— una tarea sin asignar en T'
foreach mdquina m € M do
if t no tiene tope de horario con ninguna de las tareas en m then
Se le asigna t a m
if BuscarAsignacion(T, M, S, k) then
m < cantidad de maquinas que usa la asignacién actual
if m < k then
S < asignacion actual
k+m
end
end
Se des-asigna t de m
end

end
return False

Para encontrar la asignacién éptima, primero se setea S como la asignacién trivial: cada tarea a una maquina
distinta, por lo que k = n.

Luego se llama:
BuscarAsignacion(T, M, S, k)

Al finalizar, S contendré la asignacién 6ptima de tareas, usando k maquinas.
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2. Dadas una secuencia de nimeros enteros positivos no necesariamente distintos x = x1, ..., Z, Yy una secuencia
de bits b = by, ..., by, se define la funcién:

X®b= Z(—l)ml’i
i=1

a) Dé el pseudocddigo de una funcion que utilice backtracking y que reciba una secuencia de nimeros x y
un nimero N, y retorne frue cuando existe un b tal que x ® b = N, y que retorne false en caso contrario.

Respuesta: 1 function f(3, s)

b) Dé un pseudocddigo iterativo para la funcién de a) que sea mucho mas eficiente que su implementacién
de b). Analice su tiempo de ejecucion.
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Nota: Cuando se pide que des o describas un algoritmo, se espera algo parecido a lo siguiente:

selectionSort(a):
for k = @ .. n-1:
min = k
for j = k+1 .. n:
if a[j].key < a[min].key:
min = j
exchange(a[k], a[min])

1. Dado un mapa, queremos colorear las regiones de manera tal que nunca dos regiones adyacentes
(limitrofes) tengan el mismo color, usando a lo mas cuatro colores. Para esto, conviene representar el
mapa como un grafo, en que los nodos corresponden a regionesy hay una arista entre dos nodos siy
sblo si las dos regiones correspondientes son adyacentes. Generalizando, el problema de colorear un
grafo consiste en determinar todas las formas diferentes en que un grafo dado puede ser coloreado
usando a lo mas m colores. Escribe un algoritmo de backtracking para resolver este problema.

Suponiendo que el grafo tiene n nodos, representamos los nodos simplemente por los nimeros 1, 2, ...,
n; y representamos las aristas por una matriz G tal que G[i][j] = 1 siy s6lo si hay una arista entre los
nodosiyj,y G[i][/]] =0 en otro caso. Adema4s, representamos los m colores porlos nimeros 1, 2, ..., m,
y las soluciones porlas tuplas (x1, ..., xr), en que xi es el color del nodo i.

Se sugiere escribir un ciclo principal, en que asignan todos los colores validos para el nodo k; cada vez
que se asigna un nuevo color al nodo &, este ciclo principal se llama recursivamente para asignar todos
los colores validos para el nodo k+1. Y se sugiere escribir otro ciclo para hacer la asignacién de un color
a un nodo; este ciclo asigna el "color" 0 si no puede asignar un color valido.

Respuesta:

Como se deduce del enunciado, sigue el patrén del problema de las 8 reinas.

Inicializamos el vector x en ceros.

Primero, asignamos el color 1 al vértice 1: x[1] = 1; y tratamos de asignar, recursivamente y uno por uno, todos los
colores validos para el vértice 2. En este proceso, cada vez que asignamos un color valido al vértice 2, tratamos de
asignar, recursivamente y uno por uno, todos los colores validos para el vértice 3; etc. Si no podemos asignar un co-
lor valido al vértice k, entonces tenemos que cambiar la Ultima asignacién de color que hicimos al vértice k~1. Cuan-
do asignamos un color valido al vértice n, imprimimos el vector x.
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En cédigo:

colorear(k):
repeat:
proxColor(k)
if x[k] == @: return
if k == n: print(x)
else: colorear(k+1)
until False

proxColor(k):

repeat:
x[k] = x[k]+1 % m+1
if x[k] == @: return
for j =1 . n:

if G[k,j] # @ and x[k] == x[j]: break

if j == n+1: return

until False
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Nota 1: Tienes que sumar 18 puntos para obtener un 7.
Nota 2: Cuando se pide un algoritmo, se espera algo parecido a lo siguiente:

selectionSort(a):
for k = 0 .. n-1:
min = k
for j = k+1 .. n:
if a[j].key < a[min].key:
min = j
exchange(a[k], a[min])

1. [5] Tenemos una lista de N(N-1)/2 nimeros enteros que representan las distancias entre todos los
pares posibles formados a partir de N puntos ubicados sobre una linea recta. Queremos determinar la
posicién (relativa), xi, de cada uno de los N puntos, suponiendo que el primer punto esta en la posicion 0,
es decir, x1 = 0. Escribe un algoritmo de backtracking para resolver el problema.

Pej,silalistaesL=11,2,2,2,38,3,3,4,5,5,5,6, 7,8, 10], claramente xs = 10, ya que 10 es la distan-
cia més grande en la lista (dado que el largo de la lista es 15, sabemos que N = 6). Como la siguiente
distancia més grande es 8, entonces x2 = 2 0 x5 = 8. Como estos dos casos son simétricos, nos da lo mis-
mo elegir cualquiera de ellos como valido; elegimos x5 = 8. La siguiente distancia mas grande en L es 7,
de modo que x4 =7 0 x2 = 3. Sixs =7, entonces las distancias x¢ — 7 =3y x5 — 7 = 1 deberian aparecer
en L; y, efectivamente, aparecen. Y si x2 = 3, entonces 3 —x1 =3 y x5 — 3 = 5 deberian aparecer; y tam-
bién aparecen. De modo que por ahora no podemos saber si x4 =7 0 x2 = 3. Tenemos que probar una de
estas dos posibilidades y ver si nos lleva a una solucién; si no nos lleva a una solucién, entonces tene-
mos que probar la otra.

Suponemos L ordenada (si L no esta ordenada, primero la ordenamos) y N correctamente dado (si N no esta dado, lo
calculamos a partir de N(IN-1)/2 = length(L)); declaramos el arreglo x de N componentes: x1 a xn.

Tal como en el ejemplo, asignamos x1 = 0 y xy = L[length(L)], y procesamos L en orden de L[N-1] a L[1], es decir, de
mayor a menor. Para cada L[k], k = N-1, N-2, ..., 2, 1, hacemos lo siguiente: inferimos los valores de algunos
x¢'s de modo que sean consistentes con los valores ya asignados a otros x,'s. Si con esto todos los valores de x
quedan asignados, entonces quiere decir que encontramos una solucién, asi que imprimimos x y terminamos. Pero si
aun quedan valores por asignar, entonces pasamos al proximo L[k]. Si al momento de inferir los valores, hay mas de
una forma de hacerlo, entonces probamos cada una = backtracking.

Conviene manejar L como un conjunto dindmico, de manera que sea facil eliminar y reinsertar (para el backtrack-
ing) el maximo y también otros valores arbitrarios; p.ej., un arbol de buisqueda, con valores repetidos (varias distan-
cias pueden ser las mismas, como en el ejemplo). Asi, en lugar de "para cada L[k], k = N-1, N-2, ..., 2, 1", ejecuta-
mos el equivalente a "para el L[k] mas grande que va quedando".
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En el siguiente pseudocddigo, asignar es el procedimiento recursivo que efectivamente implementa el backtracking;
recibe como parametros X, L, n y los valores enteros izq y der, que delimitan el rango de indices de las posiciones
x[1] que atn faltan por asignar. Antes de llamar a asignar por primera vez, asignamos x[1] = 0, x[n] = el maximo
valor en L (que ademaés lo eliminamos de L) y asignamos tentativamente x[n-1] = el (nuevo) maximo valor en L (que
también lo eliminamos de L). Six[n]-x[n-1] es un valor en L, entonces quiere decir que esta iltima asignacion es
plausible y llamamos a asignar para ver si efectivamente lleva a una solucién; al hacer la llamada, izq=2y der =
n-2, porque x[2], ..., x[n-2] aldn no estan asignados.

x[1] = ©
x[n] = delMax(L)
x[n-1] = delMax(L)
if x[n]-x[n-1] € L:
eliminar de L la distancia x[n]-x[n-1]
return asignar(x, L, n, 2, n-2)
else:
return False

def asignar(x, L, n, izq, der):
if vacia(L):
return True
solucion = False
dmax = max(L)
if abs(x[j]-dmax) € L, j = 1,..,izg-1,der+1,..,n:
x[der] = dmax
for j = 1,..,izq-1,der+1,..,n:
eliminar de L la distancia abs(x[j]-dmax)
solucion = asignar(x, L, n, izq, der-1)
if not solucion:
reinsertar en L las distancias eliminadas recientemente
if not solucion and abs(x[n]-dmax-x[j]) € L, j = 1,..,izq-1,der+1,..,n:
x[izq] = x[n]-dmax
for j = 1,.,izq-1,der+1,..,n:
eliminar de L la distancia abs(x[n]-dmax-x[j])
solucion = asignar(x, L, n, izq+l, der)
if not solucion:
reinsertar en L las distancias eliminadas recientemente
return solucion
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. Salida del laberinto. Podemos representar un laberinto como un arreglo bidimensional de caracteres:
los pasajes se marcan con '0's, los muros con '1's, y la tinica salida con 'e'; todo el perimetro del laberinto
esta marcado con 'l's, excepto la salida.

Describe un algoritmo para encontrar la salida del laberinto a partir de una cierta posicion inicial, si es
que existe un camino de '0's entre la posicién inicial y la salida. La idea es que, estando en una
posicién cualquiera, hay que intentar seguir por cada una de las cuatro direcciones posibles: izquierda,
derecha, arriba, abajo—siempre en el mismo orden, aunque el camino encontrado no sea 6ptimo. Si es
imposible seguir (y atin no estamos en la salida), entonces hay que retroceder a la posicién anterior e
intentar una nueva direccién a partir de ahi (p.ej., si desde esta posicion ya se habia intentado seguir
por la izquierda y luego por la derecha, ahora hay que intentar seguir por arriba). Puedes suponer que
cuentas con un stack en el que puedes almacenar posiciones del laberinto.

Algoritmo:
inicializar el stack
celdaActual = celda de partida —llamamos "celda" a cada posicién del laberinto
while (celdaActual no es celdadeSalida)
marcar celdaActual como visitada
poner en el stack las celdas vecinas no visitadas de celdaActual
if (stack estd vacio)
"no se encontro salida"
else
celdaActual = sacar una celda del stack
"encontramos la salida"
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6 Algoritmos Codiciosos

En esta seccion se encuentran los siguientes con-
tenidos:

— Subestructura éptima

— Arbol de Cobertura Minimo
— Algoritmo Prim

— Algoritmo Dijkstra

— Algoritmo Kruskal

— Conjuntos disjuntos
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Pregunta 3

Dado un grafo G(V, E) dirigido y costos w(u,v) € R, el algoritmo de Dijkstra busca las rutas més cortas
desde un vértice s € R otro vértice del grafo. El algoritmo opera bajo dos supuestos:

a. El grafo no contiene aristas de costo negativo

Para un grafo G(V, E), aristas de costo negativo, podemos modificarlo para dejar todas las aristas con
costo no negativo. Para esto tomamos el costo de la arista de menor costo en G(V, E), se lo restamos
a los costos de todas las aristas. Asi, esta arista queda con costo 0 y las demés con costo positivo.

Demuestra mediante un ejemplo que, si hacemos este cambio, las rutas encontradas por Dijkstra no
necesariamente son rutas mas cortas en el grafo original.
b. El costo de una ruta estd definido como la suma de los costos de cada arista en la ruta

;Qué pasa si definimos el costo de la ruta entre dos nodos como la multiplicacién de los costos de cada
arista en la ruta?

Podemos modificar cémo el algoritmo de Dijkstra calcula la distancia d de un vértice:
Con suma, se define como d(v) = d(u) + w(u,v), con d(s) =0
Con multiplicacién, se define como d(v) = d(u) - w(u,v), con d(s) =1

Demuestra mediante un ejemplo que, bajo esta definicién de d las rutas encontradas por Dijkstra no
necesariamente son las mas cortas.

Solucién Pregunta 3a)

Se debe mostrar un Grafo el cual contenga al menos una de sus aristas con costo negativo.
Por ejemplo para buscar el camino més corto entre A y C.

Tenemos el siguiente Grafo:

Figura 2: Ejemplo de Grafo con arista negativa

Se debe aplicar la modificacién senalada en la prueba, restando el costo de la arista mds negativa a todas
las aristas.

Continuando con el ejemplo, tenemos el siguiente Grafo:
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Figura 3: Ejemplo de Grafo aplicando modificacién propuesta

Aplicando Dijkstra sobre ambos grafos tenemos que:

1) Sobre el primer Grafo la ruta éptima es A-B-C, pero aplicando Dijkstra, este encuentra como éptima la
ruta A-C ya que pinta de negro C antes de revisar el nodo B.

2) Sobre el segundo Grafo la ruta éptima aplicando Dijkstra es A-C. En este caso es la ruta éptima ya que
no tenemos costos negativos.

Se demuestra entonces con este ejemplo que haciendo la modificacién, la ruta éptima del segundo Grafo no
es necesariamente la ruta optima en el primer Grafo.

Distribucién de puntaje:

[1 pt] Mostrar ejemplo con arista negativa y realizar la modificacién senalada en enunciado.

[1.5 pt] Aplicar Dijkstra correctamente sobre grafo con costos positivos.
» [1 pt] Si no hay explicacién

[0.5 pt] Concluir que la modificacién senalada en enunciado no implica que necesariamente la ruta éptima
del segundo Grafo es ruta éptima en el primer Grafo.
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Solucién Pregunta 3b)

Se debe mostrar un Grafo adecuado sobre el cual haga sentido aplicar la modificacién al algoritmo de Dijkstra
planteado en el enunciado.

Por ejemplo para buscar el camino més corto entre A y C.

3 0

1 0.1

Tenemos el siguiente Grafo:

Figura 4: Ejemplo de Grafo con costo total la multiplicacién de los costos de cada ruta

Podemos ver que la ruta encontrada con Dijkstra es A-C con un costo de 1 dado por la multiplicacién entre
los costos de las arista A-C y el costo inicial de A = 1, es decir, 1 - 1. Dijkstra encuentra esta ruta porque
pinta de negro el nodo C antes de revisar el nodo B, ya que d(c) < d(B).

1 3

20

1

Figura 5: Ruta méas corta con dijkstra

Sin embargo, la ruta 6ptima incluye la arista B-C ya que su costo de 0,1 disminuye el costo de la ruta. Por
lo que el costo total minimo para ir de A a C es la ruta A - B - C con costo1-3-0,1 = 0,3

1 3
0.1
0.3

Figura 6: Ruta éptima
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[1C2133 — Estructuras de Datos y Algoritmos
2020 - 2

Interrogacién 3

Pregunta 1

La agencia publicitaria para la que trabajas ha sido contratada por XIAOMI MEJOR RELACION PRECIO
CALIDAD para posicionar letreros publicitarios en la ruta de Arica a Punta Arenas. Para esto tienes una
lista de n ubicaciones de letreros disponibles, con sus distancias dy, ds, ... , d, medidas desde Arica y
ordenadas crecientemente, y una estimacion de que el i-ésimo letrero es visto por w; personas al dia.

El cliente quiere maximizar la cantidad de personas que ven los letreros al dia. T debes tener en cuenta que
las autoridades no permiten que haya dos letreros del mismo producto o compania a una distancia menor a
k entre ellos.

{Cuéles ubicaciones de letreros debes utilizar para esto?

a) Demuestra que este problema tiene subestructura éptima.

b) Supén la siguiente estrategia codiciosa para resolver el problema: recorrer la lista de ubicaciones de
letreros de Arica a Punta Arenas, y poner un letrero en cada ubicacién que cumpla con la restriccién
de las autoridades con respecto a la distancia con el dltimo letrero escogido. Demuestra que, si todos
los letreros tienen el mismo w, esta estrategia es éptima.

Solucién Pregunta 1.a)

Una subestructura éptima significa que la solucién éptima del problema original contiene soluciones éptimas
de problemas mas pequenos, pero similares.

Supongamos que tenemos la solucién 6ptima, y tenemos que la posicién del primer letrero es en m, donde m
< n. Si consideramos el sub problema, similar al original, donde existen ]m, n] ubicaciones, con distancias
ldum, dy], deberfamos tener una solucién éptima del sub problema que pertenezca a la original, maximizando
la cantidad de personas que ven los letreros al dia y considerando la restriccién que debe existir una distancia
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k entre ellos.

De no ser asi, tendriamos una solucién que permita que mds personas vean letreros de XIAOMI entre la
posicién m y n, la cual se podria utilizar considerando el problema desde Arica desde la posicién m en
adelante. Contradiciendo asi la suposicién de que la solucién que tenemos es éptima.

Solucién alternativa: Demostracién por contradiccién

Asumamos que tenemos una solucién éptima del problema S, con las ubicaciones de los letreros que maxi-
mizan las vistas por dias y cumplen la restricciéon de distancias.

Ahora elijamos arbitrariamente un letrero (que llamaremos s;) de S para hacer un “corte” en nuestro camino
6ptimo. Este letrero estd a una distancia d; de Arica. Por la restriccién de distancia, el letrero anterior (en
S) a s; debe estar a una distancia menor a d; — k y el letrero siguiente a una distancia mayor a d; + k.

Claramente el valor estimado de visitas total de nuestro camino éptimo S es igual a la suma entre; la suma
de las visitas de cada letrero anterior a x; (llamaremos a este conjunto Sp), w; y la suma de los letreros que
siguen a xz; (llamaremos a este conjunto Si).

Si existiera un conjunto de letreros del conjunto original, cada uno con una distancia menor a d; — k, cuya
suma de visitas fuera mayor a la suma de las visitas de Sp, entonces uniendo tal conjunto con s; y St,
obtendramos una solucién con mayor nimero de visitas total que S, contradiciendo la suposicién de que S
es una solucién 6ptima. Por lo tanto Sp debe ser solucién éptima del subproblema entre las distancias 0 y
d; — k. Por un argumento muy similar, concluimos que S; también es solucién 6ptima del problema entre
las distancias d; + k y d,.

Por lo tanto demostramos que una soluciéon éptima S estd compuesta de dos subestructuras éptimas, mas
el letrero s; del corte, por lo que S tiene subestructura 6ptima.

Solucién Pregunta 1.b)

Demostracién por contradiccion.

Supongamos que todos los pesos de las ubicaciones son iguales y que la estrategia codiciosa de recorrer la
lista y asignar las ubicaciones que cumplan las restricciones de las autoridades no es 6ptima.

Esto significa que, a medida que yo recorro la lista y voy asignando ubicaciones, aquellas que cumplan con
la restriccién de las autoridades no siempre seran éptimas.

Como la ubicacién escogida no es 6ptima, significa que en algin momento se escogié una ubicacién en vez
una con mayor utilidad o se escogieron menos ubicaciones que las que podrian haberse escogido.

Como este método de recorrer la lista de ubicaciones escogiendo la primera que cumple con las restricciones,
entonces siempre escoge la mayor cantidad de ubicaciones posibles desde el origen (Arica)*.

Por lo tanto nos queda solo la segunda opcién. Es decir, que en algiin momento, se escogié una ubicacion
por sobre otra que aportaba con mayor utilidad. Sin embargo, esto contradice nuestra suposicion inicial.

Es por esto que queda demostrado que, dado que los pesos de utilidad son iguales, recorrer la lista de
ubicaciones y escoger aquellas que cumplan con las restricciones de las autoridades es una estrategia 6ptima
de asignacién.
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2020-2-13-P1-Subestructura 6ptima (3/3)

*Demostracién de que siempre se escoge la mayor cantidad de ubicaciones posibles. Este es un problema de
programacién dindmica con sub-estructura 6ptima. Por lo tanto, se demostrard por induccién.

(BI]

Si hay una sola ubicacidn, trivialmente se cumple que escogerla (también es la més cercana al punto de
origen) cumple con las restricciones y maximiza la cantidad de ubicaciones asignables posible. Por lo tanto,
se cumple el caso base.

(HI]

Supongamos que tenemos las ubicaciones ordenadas por distancia al origen (Arica) en una lista de la forma U
= {ug, U1, U2, ..., Upn }. Supongamos también que estamos en la ubicacién u; que cumple las restricciones y
que agregar u; a la solucién final S maximiza la distancia restante. Es decir D —d(u;) < D —d(u;) Vi < j
con D la distancia de Arica a Punta Arenas.

[TT]

Ahora, tomamos la siguiente ubicacién factible que cumple con las restricciones, w;4.4, tendremos que D —
d(Uitq) < D — d(uijyrq—e) con 1 < e < g + 1, pero estas no son soluciones factibles porque incumplen
las restricciones de distancia minima entre ubicaciones. Por otro lado, D — d(tiyq+n) < D — d(u;44) con
1< h<n-—i—gqporque i+ q < t+ q+ h y las ubicaciones estan ordenadas de menor a mayor. Por lo
tanto, D — d(u;+4) maximiza la distancia restante.

Queda entonces demostrado que escoger la ubicacién més cercana al punto de origen que cumpla las restric-
ciones maximiza la utilidad total.

[2pts] Si hay problemas de formalidad

[3pts] Si estd correcta la demostracién
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2020-2-13-P2—Modificaciones a Kruskal (1/2)

Pregunta 2

La gente de la tierra de Omashu se toma los grupos de amigos muy en serio. Tan en serio, que podemos
describirlos matematicamente (son clases de equivalencia):

= Sia es amigo de b entonces b es amigo de a
= Cada persona es amiga de si{ misma y cada persona pertenece a un solo grupo de amigos

= Si a forma parte del grupo X, y b es amigo de a, entonces necesariamente b forma parte de X.

a) Dada una lista F' de pares de forma (a, b) que indican amistad entre la persona a y la persona b, describe
un algoritmo lineal en el nimero de pares que calcule la cantidad de grupos de amigos distintos que
existen en Omashu.

b) Ademas de la lista F anterior, se te da una lista U con trios de la forma (a, b, w). Cada trio indica que
a y b no son amigos, pero podrian serlo si se les paga una cantidad positiva w de dinero. Describe un
algoritmo a lo mds linear{tmico (es decir, del tipo nlogn) que calcule el costo minimo necesario para
que todos los habitantes de Omashu formen un solo gran grupo de amigos.

Solucién Pregunta 2a)

Se puede apreciar que cada grupo de amigos corresponde a un conjunto disjunto, donde nunca va existir un
amigo que este en dos grupos distintos. Para la resolucién del problema, se cuenta con un grafo donde cada
nodo es una persona y las aristas son los pares (a, b) de la lista F'

Podemos notar que se pide calcular la cantidad de conjuntos disjuntos, los cuales se representan por los
grupos de amigo, es por esto que se puede utilizar el algoritmo visto en clases Kruskal con modificaciones,
tal como se muestra a continuaciéon

1: procedure OMASHU(F)

2 groups :=0

3 for (a,b) € F do

4 if a = b then

5: make_set(a)

6 groups := groups + 1
7 end if

8 end for

9 for (a,b) € F do
10: if find_set(a) # find_set(b) then
11: union(a, b)
12: groups := groups — 1
13: end if
14: end for
15: return groups

16: end procedure
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2020-2-13-P2—Modificaciones a Kruskal (2/2)

En primer lugar, como cada persona es amiga de si misma, se inicializa a cada nodo como su propio repre-
sentante y junto con esto, se tiene un contador que se le va sumando uno por cada vez que se encuentra una
nueva persona, de esta forma, después de haber recorrido todos los pares pertenecientes a F', el contador
groups tiene el total de nodos que tiene el grafo, que inicialmente van a ser nuestros conjuntos disjuntos

Luego, se vuelve a recorrer todos los pares de F' y si se encuentra que el representante de a es distinto al de b,
se une los conjuntos, ya que pertenecen al mismo grupo, dejando al mismo representante para ambos. Como
se unen los conjuntos, disminuye la cantidad de conjuntos disjuntos, por lo que hay que restarle uno a groups

Finalmente, después de haber recorrido todos los pares de F', se tiene la cantidad total de grupos de amigos
distintos que existen en Omashu

[1,5 pt] Por describir el algoritmo correctamente.
[0,5 pt] Por justificar la correctitud del algoritmo.
[1 pt] Por justificar la complejidad lineal

En caso de plantear un algoritmo que no sea a lo mas lineal, el puntaje méaximo a obtener es
1 pto

Solucién Pregunta 2b)

Este es similar al anterior. Solo que ahora primero se unirdn ambas listas antes de seguir con el resto del
algoritmo. Ahora en vez de calcular el niimero de grupos, se ir4 sumando el costo cada vez que haya una
unién, retornando finalmente el costo total. Este algoritmo entrega complejidad n log n dada la demostracion
vista en clases.

1: procedure OMASHU(F, U)

2: for (a,b) € F do

3 union(U, (a, b, 0))

4 end for

5: sort(U) de menor a mayor w
6 cost :=0

7 for (a,b,w) € U do

8 if a = b then

9: make_set(a)
10: end if
11: end for
12: for (a,b,w) € U do
13: if find_set(a) # find_set(b) then
14: union(a, b)
15: cost := cost + w
16: end if
17: end for
18: return cost

19: end procedure
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2020-1-Ex-P2-Arbol de Cobertura Minima
(MST), Prim, Kruskal (1/2)

2. Luego de una traumadtica experiencia en Ingenieria Comercial, Patrick decidié renunciar y dedicarse a
su verdadera pasion: la jardineria. Planificando el sistema de riego para los jardines del tacafio duque
Reginald XII, Patrick se encontrd con un problema de optimizacion que le trajo recuerdos:

Dada una serie de puntos P que deben ser regados, y una serie de puntos S de tomas de agua, se debe
disponer de cafierias entre puntos de manera que desde cada punto p € P exista una Unica ruta
mediante cafierias a algln punto s € S. Considerando que el costo de una cafieria es proporcional a
su largo, se quiere resolver este problema minimizando el costo total de las cafierias dispuestas.

Considera el siguiente ejemplo de una solucién:

P4
P5

P3 T pe

P1
s2
P2
/ P7
s1
s3

Dado S, P y el grafo no dirigido y con costos G(V,E),conV =S UPyE =V XV, es decir, un grafo
completo. Disefia un algoritmo que resuelva este problema en tiempo O(E - log V). Dicho algoritmo
puede ser en prosa o en pseudocddigo: evita lenguajes de programacion.
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2020-1-Ex-P2-Arbol de Cobertura Minima
(MST), Prim, Kruskal (2/2)

Problema 2

Lo que se pide es, bdsicamente, encontrar un bosque de cobertura minimo. Es decir, un conjunto de |S| drboles
que cubren el grafo, tal que cada arbol contiene exactamente un nodo de S, y el costo total de las aristas de
todos los arboles es minimo.

Este problema se puede resolver de varias maneras, y son todas equivalentes:

Opcién 1

Conectamos todos los nodos de S a un nuevo nodo s* mediante aristas de costo 0, y luego aplicamos el algoritmo
de Prim o Kruskal tal como se vieron en clases.

Teniendo el MST del grafo, eliminamos s* y las aristas que lo conectan con los nodos de S para separar el drbol
en sub-drboles, formando asi el bosque que se pide.

Agregar y quitar este nodo y sus aristas no agrega complejidad a los algoritmos, por lo que estan dentro de la
complejidad esperada.

Opcién 2

En lugar de agregar un nodo extra y aristas de costo cero, podemos modificar uno de los algoritmos para poder
manejar este caso:

Opcién 2.1: Prim

El algoritmo de Prim parte poniendo de un nodo ”de partida” en el heap y genera el arbol a partir de ahi,
marcando cuales nodos ya fueron ”incluidos”. Como para este problema debemos generar un arbol por cada
nodo de S, simplemente hay que partir desde todos al mismo tiempo y construir los drboles del bosque minimo de
manera simultanea. Para eso basta con partir poniendo todos los nodos de S en el heap con prioridad minima,
para que todos partan siendo incluidos.

Estos nodos eventualmente iban a ser agregados al heap: forzar que se agreguen al comienzo no modifica la
complejidad del algoritmo.

Opcién 2.2: Kruskal

El algoritmo de Kruskal parte diciendo que cada nodo del grafo es su propio conjunto, y va agregando aristas
hasta que todos los nodos son parte del mismo conjunto. Sabemos que los nodos de S no pueden pertenecer al
mismo sub-arbol, asique sus conjuntos jamdas deberian unirse. Para esto, al principio del algoritmo, podemos
unir todos los nodos de S en un mismo conjunto: asi jamés se eligiran aristas que los conecten.

Estos nodos eventualmente iban a ser unidos al conjunto final, forzar su union al comienzo no modifica la com-
plejidad del algoritmo.

[6pts] Por proponer un algoritmo correcto y de complejidad correcta

[4pts] Si el algoritmo es correcto pero la complejidad no lo es

[1pts] Por calcular correctamente la complejidad, pero el resto estd mal.

[1pts] Por identificar las caracteristicas de la solucién (bosque de cobertura minimo), pero no resuelve el problema.
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2019-1-C5—Conjuntos disjuntos, Kruskal (1/1)

Estructuras de Datos y Algoritmos - IIC2133
Control 5

1) Se tiene un stream s = d1 d2 d3 ... de largo indefinido donde cada dato d = (u,v) representa una arista
no direccional que se agrega a un grafo G inicialmente vacio. La idea es que G permanezca aciclico, por lo
que si la arista a agregar forma un ciclo se detiene la lectura del stream y se retorna G. Explica en detalle
como llevar a cabo este proceso, determinando de manera eficiente en cada paso si la arista a agregar forma
un ciclo en G. Cuidado: no conoces todos los vértices por adelantado.

Propuesta de solucién:

Mencionar que se puede resolver mediante una implementacion de un algoritmo similar a Kruskal, mediante
conjuntos disjuntos. En este caso, no es necesario ordenar las aristas (dado que llegan a través del stream).

Para cada elemento del stream d = (u,v), se revisa si ya existen. Debo revisar en una tabla de hash/arreglo
dinamico de manera que la complejidad de determinar si los vértices fueron o no explorados anteriormente
sea O(1) [1 punto].

Si alguno no existe, se realiza makeset(u) y/o makeset(v) y se indica que estos son su propios representantes.
Se agregan a la tabla de hash/arreglo dinamico [1 punto].

Se hace find(u) y find(v), identificando a sus representantes [1 punto].

Si tienen el mismo representante, significa que pertenecen al mismo conjunto y no los uno

Justificar su correctitud. Si dos vértices tienen el mismo representantes, implica necesariamente que
pertenecen al mismo subconjunto (fueron unidos en alguin momento por una arista del stream). De esta
manera, el algoritmo debe finalizar su ejecucion sin incorporar la arista que genera el ciclo. En caso de que
no tengan el mismo representante, implica que no pertenecen al mismo subconjunto del grafo G, lo que
implica que unirlos no generaria un ciclo [2 puntos].

Si tienen diferente representante, los uno con Union(u,v) [1 punto].
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2018-2-13-P3—Algoritmo Prim, Arbol de cober-
tura minimo (1/3)

3. MSTs

Considera el siguiente grafo no direccional con costos, representado matricialmente:

a b c d e f g ss0l? | dist | padre
a 2 4 1 a F 0 —
b 2 3 10 b F 0 —
c 4 2 5 c F 0 —
d 1 3 2 7 8 4 d F 0 -
e 10 7 6 e F 0 —
f 5 8 1 f F o0 —
g 4 6 1 g F 0 —

Ejecuta paso a paso el algoritmo de Prim para determinar un arbol de cobertura de costo minimo, tomando a
como vértice de partida. En cada paso muestra la versién actualizada de la tabla a la derecha, en que jsol?
indica si el vértice ya esta en la soluciéon: Vo F.
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2018-2-13-P3—Algoritmo Prim, Arbol de cober-
tura minimo (2/3)

0 1 2 3

¢sol [ dis | pad iso | dist | pad ¢sol | dist | pad ¢sol | dist | pad
? t re 1? re ? re ? re
F 0 — a V |0 - a \%4 0 — a \%4 0 —

F | |- b F (2 a b |F 2 a b \% 2 a

F |o [- c F (4 a c F 2 d c F 2 d

F (o |- d F (1 a d |V 1 a d \% 1 a

F I e e F | - e F 7 d e F 7 d

F o |- f F | - f F 8 d f F 8 d

F |0 |- g F | - g |F 4 d g F 4 d

4 5 6 7

¢sol | dis | pad (so | dist | pad ¢sol | dist [ pad ¢sol | dist | pad
? t re 1? re ? re ? re
Vv 0 - a V |0 - a Vv 0 — a 1% 0 —

V |12 Ja b V |2 a b \% 2 a b \% 2 a

V |2 d c V |2 d c \% 2 d c \% 2 d

\% 1 a d V |1 a d \% 1 a d \% 1 a

F 7 d e F |6 g e F 6 g e \% 6 g

F 5 ¢ f F |1 g f % 1 g f % 1 g
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2018-2-13-P3—Algoritmo Prim, Arbol de cober-
tura minimo (3/3)

e .85 ptos por cada paso correcto (si no mencioné la columna padre en todas las etapas, entregar puntaje
igual) del 1 al 7 (el paso 0 no daba puntaje)

e Si ejecutd el algoritmo incorrectamente pero la tabla final es correcta se entregara el maximo entre 3 y
0.85*N pasos correctos

e Nota, el paso 3 y 4 son intercambiables, no importaba el orden en que se hicieran
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2018-2-Ex-P3—Demostracion de estrategia
codiciosa (1/1)

3. Algoritmos codiciosos

Supongamos que quieres hacer una caminata por un parque nacional, que te va a tomar varios dias. Tu
estrategia es caminar lo més posible de dia, pero acampar cuando oscurece. El mapa proporcionado por la
oficina de turismo muestra muchos buenos lugares para acampar, y td has decidido que cada vez que
llegues a uno de estos lugares vas a calcular (correctamente) si alcanzas a llegar al préximo antes de que
oscurezca; en caso afirmativo, sigues; de lo contrario, te detienes y acampas.

Argumenta rigurosamente que esta estrategia minimiza el nimero de detenciones para acampar que vas a
tener que hacer.

Por contradiccién.

Primero, algunos supuestos y definiciones. Sean L la longitud total del camino, d la distancia que puedes
caminar en un dia, y x1, X2, ... X» los puntos de detencién que muestra el mapa (distancias desde la entrada
del camino). Decimos que un conjunto de puntos de detencién es vdlido si

- la distancia entre cualquier par de puntos adyacentes (en el conjunto) es a lo més d,

- la distancia desde la entrada al primer punto es a lomés d, y

- la distancia desde el Gltimo punto a la salida del camino es a lo mas d.

Sean R = {xp1, %p2, ..., Xpr} €l conjunto (valido) de puntos de detencién elegidos por tu estrategia codiciosa, y
S = {xq1, X2, ..., Xgm}, con m < k, un conjunto véalido de menos puntos que R.
Primero, los puntos de R estdn més lejos que los puntos de S; es decir, para cada j =1, 2, ..., m, tenemos

que Xpj > xgj, lo que demostramos por induccién sobre j.

Para j = 1, sale de la definicién de la estrategia codiciosa: td viajas lo mas posible el primer dia antes de
detenerte.

Para j > 1 y suponiendo que la afirmacién es valida para todo i <j : x4 — xgj-1 < d, y también xgj — xgj-1 >
X¢j — Xpj-1, lo que implica que xg — xpj-1 < d. Es decir, una vez que tu sales de xpj-1, podrias caminar hasta
x¢j en un dia, por lo que xpj, que es donde finalmente vuelves a detenerte, solo puede estar mas lejos que
Xgj.

Segundo, como m < k, entonces xpm < L — d; de lo contrario no tendria sentido que te detengas en xpm+1.
Como ademas x¢m < Xpm, por la demostracién anterior, resulta que xqm < L — d, lo que contradice que S sea
un conjunto valido de puntos de detencién.
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2018-2-Ex-P5—Rutas disjuntas (1/1)

5. Rutas disjuntas

Un conjunto de rutas es disjunto si sus conjuntos de aristas son disjuntos, es decir, ningtin par de ru-tas
comparte una arista (aunque muchas rutas pueden pasar por algunos de los mismos nodos).

Dado un grafo direccional aciclico G = (V, E), en que un nodo s no tiene aristas que llegan a él, y otro nodo ¢
no tiene aristas que salen de él, el problema de las rutas direccionales disjuntas es encontrar el nimero

maximo de rutas disjuntas de s a t en G.

El problema puede resolverse usando flujos en redes. Primero, construimos una red de flujo a partir de G:

sy t son la fuente y el sumidero, respectivamente, y cada arista tiene capacidad 1.

a)

b)

©)

Demuestra que si hay % rutas disjuntas en el grafo original G, entonces el valor del flujo maximo de s a t
en la red construida a partir de G es a lo menos k.

Podemos hacer que cada una de las rutas disjuntas lleve una unidad de flujo: el flujo en una arista vale
1 si la arista pertenece a una de las rutas, y vale 0 para todas las otras aristas. Este flujo cumple con
las condiciones de (i) no sobrepasar las capacidades de las aristas, y (ii) no producir ni acumular flujo en
los nodos distintos de s y ¢.

(Qué otra propiedad es necesario poder demostrar para poder concluir que el valor del flujo maximo en
la red corresponde al namero de rutas disjuntas en G? Solo enuncia la propiedad, de manera clara y
precisa; no se pide que la demuestres.

En a) demostramos que si hay k rutas disjuntas, entonces el flujo es a lo menos k. Por lo tanto, lo que
falta por ser demostrado es que si en la red hay un flujo de valor k, entonces en G hay k rutas
disjuntas.

(Qué propiedad del problema del flujo méaximo da pie para la siguiente afirmacién: "El nimero maximo
de rutas disjuntas de s a ¢t en G es igual al nimero minimo de aristas (de G) que es necesario sacar para
separar s de ¢t (es decir, para que no queden rutas de s a ¢t en G)."?

La propieded de que el flujo maximo es igual a la capacidad del corte de capacidad minima (max-flow
min-cut).
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2018-1-13-P1-Dijkstra modificado (1/1)

Estructuras de Datos y Algoritmos — 112133
13
30 de mayo, 2018

1. Algoritmo de Dijkstra sobre un grafo direccional G = (V, E)

El algoritmo de Dijkstra puede resumirse asi: Primero, colocamos el vértice fuente s en la soluciéon —
un arbol de rutas minimas, 7T, originalmente vacio. Luego, construimos 7" de a una arista a la vez,
agregando siempre a continuacién la arista que da una ruta méas corta desde s a un vértice que no esta
en T es decir, agregamos vértices a T en el orden de sus distancias (a través de T) a s. Esta es la ver-
sién abstracta del algoritmo.

a) Una versién concreta particular del algoritmo es la que estudiamos en clase, y que toma tiempo
O(E logV). Este tiempo es conveniente cuando el nimero de aristas de G es O(V), o en general,
significativamente menor que V2. Pero si G es muy denso, es decir, si el nimero de aristas es mas
bien O(V2), entonces seria preferible una versién del algoritmo que tome tiempo O(V2), y que por lo
tanto es lineal en el nimero de aristas de G. Describe una versién del algoritmo con esta propiedad
y justifica que es asi.

Respuesta: Mantenemos un arreglo, indexado por los nimeros de los vértices, con las distancias de
cada vértice a s, todas inicialmente infinito, excepto la del propio s (que es 0). Cada vez que agrega-
mos un vértice v a T, actualizamos, via la operacién reduce, las distancias a s de los vecinos de v —
cada actualizacién toma tiempo O(1) y a lo més hay | V|—1 actualizaciones— y luego buscamos el
vértice w que quedd mas cerca de s —hay que hacer | V|-1 comparaciones—; w hara las veces de v
en la préxima iteracién. Es decir, en cada iteracién hacemos O(V) operaciones; y en total hacemos
| V|-1 iteraciones.

b) Muestra que en general el algoritmo de Dijkstra efectivamente no encuentra (todas) las rutas mas
cortas a partir de s si G tiene algunas aristas con costos o pesos negativos.

Respuesta: Basta con dar un (contra)ejemplo. Lo primero que hace el algoritmo es mirar a todos los
vecinos de s y agregar a T el més cercano de estos. Supongamos que los vecinos son dos, u y v, y
que los costos de las aristas son w(s, u) = 2 y w(s, v) = 3. Entonces el algoritmo agrega u a T, con
distancia 2. Sin embargo, si hay una arista (u, v) con costo w(u, v) = —1, significa que la distancia
de s a v es realmente 1 (=2 + -1, yendo a través de u) y no 3 (yendo directo), y por lo tanto v esta
mas cerca de s que u y deberia haber sido agregado a T antes que u. O bien, si hay una arista (v, w)
con costo w(v, u) = —2, entonces la distancia desa ues 1 (=3 +-2, yendo a través de v) y no 2
(yendo directo).
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2018-1-13-P3—Kruskal, DFS, Conjuntos dis-
juntos, Arbol de costo minimo (1/1)

3. MST de un grafo no direccional G = (V, E)

El algoritmo de Kruskal se puede resumir asi: Primero, ordenamos las aristas, segin sus pesos o
costos, de menor a mayor, y el arbol T que queremos encontrar esta inicialmente vacio. Luego, vamos
considerando una a una las aristas en el orden dado, y unimos una arista a 7'a menos que cierre un
ciclo. El algoritmo termina cuando hay | V|-1 aristas en T.

a) (Cual es la complejidad de este algoritmo si simplemente usamos DFS para decidir si una arista
cierra un ciclo? Deduce paso a paso tu respuesta.

Respuesta: Primero, ordenar las aristas de G > E logE; luego, aplicar DFS en un grafo con a lo mas
V aristas (el nimero de aristas que finalmente va a tener el arbol 7) = V; como esto Gltimo hay que
repetirlo en las E iteraciones > EV; asi, en total > E logE + EV = 0O(EV).

b) Si el algoritmo es implementado usando conjuntos disjuntos, ;cuél es la relacién entre los conjuntos
disjuntos —especificamente, cuando los representamos como arboles— y los drboles que constitu-
yen las componentes conectadas de 7, en cada paso del algoritmo?

Respuesta: Los arboles que representan los conjuntos disjuntos son las mismas componentes —es
decir, tienen los mismos vértices— que los arboles que constituyen las componentes conectadas de
T ; solo que las formas de los arboles pueden ser diferentes.

¢) [Aparte de a 'y b] Sea G(V, E) un grafo conectado con costos. Si C es cualquier ciclo de G, entonces
demuestra que la arista mas costosa (o pesada) de C no puede pertenecer a un MST de G.

Respuesta: Partimos de la propiedad del “corte”: dado un corte en G, la arista de menor costo que
cruza el corte pertenece a algiin mst de G, y todo mst de G contiene una arista de menor costo que
cruza algun corte.
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2018-1-13-P4—Operacion union y find de
conjuntos disjuntos (1/1)

4. Conjuntos disjuntos

a) Para cada una de las siguientes implementaciones de conjuntos disjuntos, jcual es la complejidad
—peor caso— de ejecutar una Unica operacién union? jy una Unica operacién find? Justifica, prefe-
rentemente ayudado por un dibujo.

union find
arreglo simple O(n) 0o@Q)
lista ligada lineal (01¢)) O(n)
arboles con raiz (representados
mediante arreglos) 0Q) O)
arboles con raiz, en que el arbol mas
pequerio apunta al mas grande 0Q) O(logn)

b) Considera el problema de crear un laberinto a partir de un arreglo rectangular de n x m celdas, en
el que la entrada esté en la celda de la esquina de arriba a la izquierda y la salida esta en la celda
de la esquina de abajo a la derecha; las celdas estan separadas de sus celdas vecinas por murallas.
Inicialmente, estan todas las murallas, excepto a la entrada y a la salida. La idea es repetidamente
elegir una muralla de manera aleatoria y botarla si las celdas que la muralla separa no estan co-
nectadas entre ellas, y asi las conectamos (por supuesto, nunca botamos las murallas del perimetro
del arreglo). Terminamos cuando las celdas de la entrada y la salida queden conectadas entre ellas
(aunque para obtener un “mejor” laberinto conviene seguir botando murallas hasta que cualquier
celda sea alcanzable desde cualquier otra celda).

Explica como puedes resolver este problema usando una estructura de datos para conjuntos
disjuntos.

Respuesta:

Cualquiera de las estructuras de datos para conjuntos disjuntos sirve para resolver el problema; lo
importante es entender bien lo que representan los conjuntos y el rol de las operaciones find y union.

Inicialmente, dado que no hay dos celdas conectadas entre ellas, cada celda estd en un conjunto por si
misma.

Entonces, repetidamente, elegimos una muralla de manera aleatoria —representada por las dos
celdas adyacentes a la muralla— y ejecutamos dos operaciones find para determinar a qué conjunto
pertenece cada celda.

Si las celdas pertenecen al mismo conjunto, significa que ya estan conectadas entre ellas y por lo tanto
no conviene botar esa muralla.

Por el contrario, si las celdas pertenecen a conjuntos distintos, significa que no estan conectadas entre
ellas, por lo que botamos la muralla, es decir, realizamos una operacién union entre los conjuntos.

Podemos detener el algoritmo cuando la celda de la entrada y la celda de la salida queden en el mismo
conjunto, o, mejor, cuando solo quede un conjunto (todas las celdas estan conectadas entre ellas).
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2018-1-Ex-P1-Demostracion de estrategia
codiciosa (1/1)

Estructuras de Datos y Algoritmos — 11C2133

Examen
27 de junio, 2018

1. Algoritmos codiciosos

T debes conducir un auto de Santiago a Puerto Montt, suponemos que en linea recta por la autopista.
Cuando el estanque de bencina del auto esté lleno, te permite viajar k& kilémetros sin detenerte. Tu
tienes un mapa con las distancias entre bombas de bencina a lo largo de la autopista; las distancias
entre bombas consecutivas son todas < & kildmetros. Tu inicias el viaje con el estanque lleno, y quie-
res hacer el menor nimero posible de detenciones para cargar bencina durante el viaje. Una solucién
factible es una lista de bombas de bencina en las que tienes que detenerte y que te permiten llegar a
Puerto Montt; y una solucién éptima es una solucién factible con el menor ntimero de bombas.

a) Prop6n una eleccién codiciosa —coémo eliges la proxima bomba de bencina en la que tienes que dete-
nerte— que te permita minimizar localmente el nimero de detenciones [1.5 pts.].

Respuesta. Las bombas posibles son aquellas que estdan a una distancia < 2 km desde mi posicién actual,
ya que tengo el estanque lleno; elijo codiciosamente la bomba que estda mas lejos entre éstas (y alli lleno
nuevamente el estanque).

b) Da un contraejemplo que muestre que tu eleccién codiciosa no minimiza el nimero total de deten-
ciones [1 pt.]; o, por el contrario, demuestra que si lo hace, respondiendo ¢) y d).

Me salto b): 1a eleccién codiciosa de a) minimiza el nimero de detenciones, como se demuestra en c¢) y d).

c) Demuestra que hay una solucién 6ptima que se obtiene haciendo la eleccién codiciosa de a) [2 pts.].

Respuesta. Supongamos que las préximas bombas son S, ..., 7|, ..., U, en orden de cercania a nuestra po-
sicion actual, y que 7 es la mas lejana que no esta a mas de k& km de distancia (es decir, T es la préxima
bomba en que deberiamos detenernos segin nuestra eleccién codiciosa).

Y supongamos que hay una solucién éptima en que la préxima bomba es S (més cercana que 7T) y la que
le sigue es U (mas lejana que 7); es decir, la soluciéon 6ptima es {S, U, ...}. Es facil ver que en esta solu-
cién 6ptima podemos cambiar la eleccion de detenernos en S por la de detenernos en 7', sin aumentar el
numero total de detenciones: si desde S se puede llegar a U sin detenerse (entre medio), entonces desde
T también se puede llegar a U sin detenerse, ya que T estd més cerca de U que S; y, por supuesto, pode-
mos llegar desde nuestra posicién actual a 7" sin detenernos, ya que la distancia no es mayor que & km.

d) Finalmente, demuestra que si combinas la eleccién codiciosa de a) con una solucién 6ptima del
subproblema que te queda por resolver (una vez hecha la eleccién codiciosa), obtienes una solucién
6ptima al problema original [2.5 pts.].

Respuesta. Este argumento vale para cualquier solucién 6ptima, independientemente de si la primera
eleccion se hizo codiciosamente o no. En una solucién éptima, en que la primera detencién es en una
bomba R a los j km (j < k), el resto del recorrido tiene que ser una solucion 6ptima (es decir, que
minimiza el nimero de detenciones) al problema de viajar desde R hasta Puerto Montt [esto que
esta en negrita es lo que hay que demostrar, p.ej., por contradiccién, como sigue]. La razén es que si el
resto del recorrido no fuera 6ptimo, entonces podriamos encontrar otra secuencia de detenciones para
viajar desde R hasta Puerto Montt con menos detenciones, y podriamos usar esta secuencia en el viaje
de Santiago a Puerto Montt, después de detenernos en R, reduciendo el nimero total de detenciones
para este viaje, y contradiciendo asi la suposicion de que la solucién que tenemos es 6ptima.
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2018-1-Ex-P5—Prim, Dijkstra (1/2)

5. Algoritmos de Dijkstra y Prim

El algoritmo de Prim produce como resultado un arbol que conecta todos los nodos y que tiene costo
minimo. También el algoritmo de Dijkstra, ejecutado hasta llegar a todos los nodos del grafo, da como
resultado un arbol de rutas minimas, con las rutas desde el nodo inicial hasta cada uno de los otros
nodos del grafo. La duda que surge es si estos arboles tienen algo en comun.

a) Demuestra con un contraejemplo que el arbol producido por Dijkstra no es necesariamente minimo.
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2018-1-Ex-P5—Prim, Dijkstra (2/2)

b) Demuestra con un contraejemplo que el arbol producido por Prim no necesariamente tiene las rutas
mas cortas desde el nodo inicial al resto de los nodos.

Respuesta:

Un posible grafo es V={A, B, C}, E = {{A,B,4}, {A, C, 2}, {B, C, 3}}. Si partimos haciendo Dijkstra desde
A el arbol resultantes tiene las aristas {A, B, 4} y {A, C, 2} y el arbol resultante de hacer Prim desde A
tiene las aristas {A, C, 2}, {B, C, 3}.

a) El arbol de Dijkstra no es minimo ya que tiene costo 6 mientras que el de Prim tiene costo 5 [3pts].

b) El arbol de Prim no tiene la ruta 6ptima a C ya que la ruta tiene costo 5 mientras que en la ruta de
Dijkstra tiene costo 4 [3pts].
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2017-1-13-P3—Arbol de Corbetura Minimo,
Kruskal (1/1)

3. Sea G = (V, E) un grafo no dirigido y " C E el tnico arbol de cobertura de costo minimo (MST) de G.
Suponga ahora que G’ se construye agregando nodos a G y aristas que conectan estos nuevos nodos con nodos
de G. Finalmente, sea T’ un MST de G'.

a) (1/3) Demuestre que no necesariamente 7 C T".
Respuesta: Basta con dar un contraejemplo:

(=)
OwwO

Las aristas dobles muestran el drbol del grafo. En la primera imagen el drbol T es { (A, B)}, mientras que
en el segundo grafo el arbol 7" es {(A, C), (B, C)}. Es evidente que T ¢ T”

Asignacion de puntaje: Si se da un contraejemplo o se hace una demostracién formal: 1pto. Si se hace
una demostracion formal pero tiene algun error pequeiio: 0.5pts. Else: Opts.

b) (2/3) Dé una condicién necesaria y suficiente para garantizar que 7' C T”. Demuéstrela.
Respuesta: Para asegurar que 7' € 7", se debe asegurar para cada arista (u,v) € T que: Si se genera un

camino ¢ nuevo que conecta u con v, entonces al menos existe una arista @ € c tal que el costo de a es
mayor al costo de (u,v).

Demostracion:

Suficiencia: Dado que el algoritmo de kruscal es correcto, podemos decir lo siguiente:

Dados dos nodos u,v € G tal que (u,v) € T, se tiene que existe un camino nuevo que conecta u con v
en el cual existe una arista ¢ mds cara que (u, v). En algun paso de la ejecucién del algoritmo de kruscal
se tendrd que u y v estdn en dos grupos no conectados de nodos. Se puede asegurar que el algoritmo de
kruscal no conectara los grupos de nodos de u con el de v por la arista a ya que primero se revisan las
aristas mds bartas, por lo que primero se conectarian a través de (u,v). Por lo tanto, esta propiedad es
suficiente.

Necesaria: Si no se cumple esta propiedad entonces ejecutando el algoritmo de kruscal se conectaria u con
v a través del nuevo camino, por lo que no se agregaria (u, v) al drbol 7”. Por lo tanto, si la propiedad,
puede pasar que T ¢ T".

Respuesta equivalente: Para todo corte del grafo G’ tal que existen nodos de G en ambos lados del corte,
se debe cumplir que la arista mds barata que cruza el corte pertenece al arbol T.
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2017-1-Ex-P1-b—i—Kruskal, Conjuntos Dis-

juntos (1/1)

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
ESCUELA DE INGENIER{A
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

IIC 2133 — Estructuras de Datos y Algoritmos
Examen
Primer Semestre, 2017

Duracion: 3 hrs.

1. Para cada una de las siguientes afirmaciones, diga si es verdadera o falsa, siempre justificando su respuesta.

a)
b)

[

~

d

=

e

~

)

8)

h)

b))

9]

Quick Sort es un algoritmo de ordenacién estable. Respuesta: Falso. Basta con dar un contraejemplo.

Sea e la segunda arista mas barata de un grafo dirigido aciclico G con mds de dos nodos y aristas con costos
diferentes. Entonces e pertenece al drbol de cobertura de costo minimo para GG. Respuesta: Verdadero. Si
usamos el algoritmo de Kruskal, la segunda arista mas barata es siempre agregada al MST puesto que no
puede formar un ciclo en el bosque construido hasta el momento.

Radix Sort es un algoritmo de ordenacién que puede ordenar n nimeros enteros y cuyo tiempo de ejecucién
estd siempre en ©(n). Respuesta: El tiempo de ejecucion de Radix Sort es d(n + k), cuando los datos
estdn en [0, k]. Basta entonces con que k sea suficientemente grande (por ejemplo, exponencial en n), para
que el algoritmo no sea ©(n)

Sea A un arbol rojo-negro en donde cada rama tiene n nodos negros y n nodos rojos. Si al insertar una
clave nueva en A se obtiene el drbol A’, entonces cada rama de A’ tiene n + 1 nodos negros. Respuesta:
Verdadero. Un drbol rojo negro como A corresponde a un drbol 2-4 “completamente saturado”; es decir,
uno que contiene nodos con 3 claves. Al insertar una clave nueva, el arbol 2-4 aumentard su altura en 1.
Esto significa que su equivalente rojo-negro debe tener un nodo negro mds por cada rama.

Si se tienen dos tablas de hash, una con direccionamiento abierto y otra cerrado, las dos del mismo tamafio
m y el mismo factor de carga «, ambas ocupan la misma cantidad de memoria.

Sea A un arbol AVL y ¢y y {5 los largos de dos ramas de A. Entonces |[¢; — (5| < 1. Respuesta: Falso.
Basta dar un contraejemplo

La operacién de insercién en un drbol AVL con n datos realiza a lo mds una operacién restructure pero
toma tiempo O(logn). Respuesta: Verdadero, puesto que la insercién debe revisar que el balance esté
correcto a lo largo de la rama donde se insert6 el dato. Y esa rama tiene tamaiio O(log n).

Si A es un ABB y n es un nodo de A, el sucesor de n no tiene un hijo izquierdo. Respuesta: Falso. La
propiedad no se cumple en general cuando n no tiene un hijo derecho.

Es posible modificar la implementacion de la estructura de datos para conjuntos disjuntos vista en clases,
de manera que permita des-unir dos conjuntos en O(1).

Como diccionario, una tabla de hash es mds conveniente que un arbol rojo negro en cualquier aplicacion.
(Sin considerar la dificultad de implementacion).

Sea p una secuencia de dos o mas nimeros diferentes y sea ¢ una permutacion de p distinta de p. Adi-
cionalmente, sean A, y A, los 4rboles binarios de bisqueda que resultan de, respectivamente, insertar en
orden los elementos de p y ¢ en drboles binarios de bisqueda vacios. Entonces A, y A, son distintos.
Respuesta: Falso.

Re-hashing, el procedimiento que construye una nueva tabla de hash a partir de otra existente, toma tiem-
po O(n) en una tabla con colisiones resueltas por encadenamiento de tamafio m que contiene n datos.
Respuesta: Falso. El tiempo depende del tamaiio de la tabla y del nimero de datos; especificamente es
O(m +n).
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2017-1-Ex-P5—Prim, Dijkstra, Heap, Arbol
rojo-negro (1/2)

5. En sus tiempos libres, Gianna Zecca, alumna de programacion avanzada, ha estado estudiando algunos temas
del libro de Cormen, Leiserson, Rivest y Stein. A pesar de que las estructuras de datos “Heap binario” y “Arbol
Rojo-Negro” le parecen apasionantes, no logra entender la utilidad de los heaps. Segtin ella, ha encontrado una
forma mds o menos ingeniosa de usar arboles rojo-negro en vez de heaps dentro de los algoritmos de Prim y
Dijkstra de tal manera de obtener la misma complejidad asintdtica.

a) (Estd Zecca en lo correcto respecto a la complejidad asintdtica de Prim y Dijkstra con drboles rojo-negro
versus heaps? Para responder esta pregunta, piense en una forma “mds o menos ingeniosa” de usar arboles
dentro de esos algoritmos. Respuesta: Las dos operaciones que realizan Dijkstra/Prim sobre la cola son:
extraer el minimo y cambiar prioridad. Al implementar la cola con arboles, extraer el minimo resulta
simplemente de eliminar el minimo, que es O(log n). Extraer el minimo, en un heap, también es O(log n).
Para el cambio de prioridad, en un 4rbol lo podemos hacer con una eliminacion si (ingeniosamente) mante-
nemos un arreglo de punteros P tal que P[v] contiene un puntero al nodo del drbol que representa al nodo
v. Esta operacion, en un érbol balanceado, toma O(logn). En el caso de un heap, la operacién también
toma O(log n). Concluimos que Zecca estd en lo correcto.

b) Escriba una bateria de sélidos argumentos a favor de alguna de las dos afirmaciones:

i. Es desventajoso implementar el algoritmo de Dijkstra (o Prim) usando arboles binarios de buisqueda
balanceados.
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2017-1-Ex-P5—Prim, Dijkstra, Heap, Arbol
rojo-negro (2/2)

ii. Jorge Baier no debiera complicarse en ensefiar heaps, porque (1) los heaps no tienen ventaja alguna
sobre los drboles (al menos en el caso de los algoritmos de Prim y Dijkstra) y (2) heapsort no tiene
niguna ventaja practica sobre Quick Sort.

Respuesta: Argumentamos en favor de i. Aunque la complejidad asintética de ambas implementaciones
es la misma, usar los heaps, para este algoritmo, tienen ventajas sobre drboles. Veamos el caso de la
memoria. Un heap ocupa menos memoria que un drbol balanceado (cada nodo del arbol necesita almacenar
punteros).

Respecto al tiempo, las operaciones de heap debieran ser mds rdpidas que con un arbol. En particular, la
disminucién de la prioridad necesita en el heap mover el elemento hacia arriba en el arbol; es decir, no se
necesita revisar una rama completa. Esto no ocurre si usamos un ABB, porque la eliminacién de un nodo
requiere computar el sucesor (al menos), lo que implica en muchos casos revisar una rama completa. En
la préctica esto se puede reflejar en los tiempos de ejecucién de manera importante.

Para la extraccion del mds pequefio podemos dar un argumento similar.
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2016-2-11-P4-a—Dijsktra (1/2)

308

4. a) Considera las expresiones aritméticas de laforma (1 + ( (2+3) * (4%5)) ), es decir, "totalmente
parentizadas". (Estas expresiones se pueden definir formalmente de la manera recursiva: una expre-
sidn aritmética es ya sea un nimero, o un paréntesis abierto seguido por una expresién aritmética
seguido por un operador seguido por otra expresion aritmética seguido por un paréntesis cerrado.)

E.W. Dijkstra desarroll6 un algoritmo para evaluar este tipo de expresiones, empleando dos stacks,
uno para los operandos y otro para los operadores, y revisando la expresion de izquierda a derecha:
*Coloca (push) los operandos en el stack de los operandos.
*Coloca (push) los operadores en el stack de los operadores.

+Ignora los paréntesis abiertos.

+ Al encontrar un paréntesis cerrado, saca (pop) un operador, saca (pop) dos operandos, aplica el
operador a los operandos, y coloca (push) el resultado en el stack de operandos.

+ Cuando se procesa el ultimo paréntesis cerrado, queda un valor en el stack de operandos; ese es el
valor de la expresion.
i) [1] Ejecuta el algoritmo de Dijkstra para evaluar la expresién (1+ ( (2+3) * (4*5))). Muestra
el contenido de cada uno de los stacks a medida que vas procesando cada elemento de la expresién.

ii) [2] Analiza el algoritmo. ;Cudantas operaciones bésicas, o pasos, debe ejecutar en general, como
funcién del largo de la expresién? ;Cudl es la profundidad méxima que puede llegar a tener cada

uno de los stacks, es decir, de qué propiedades de la expresion depende la profundidad y cémo
depende?
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2016-2-11-P4-a—Dijsktra (2/2)

Respuesta:

i) stack de operandos stack de operadores
0 (4]
1 (0]
1 +
1 +
1 +
12 +
12 + +
123 + +
15 +
15 + *
15 + *
1514 + *
1514 + * ¥
1545 + * ¥
1520 + *
1 100 +
101

ii) Sea n el largo de la expresiéon y |h| que dice cudntas veces aparece h en la expresién.
Podemos notar por la estructura de la expresién que |(| =1|)| = |operadores| = x.
Ademés que |operandos| = x+1.

Luego n = 4x+1, x = (n-1)/4
Por lo tanto:

| operadores| = (n-1)/4
| operandos| = (n+3)/4

Tamano stacks:

El maximo del stack de operadores va a ser cuando estén todos los operadores en el stack, lo cual es (n-1)/4,
lo mismo ocurre con el de operandos, el cual es (n+3)/4.

Cantidad operaciones:

- Por cada operando/operador se ejecuta un push (1 operacién)

- Por cada ) se ejecuta 3 pop, se calcula el valor yluego 1 push (5 operaciones)

Por lo tanto la cantidad de operaciones es:

X + (x+1) + 5x = 6x+1 = (3n-1)/2.

(1+(2*3))

n =9, realizara (3*9-1)/2 = 13 operaciones.
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2015-2-Ex-P3—Kruskal, solucion 6ptima, sub-
problema 6ptimo (1/1)

3. Demuestra que dado un grafo no direccional G = (V, E) con costos en las aristas, el problema de encon-
trar un arbol de cobertura de costo minimo (MST) para G se puede resolver mediante un algoritmo codi-
cioso —en particular, mediante el algoritmo de Kruskal. Para ello, sigue estos pasos:

a) Formula el problema como uno en el cual haces una eleccién y te quedas con un subproblema del
mismo tipo para resolver (;qué tipo de eleccién haces en el caso del algoritmo de Kruskal?).

Una manera de construir el 4rbol es partir con un arbol vacio e ir agregando una arista a la vez, hasta comple-
tar | V|-1 aristas que cubran todos los vértices de G (y que no formen un ciclo). [El desafio es encontrar una
estrategia para ir eligiendo las aristas, como se explica en b) y ¢)].

b) Demuestra que hay una solucién 6ptima al problema original que hace la eleccién codiciosa (;cual
es la eleccién codiciosa que haces en el algoritmo de Kruskal?).

La eleccién codiciosa consiste en elegir la arista més liviana de todas las aristas de G; llamémosla e. ;(Ese
parte del MST? Si, como de demuestra a continuacién.

Supongamos que tenemos un MST de G, llamémoslo 7, y que 7' no incluye la arista e. ;Qué pasa si agregamos e
a T? Claramente, formamos un ciclo, ya que 7 es un arbol que cubre todos los vértices de G. De este ciclo
podemos sacar cualquier arista y volvemos a obtener un arbol de cobertura. Si sacamos una arista distinta de
e, y por lo tanto mas pesada que e, el arbol resultante tiene un costo total que no es mayor que el costo de 7.

c) Demuestra que, habiendo hecho la eleccion codiciosa, lo que queda es un subproblema tal que si
combinas una solucién éptima al subproblema con la eleccién codiciosa hecha, obtienes una solucién
6ptima al problema original.
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2015-2-Ex-P8—Propuesta de algoritmo cod-
icioso, complejidad (1/1)

. En clase resolvimos el siguiente problema de optimizacién: Dado un conjunto de tareas, cada una con
un plazo y una ganancia, encontrar un subconjunto de tareas tal que todas las tareas del subconjunto
pueden ser hechas dentro de sus plazos (subconjunto factible) y que maximiza la suma de las ganancias
(subconjunto éptimo). Las tareas solo pueden ser hechas usando una Unica maquina por una unidad de
tiempo —por lo tanto, sélo se puede hacer una tarea a la vez— y las ganancias se obtienen sélo si las
tareas son hechas dentro de sus plazos.

Demostramos que el problema puede resolverse si ordenamos las tareas de mayor a menor ganancia, y
empleamos la estrategia codiciosa de agregar a la solucién la préxima tarea que siendo factible hace
aumentar més la ganancia acumulada. Esta solucién requiere poder determinar la factibilidad de un
subconjunto de tareas, lo que resolvimos explicando que basta probar la factibilidad de una sola
permutacion de las tareas del subconjunto: cualquiera en que las tareas estén ordenadas
crecientemente por plazos.

a) ;/Qué complejidad tiene este algoritmo? Justifica.

Es posible mejorar este desemperio usando otro método para determinar la factibilidad de un subcon-
junto de tareas. Si < es un subconjunto factible de tareas, entonces podemos asignar los tiempos de
procesamiento de cada tarea de la siguiente manera: si para la tarea ¢ atin no hemos asignado un tiem-
po de procesamiento, entonces le asignamos el slot [k—1, k], en que & es el mayor entero menor o igual
que el plazo de t y el slot [k—1, k] esta vacio —es decir, postergamos la tarea t lo mas que podemos. Asi,
al construir J de a una tarea a la vez, no movemos las tareas que ya tienen sus slots asignados para
acomodar una nueva tarea: si para esta nueva tarea no encontramos un k como el que defini-
mos antes, entonces la tarea no puede programarse.

b) Demuestra esta Gltima afirmacién.

c) Explica cémo se puede implementar esta nueva forma de programar las tareas usando una estructu-
ra de conjuntos disjuntos.

d) ;/Qué complejidad tiene este nuevo algoritmo? Justifica.
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2015-1-Ex-P3-Dijkstra (1/1)

3. El algoritmo de Dijkstra para determinar las rutas més cortas desde un vértice a todos los otros vérti-
ces en un grafo direccional con costos no negativos es el siguiente:

void Dijkstra(Vertex s)
Init(s)
S=0
Queue g = new Queue(V)
while ( !q.empty() )
Vertex u = g.xMin()

S =S U {u}
for ( each v in afu] )
reduce(u,Vv)

Este algoritmo es un algoritmo codicioso; demuestra que efectivamente resuelve el problema:

a) Demuestra que el problema tiene subestructura 6ptima.

Trivial. Lo hicimos varias veces en clases.

b) Demuestra que después de hacer una eleccién, te quedas con un problema del mismo tipo, pero mas
pequeno.

Como vimos en clase, un algoritmo codicioso funciona en etapas y usa una medida de optimizacion. P.ej., en este
caso, determinemos las rutas mas cortas una por una (las etapas) y sumemos los costos de todas las rutas encontra-
das hasta ahora (la medida); para que esta suma sea minimizada, cada ruta individual debe ser de minimo costo.
Asi, si hasta el momento hemos construido %k rutas maés cortas, entonces (usando nuestra medida de optimizacién) la
préxima ruta a ser construida debera ser la préoxima ruta de longitud minima maés corta.

c) Demuestra que cada vez que tienes que hacer una eleccién, la eleccién codiciosa es éptima.

Lo primero que hay que establecer es cual eleccion codiciosa (p.€j., elegir la arista de menor costo no sirve). Por
supuesto, en el caso de Dijkstra la respuesta es elegir, entre aquellos vértices que atin no han sido elegidos, el vértice
que estd mas cerca del vértice s de partida (siguiendo la estrategia explicada en b). La demostracién de que esta
eleccion es correcta aparece en Cormen et al. [2009] y se basa en el hecho de que los costos de las aristas son no
negativos; la hacemos por contradiccién.

Sea u el primer vértice que al ser seleccionado no cumple que u.d = 8(s,u), segin la notacién vista en clase —es decir,
la elecciéon codiciosa no es 6ptima. (Cuadl es la situacidn justo antes de seleccionar a u? La ruta maés corta, p, entre s
y u pasa por un vértice w, el primer vértice en p que ain no ha sido seleccionado, y sea x el predecesor de w en p:
entonces, podemos descomponer p en un tramo de s a x, seguido por la arista (x,w), seguido por el tramo de w a u.

Sabemos que x.d = 8(s,x) cuando x fue seleccionado; en ese momento, el algoritmo aplica reduce a (x,w), por lo que
w.d = 8(s,w) cuando u es seleccionado.

Entonces, como w aparece antes que u en la ruta mas corta de s a u y los costos de todas las aristas son no negativos
—en particular, los del tramo w a u— tenemos que 5(s,w) < 8(s,u), por lo que w.d = 8(s,w) < 8(s,u) < u.d. Peroni u ni
w habian sido seleccionados cuando seleccionamos a u, por lo que si seleccionamos (codiciosamente) primero a u,
significa que u.d < w.d, lo que sélo es posible si w.d = 8(s,w) = 8(s,u) = u.d, lo que efectivamente contradice nuestra
forma de seleccionar a u.
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2015-1-Ex-P5—Kruskal, Arbol de Cobertura
minimo (1/1)

5. Considera el algoritmo de Kruskal para encontrar un arbol de cobertura de costo minimo (MST) para un
grafo G = (E, V) no direccional con costos. Recuerda que Kruskal primero ordena las aristas de menor a
mayor costo. Responde como preguntas independientes:

i Tanto en a) como en b), si no hay justificacién, el puntaje es 0!

a) Si todos los costos de las aristas son nimero enteros en el rango 1 a | V|, ;qué tan rapida puede ser la
ejecucion de Kruskal? Justifica.

Kruskal toma tiempo O(V) para inicializacién, O(E logE) para ordenar las aristas, y O(E a(V)) para las operaciones
de conjuntos disjuntos; en total, O(E logE), que es el término "més grande".

Ahora, sabiendo que los costos de las aristas son enteros en el rango 1 a | V|, podemos ordenarlas en tiempo O(V+E)
= O(E) con countingSort, por lo que ahora el término més grande es O(E a(V)).

b) Si usamos la implementacién basada en listas ligadas para representar y manejar conjuntos disjuntos,
/qué tan rapida puede ser la ejecucion de Kruskal? Justifica.

Nuevamente, Kruskal toma tiempo O(V) para inicializacién, O(E logE) para ordenar las aristas, y O(E a(V)) para las
operaciones de conjuntos disjuntos; en total, O(E logE), que es el término "més grande".

Como vimos en clase, si usamos listas ligadas para representar los conjuntos disjuntos, el tiempo para procesar los
conjuntos disjuntos cambia a O(m+nlogn), en que m es el nimero total de operaciones y n es | V|. Entonces, el
término mas grande seguira siendo O(¥ logE).
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2014-1-12-P5—-Algoritmo Prim (1/1)

5) Considera el algoritmo de Prim, estudiado en clase, para encontrar un arbol de cobertura minimo para
un grafo no direccional G = (V, E), a partir del vértice r en E:

for (cada vértice u en V) u.key =
r.key =0
formar una cola Q con todos los vértices en V, priorizada segiin el campo key de cada vértice
n[r] = null
while (!Q.empty() )
u = Q.extractMin( ) —esta operacién modifica la cola Q
for ( cada vértice v en listadeAdyacencias[u] )
if (v € Q A costo(u,v) < v.key)
nvl=u
v.key = costo(u,v) —esta operacién modifica la cola Q
El desempefio de Prim depende de cémo se implementa la cola Q; si Q es un heap binario, entonces
Prim toma tiempo O(E logV): el for dentro del while mira cada arista de G y para cada una realiza una
operacién decreaseKey sobre un vértice (cuando actualiza v.key, en la dltima linea).

Si los costos de todas las aristas de G son nameros enteros entre 0 y una constante W (tal que es facti-
ble declarar un arreglo de tamafio W+1), describe una forma de implementar la cola Q, tal que Prim
corra en tiempo O(E), es decir, que cada operacion descreaseKey tome tiempo O(1). (Recuerda que si W
es constante, es decir, no depende ni de E ni de V, entonces recorrer un arreglo de tamano W+1 toma
tiempo O(1).)

Respuesta:

* Implementamos Q como un arreglo Q[0], Q[1], ..., Q[W], Q[W+1]. Cada elemento del arreglo es una
lista doblemente ligada de vértices, en que Q[k] contiene todos los vértices cuyo key vale k; Q[W+1]
contiene los vértices cuyo key vale infinito (o).

+ Entonces, extractMin consiste simplemente en recorrer Q buscando el primer elemento no vacio; por lo
tanto, toma O(W) = O(1).

+ También, decreaseKey toma tiempo O(1): basta sacar el vértice de la lista en que esta (la lista tiene que
ser doblemente ligada para que sacar un vértice tome O(1)) y agregarlo al comienzo de la nueva lista
que le corresponda segtin su nuevo valor de key.
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2014-1-12-P6—Unién Conjuntos Disjuntos

(1/1)

6) En algunos lenguajes de programacién es posible declarar (explicitamente) dos nombres de variables
como equivalentes, es decir, son referencias al mismo objeto. Después de una secuencia de estas
declaraciones, el compilador necesita determinar si dos nombres dados son equivalentes. En particular,
supongamos que las declaraciones son de la forma equivalent <id1> <id2>. Cuando el compilador ve

una de estas declaraciones, primero, tiene que determinar si, como consecuencia de declaraciones ante-
riores, <id1> e <id2> ya son equivalentes (p.ej., equivalent <id1> <id3> ... equivalent <id2> <id3>),
en cuyo caso no hace nada; si <id1> e <id2> no son equivalentes, entonces debe hacerlos equivalentes a
partir de ese momento.

De acuerdo con las estructuras de datos y algoritmos estudiados en clase, jqué tan rapidamente puede
el compilador procesar una secuencia de p declaraciones que en total involucran n nombres de varia-
bles distintos? Justifica.

Respuesta:

Se trata de union de conjuntos disjuntos. Cada variable es inicialmente un conjunto por si misma
(singleton); y cada declaracién equivalent une dos conjuntos en uno nuevo, si es que esas variables no
estdn ya en el mismo conjunto. Asi, hay n singletons y p declaraciones, cada una de las cuales implica dos
operaciones find y posiblemente una operacién union; en términos de la notaciéon usada en los apuntes de
clase, m =n + 3p.

Por lo tanto, si usamos la representacién de conjuntos sugerida en la ldmina 18 de los apuntes, y usamos
unién por rango y compresion de ruta a medida que ejecutamos las operaciones sobre los conjuntos, el
compilador puede hacer su trabajo en tiempo O((n+3p)a(n)).
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2014-1-Ex-P5—Subestructura 6ptima, funcién
recursiva (1/1)

5) Tu quieres conducir un auto desde Santiago hasta Pueto Montt. Cuando el estanque de bencina del
auto est4 lleno, te permite viajar n kildmetros. T tienes un mapa con las distancias entre estaciones
de bencina en la ruta. Tu propédsito es hacer el menor niumero posible de detenciones en el viaje.

a) Muestra que este problema tiene subestructura éptima.

(Suponemos que partimos con el estanque lleno y que las distancias entre pares consecutivos de
estaciones de bencina son todas < n.)

Supongamos que tenemos la solucion éptima, y que en esta solucidn, la primera detencion es a los m
kilémetros (m < n); en este punto, que llamaremos R, llenamos el estanque. El resto del recorrido
tiene que ser una solucién 6ptima (minimiza el nimero de detenciones) al problema de viajar desde
R (m kilémetros al sur de Santiago) hasta Pueto Montt. La razén es que si no lo fuera, entonces
podriamos encontrar otra secuencia de detenciones para viajar desde R hasta Puerto Montt que
tuviera menos detenciones, y podriamos usar esta secuencia en el viaje desde Santiago hasta Puerto
Montt, después de parar en R, reduciendo el nimero total de detenciones para este viaje, contradi-
ciendo asi la suposicion de que la solucién que tenemos es 6ptima.

b) Plantea una solucién recursiva.

Dada la propiedad de subestructura éptima, podemos plantear la solucién como sigue: Elegir de la
mejor manera la proxima estacién, y, de alli, encontrar una soluciéon 6ptima al problema de viajar
desde esa estacién hasta Pueto Montt.

c) Justifica que en cualquier etapa de la recursién, una de las elecciones 6ptimas es la eleccion
codiciosa.

La eleccidén codiciosa es recorrer la mayor distancia que podamos antes de parar en una estaciéon de
bencina (y alli llenar nuevamente el estanque).

Supongamos que acabamos de reanudar el viaje depués de detenernos para llenar el estanque. Su-
pongamos también que las siguientes estaciones son S, ..., T, ..., U, en orden de cercania a nuestra
posicién actual, y que T es la mas lejana que no esta a mas de n kildmetros de distancia. Y suponga-
mos que en una solucién 6ptima la préxima detencién es en la estacién S (més cercana que 7).

Es facil ver que en esta solucion 6ptima podemos cambiar la eleccién de detenernos en S por la de
detenernos en 7, sin aumentar el nimero total de detenciones: si en la solucién 6ptima, la préoxima
detencion més alla de T'es U, a la cual pudimos llegar desde S, entonces también podemos llegar a U
desde T, ya que T estd més cerca de U que S; y podemos llegar desde nuestra posicién actual a T sin
detenernos antes, ya que la distancia a 7' no es mayor que n kildmetros.
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2013-2-13-P1-Propuesta de algoritmo cod-
icioso (1/1)

Estructuras de Datos y Algoritmos — 112133

13
8 noviembre 2013

Se tiene que programar un conjunto de n charlas en varias salas. Cada charla ch; tiene una hora de inicio si y
una hora de término f; , y puede darse en cualquier sala. Queremos programar las charlas de manera de usar el
menor numero posible de salas.

a) [2 pts.] Da un ejemplo que muestre que la solucién “obvia” de usar repetidamente el algoritmo codicioso
seleccion visto en clase no funciona.

b) [4 pts.] Da un algoritmo codicioso de tiempo O(n + n log n) para determinar cudl charla deberia usar cual
sala: parte por ordenar todas las horas de inicio y todas las horas de término en una misma lista, y luego
procesa esta lista en orden. Tu descripcién puede ser en prosa, pero debe ser clara y precisa; numera pasos,
identifica casos.

Respuesta:

a)

b)

Si las charlas son [1, 5), [3, 7), [6, 13) ¥ [9, 12), seleccion toma primero [1, 5) y luego [9, 12), para una misma
sala. Como [3, 7) y [6, 13) no son compatibles entre ellas (se traslapan), se necesitan dos salas mas, para un total
de 3 salas. Sin embargo, se podria haber asignado [1, 5) y [6, 13) a una misma sala, y asi quedarian [3, 7) y [9,
12) en otra, para un total de s6lo 2 salas.

Supongamos que las salas son A, B, C, ..., y estan en una lista ligada Is de salas disponibles. Primero, ordena-
mos todas las horas en tiempo O(n log n); en el caso del ejemplo anterior, las horas ordenadas quedan {1, 3, 5, 6,
7,9, 12, 13}. Luego, procesamos estas horas asi [solo para ayudar a entender el algoritmo + estructura de datos
que aparece mas abajo]:

— Tomamos la hora 1, inicio de la charla [1, 5), y asignamos la sala A a esta charla, sacandola de Is.
— Tomamos la hora 3, inicio de la charla [3, 7), y asignamos la sala B a esta charla, sacdndola de Is.
— Tomamos la hora 5, término de la charla [1, 5), y devolvemos la sala A al comienzo de Is.

— Tomamos la hora 6, inicio de la charla [6, 13), y asignamos la sala A a esta charla, sacandola de Is.
— Tomamos la hora 7, término de la charla [3, 7), y devolvemos la sala B al comienzo de Is.

— Tomamos la hora 9, inicio de la charla [9, 12), y asignamos la sala B a esta charla, sacandola de Is.
— Tomamos la hora 12, término de la charla [9, 12), y devolvemos la sala B al comienzo de Is.

— Tomamos la hora 13, término de la charla [6, 13), y devolvemos la sala A al comienzo de Is.

Es decir, para cada hora, si la hora corresponde al inicio de una charla, tomamos la sala que esta al comienzo de
la lista Is y se la asignamos a la charla; si la hora corresponde al término de una charla, devolvemos la sala
asignada a esa charla al comienzo de la lista Is. Esta iteracién toma tiempo O(n).

Este algoritmo es, evidentemente, codicioso. Ademas, produce una solucién 6ptima, porque, cuando asigna
una sala a una charla, asigna una que nunca ha sido ocupada solo si todas las que han sido ocupadas atun
estan ocupadas: las salas se sacan del comienzo de la lista y se devuelven al comienzo de la lista.
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2013-2-13-P3—Algoritmo Prim (1/1)

3) Considera el algoritmo de Prim, que se muestra, para void prim(Vertex r)

determinar un arbol de cobertura de costo minimo Queue g = new Queue(V)

(MST) para un grafo no direccional con aristas con for (each u in q ) u.key =

costos. Deduce paso a paso la complejidad del r.key = ?; nfr] = null

algoritmo, en notacién O( ), en funcién del ndmero Whll\fer(te')? '5'"3? (x)M i)n 0

de vértices, V, y del nimero de aristas, E, del grafo; for ( each v. in afu] )
explicita las suposiciones que hagas sobre las if (v eqawuv) < v.key )
estructuras de datos usadas en el algoritmo 7lv] = u

v.key = w(u,v)

Respuesta:

Suponiendo, como vimos en clase, que implementamos la cola priorizada q como un min-heap, las lineas antes del
while corresponden a la construccién inicial del heap, que toma tiempo O(V logV): hay que poner V datos en el heap,
y poner cada uno toma tiempo O(logV) —aunque mas estrictamente se puede demostrar que el tiempo total es O(V).

A este tiempo, hay que sumar el tiempo que toma el while.

En cada iteracién, se saca un dato (el que tiene la menor clave y por lo tanto esté en la primera posicién de la cola)
del heap (q.xMin()) y no se inserta ninguno, por lo que en total se ejecutan | V| iteraciones; cada ejecucién de
xMin() toma tiempo O(logV), ya que hay que restaurar el heap cada vez, por lo que el tiempo total para las | V|
llamadas a xMin() es O(VlogV).

Ademas, en cada iteracién se ejecuta un for, que lo que hace es revisar cada uno de los vértices adyacentes al vértice
u que se acaba de sacar del heap, o, equivalentemente, revisar cada una de las aristas conectadas al vértice u. Como
finalmente se sacan todos los vértices del heap, entonces la totalidad de los for dentro del while lo que hace es revi-

sar todas las aristas del grafo, dos veces cada una; es decir, el for ejecuta 2| E| veces en total. Como cada vez poten-
cialmente se actualiza la clave de un vértice en el heap (v.key = w(u,Vv)), lo que toma O(logV), las 2| E| ejecuciones
del for toman en total tiempo O(E logV). (La condicién v € q se puede implementar eficientemente en tiempo O(1)

agregando un bit a cada vértice.)

Asi, el while en total toma tiempo O(V1ogV + E logV) = O(E logV).

Por lo tanto, el algoritmo toma en total tiempo O(V) + O(E logV) = O(E logV).
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2013-2-Ex-C—Arbol de cobertura minimo,
Kruskal (1/1)

Reemplazo de I3
C) Con respecto a los arboles de cobertura de costo minimo (MST),

a) Demuestra o refuta la siguiente afirmacion: Un arbol de extension de costo minimo incluye, para cada vértice v,
la arista de costo minimo entre las aristas incidentes en v.
La afirmacion es verdadera; la demostramos por contradiccion. Sea t el drbol; sea (v, u) la arista de costo minimo incidente
en v; y supongamos que (v, u) no estd en t. Si incluimos (v, u) en t, formamos un ciclo; éste debe incluir una arista (v, x), x #
u, cuyo costo es mayor que el costo de (v, u): w(v, u) <w(v, x). Si sacamos (v, x) del ciclo volvemos a tener un MST cuya tini-
ca diferencia con t es que la arista (v, u) reemplaza a la arista (v, x). Como w(v, u) <w(v, x), este drbol tiene costo menor que
t, contradiciendo la suposicién de que t es un drbol de extension de costo minimo.

b) Si todos los costos de las aristas son nimeros enteros en el rango 1 a W, en que W es una constante, jqué tan
rapido, en notacién O( ), se puede hacer que corra el algoritmo de Kruskal? Toma en cuenta que el algoritmo
incluye una inicializacién, una ordenacién, y finalmente la ejecucion del algoritmo propiamente tal.

Kruskal toma O(V) para inicializacién, O(E log E) para ordenar las aristas, y O(E a(V)) para las operaciones de conjuntos
disjuntos (la ejecucioén del algoritmo propiamente tal). Por lo tanto, Kruskal es O(E log E). Ahora, bajo la supsicién dada y
usando countingSort, podemos ordenar las aristas en O(W + E) = O(E) —ya que W es constante. De modo que ahora el
algoritmo toma O(E «(V)).

¢) Si todos los costos de las aristas son distintos, muestra que el MST es tnico.

Como todos los costos de las aristas son distintos, para cada corte hay una tnica arista liviana. A partir de las diapositivas
#47 a 49, deducimos que el MST es tinico.
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2013-2-Ex-D—Dijkstra (1/1)

D) Considera el algoritmo de Dijkstra, que determina
las rutas mas cortas desde s a cada uno de los vértices v a b c d e f g h 1 3
de un grafo direccional G = (V, E) en que los costos de
las aristas son > 0:

void Dijkstra(Vertex s)

Init(s); S = O;

Queue g = new Queue(V)

while C !q.empty() )
Vertex u = q.xMin()
S=Svu {u}t
for ( each v in afu] )

reduce(u,v)

== o [0 |a|e |ot|e
=}
@

1 0

, L . Muestra los valores del vector d después de cada
Aplicalo al grafo representado por la siguiente matriz iteracion

de adyacencias, para determinar las longitudes de las
rutas mas cortas desde el vértice d (las casillas vacias
representan oo):

d=[o 0 oo 0 o © o o o o] =inicial

d=[4 © o 0 © o o 1 o o] =despuésquesaleu=d
d=[4 © o 0 6 © o 1 10 o] =después que saleu=~nh
d=[4 © o 0 5 o o 1 10 o] =después que sale u=a
d=[4 © o 0 5 8 o 1 10 o] =después quesaleu=e
d=[4 9 11 0 5 8 15 1 9 o] =despuésquesaleu=7f
d=[4 9 11 0 5 8 15 1 9 o] =despuésquesaleu=2»5
d=[4 9 11 0 5 8 15 1 9 11]=después quesaleu=1
d=[4 9 11 0 5 8 15 1 9 11]=despuésquesaleu=c
d=[4 9 11 0 5 8 12 1 9 11]=después quesaleu=j
d=[4 9 11 0 5 8 12 1 9 11]=despuésquesaleu=g
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2013-1-13-P1-Demostracion de de solucion
codiciosa (1/2)

Estructuras de Datos y Algoritmos — 11C2133
13

14 junio 2013

1) En clase resolvimos el problema de optimizacién de programar tareas con plazos: Dado un conjunto de tareas, c/u
con un plazo y una ganancia, encontrar un subconjunto de tareas que pueden ser hechas dentro de sus plazos
(subconjunto factible) y que maximiza la suma de las ganancias (subconjunto éptimo); las tareas sélo pueden ser
hechas usando una Uinica maquina por una unidad de tiempo —por lo tanto, sélo se puede hacer una tarea a la vez—
y las ganancias se obtienen sélo si las tareas son hechas dentro de sus plazos.

Demostramos que el problema puede resolverse si ordenamos las tareas de mayor a menor ganancia, y
empleamos la estrategia codiciosa de agregar a la solucién la préxima tarea que siendo factible hace aumentar mas
la ganancia acumulada. Esta solucién requiere poder determinar la factibilidad de un subconjunto de tareas, lo que
resolvimos demostrando que basta probar la factibilidad de una permutacién del subconjunto en que las tareas estén
ordenadas crecientemente por plazos.

a) (Qué complejidad tiene este algoritmo? Justifica.

Resp. O(n?). Para cada una de las n tareas —ya ordenadas de mayor a menor ganancia en tiempo O(nlogn)— hay
que ver si es compatible con las otras tareas que ya estan en la solucién. Esto requiere ordenar las m tareas en la
solucién por plazos —en tiempo O(m), usando ordenacién por insercién en un arreglo ordenado— y luego verificar la
factibilidad del conjunto, es decir, determinar si cada tarea se estd haciendo dentro de su plazo: como el conjunto
tiene m tareas, esta verificacion toma tiempo O(m). Como este tiempo O(m) se repite para cada una de las n tareas,
el tiempo total es O(nm), que en el peor caso es O(n2).

Es posible usar otro método para determinar la factibilidad de un subconjunto de tareas. Si </ es un subconjunto
factible de tareas, entonces podemos asignar los tiempos de procesamiento de cada tarea de la siguiente manera: si
para la tarea i ain no hemos asignado un tiempo de procesamiento, entonces asignémosle el slot [k—1, k], en que & es
el mayor entero menor o igual que el plazo de i y el slot [k—1, k] estd vacio —es decir, postergamos la tarea i lo mas
que podemos. Asi, al construir J de a una tarea a la vez, no movemos las tareas que ya tienen sus slots asignados
para acomodar una nueva tarea: si para esta nueva tarea no encontramos un k como el que definimos antes,
entonces la tarea no puede programarse.

b) Demuestra esta ultima afirmacion.

Resp. La tnica forma en que la tarea ¢, con plazo d:, no pueda programarse es que todos los slots [0, 1], [1, 2], ...,
[di-1, di] estén ocupados. En este caso, no hay ninguna forma de hacer espacio para la tarea ¢, ya que todas las ta-
reas programadas en estos slots estan postergadas lo mas posible, considerando incluso slots posteriores a [di-1, di]:
si el slot [k—1, k], con k > d; , estuviera vacio, y la tarea s programada en el slot [j—1, j], con j < di, se hubiera podido
programar en el slot [k—1, k], entonces la tarea s se hubiera programado en este slot al considerarla por primera vez.
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c) Explica como se puede implementar esta nueva forma de programar las tareas usando una estructura de
conjuntos disjuntos.

Resp. Llamemos k al slot [k—1, k]; y sea ni el mayor entero tal que nr < k y el slot nx esté vacio. Dos slots py q
estan en el mismo conjunto si np = ng; claramente, si p < g, entonces p, p+1, p+2, ..., g estan todos en el mismo
conjunto; el valor np es un valor importante para el conjunto, por lo que lo almacenamos en un campo f en el
representante del conjunto. Para programar una tarea con plazo d, buscamos el (representante del) conjunto al que
pertenece el slot d, y obtenemos su valor f, que es el slot més cercano (y no mayor que d) disponible; luego, unimos
este conjunto con el conjunto correspondiente al slot f~1.

d) /Qué complejidad tiene este nuevo algoritmo? Justifica.

Resp. La complejidad es O(no(2n,n)), si usamos la estructura maés eficiente conocida para manejar conjuntos dis-
juntos: inicialmente, hay n conjuntos disjuntos, y luego realizamos n find's (uno por cada tarea) y a lo mas n union's.
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2013-1-13-P3—Subestructura optima, sub-
problemas traslapados (1/1)

3) Hay que programar un conjunto de n tareas en una maquina que sélo puede realizar una tarea a la vez. Cada
tarea a; tiene una hora de inicio s; , una hora de término fi , y un valor vi . Sea A un subconjunto de tareas mutua-
mente compatibles (para cualquier par de tareas de A, la hora de inicio de una de ellas es mayor que la hora de tér-
mino de la otra); el valor de A es la suma de los valores de las tareas de A. El objetivo es encontrar un subconjunto A
de valor maximo, es decir, maximizar la suma de los valores de las tareas programadas (y no necesariamente el
namero de tareas programadas).

En particular, sea Cj el conjunto de tareas que empiezan después que la tarea a; termina y que terminan antes
que empiece la tarea aj . Sea Aj una solucién éptima a Cj; , es decir, Ajj es un subconjunto de tareas mutuamente
compatibles de C;; que tiene valor maximo.

a) Supongamos que A; incluye la actividad ax . Demuestra que este problema tiene la propiedad de subestructura
dptima: una solucién 6ptima al problema contiene soluciones éptimas a subproblemas.

Resp. Podemos descomponer la solucién éptima Aij como Air U {ar} U Ay ; es decir, la actividades que, estando en
Ajj , terminan antes que empiece ax , junto a las actividades que, estando en A;j , empiezan después que termina ar ,
junto a ax . Asi, el valor de la solucién éptima A;j es igual al valor de Air més el valor de Ar més vr . Siguiendo un
razonamiento similar a los vistos en clase para otros problemas, concluimos que Air debe ser una solucién éptima al
problema definido por Cir , y andlogamente para Ay Cj .

b) Sea vall[i, j] el valor de una solucién 6ptima para el conjunto C;. Demuestra que este problema tiene la propiedad
de subproblemas traslapados: si usamos un algoritmo recursivo para resolver el problema, este tiene que resolver
los mismos subproblemas repetidamente.

Resp. De acuerdo con a), val[i, j] = valli, k] + vallk, j] + vk . Pero en realidad no sabemos que la solucién éptima al
problema definido por Cjj incluye la actividad ax , por lo que debemos mirar todas las actividades en C;; para determi-
nar cudl elegir; es decir,
valli, j]1 =0, siCj=0
valli, j] = max {valli, k] + vallk, j] + v }, siCj# D

ar € Sij

Aqui aparecen los subproblemas traslapados.
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4) Con respecto a las rutas més cortas en grafos direccionales:

a) Un compafiero de curso te dice que implementd el algoritmo de Dijkstra. El programa produce las distancias d y
los padres © para cada vértice del grafo. Da un algoritmo de tiempo O(V+E) para verificar el resultado del progra-
ma de tu compariero. Supdn que todas las aristas tienen costos no negativos. En particular,

i) ;qué debes verificar con respecto al vértice de parida s?
ii) ;qué debes verificar con respecto a los otros vértices?
iii) jcomo te puedes asegurar que el programa de tu comparfiero efectivamente encontré las rutas mas cortas
desde s?
Resp.
i) Para s, hay que verificar s.d =0y s.n = nil.

ii) Para los otros vértices v, hay que verificar v.d = v.n.d + w(v.x, v); 0 bien v.d =« si y solo si v.n = nil.

Si cualquiera de las verificaciones anteriores, i) o ii), falla, entonces el resultado del programa del compafiero es
incorrecto.

iii) De lo contrario, todavia hay que asegurarse que haya encontrado las rutas mas cortas desde s. Para esto, basta
con aplicar reduce a cada arista una vez: si algin v.d cambia, entonces el resultado es incorrecto; de lo contrario,
es correcto.
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2013-1-Ex-C—Arbol de cobertura minimo,
Kruskal (1/1)

C) Con respecto a los arboles de cobertura de costo minimo (MST),

9) Si todos los costos de las aristas son nameros enteros en el rango 1 a | V|, ;qué tan rapido, en notaciéon O(), se
puede hacer que corra el algoritmo de Kruskal? Toma en cuenta que el algoritmo incluye una inicializacién, una
ordenacién, y finalmente la ejecucién del algoritmo propiamente tal.

Kruskal toma O(V) para inicializacién, O(E log E) para ordenar las aristas, y O(E a(V)) para las operaciones de conjuntos disjun-
tos (la ejecucion del algoritmo propiamente tal); por lo tanto, Kruskal es O(E log E). Ahora, bajo el supuesto de arriba y usando
countingSort, podemos ordenar las aristas en O(V + E) = O(E) —ya que V= O(E). De modo que ahora Kruskal es O(E a(V)).

10) Si todos los costos de las aristas son nimeros enteros en el rango 1 a W, en que W es una constante, jqué tan
rapido, en notacién O(), se puede hacer que corra el algoritmo de Kruskal? Toma en cuenta que el algoritmo incluye
una inicializacién, una ordenacién, y finalmente la ejecucién del algoritmo propiamente tal.

Kruskal toma O(V) para inicializacién, O(E log E) para ordenar las aristas, y O(E a(V)) para las operaciones de conjuntos disjun-
tos (la ejecucion del algoritmo propiamente tal); por lo tanto, Kruskal es O(E log E). Ahora, bajo el supuesto de arriba y usando
countingSort, podemos ordenar las aristas en O(W + E) = O(E) —ya que W es constante. De modo que ahora Kruskal es O(E

a(V)).
11) Si todos los costos de las aristas son distintos, muestra que el MST es inico.

Como todos los costos de las aristas son distintos, para cada corte hay una dnica arista liviana. A partir de las diapositivas #47 a
49, deducimos que el MST es tnico.

Suponga que el MST no es tnico, es decir, existen dos MSTs T y T’ con T distinto de T". Considere “e” la arista de menor peso de T
que no aparece en T". A su vez, considere €’ la arista de menor peso de T” que no aparece en T. Sin pérdida de generalidad,
suponga que “e” tiene menor peso que €’. Entonces, necesariamente se tiene que T" unido con {e} forma un ciclo C. Considere S=C-
E(T) el conjunto de todas las aristas del ciclo que no aparecen en T. Notar que todas las aristas de S tienen estrictamente mayor
peso que “e”, pues todas las aristas son distintas y “e” es la arista con menor peso que no aparecen en ambos arboles Ty T". Sea r
una arista de Sy se tendra que T” =T" U {e} — {r} forma un arbol de cobertura. Dado que se intercambi6 una arista més pesada
por otra de menor peso, se tiene que T” tiene menor peso que T", lo que contradice con el hecho de que T” es MST. Luego, debe
ocurrir que si todos los costos de las aristas son distintos, el MST es tnico.

12) Si todos los costos de las aristas son distintos, muestra que el segundo mejor MST puede no ser unico.

Basta con dar un ejemplo.

D) Considera el problema de determinar las rutas mas cortas entre todos los pares de vértices de un grafo
direccional G = (V, E) con costos en las aristas.

13) Enuncia las dos propiedades caracteristicas de los problemas de optimizacién que pueden ser resueltos mediante
programacién dindmica.

Las dos propiedades caracteristicas son: Propiedad de Subestructura éptima y Propiedad de subproblemas traslapados.
e Subestructura éptima: La solucién éptima al problema original puede ser construida con soluciones 6ptimas de
subproblemas.
e  Subproblemas traslapados: Si uno utiliza un algoritmo recursivo para resolver el problema, entonces existira al menos
un subproblema que sera resuelto varias veces.
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11C2133 - Estructuras de datos y algoritmos 1-2012 — Interrogaciéon 3

Pregunta 2 — Técnicas de programacion (20 pts)

A continuacién se presentan 4 problemas, cada uno con una solucién propuesta. Para cada
caso, escribe qué tipo de solucidn es y por qué, entre: Dividir y conquistar (DyC), Algoritmo
codicioso, Programacién Dindmica o ninguno de los anteriores. Nota que las soluciones
propuestas podrian ser incorrectas, pero este aspecto no es relevante para la evaluacién que
debes hacer.

a) (5 pts) El gato enojado >(

Tienes un gatito que estd durmiendo placidamente en medio de la sala. Tu quieres cruzar la
sala, pasando frente al gatito. Pero jcuidado! Si despiertas al gato, este estara muy enojado,
asi que debes ser muy silencioso. Para mala suerte, el piso de la sala rechina y cada vez que
das un paso el gato despierta ligeramente. Pero si esperas un poco, el gato vuelve a dormir
profundamente.

Para ser exactos, para cruzar la sala necesitas dar a pasos (0 < a < 100). El gato duerme
inicialmente con profundidad 1 y si en algun momento la profundidad de suefio es inferior a w
(0 < w < 1), el gato despertara. Dependiendo de donde estés, cada vez que das un paso, la
profundidad del suefio decae en s; (0 < s; < 1), para Sy, S, -.. Sa1- Finalmente, por cada
tiempo k (0 < k < 10) que esperes, la profundidad del suefio subird en 0.1 .

¢Cual es el menor tiempo de espera en que puedes cruzar la sala sin despertar al gatito?

El input consiste en una primera linea con los valores a y w. Luego una linea con los a
valores s (So, S1, ... Sa1). Por dltimo hay una linea con el valor k. Los valores a y k son
nuameros enteros, mientras los demas nimeros son decimales con 1 digito de precisién.

El output consiste en un numero entero con el menor tiempo de espera o -1 si no es posible
cruzar la sala sin despertar al gato.

Ejemplo:

Input

10 0.3

0.2 0.4 0.3 0.50.60.40.30.120.20.1

1

Output

24

Solucién propuesta

En una variable vamos a mantener el nivel de suefio del gato (p). Luego, para cada paso

entre 0 y a -1 primero evaluamos si con el nivel de suefio actual podemos dar el paso sin

despertar al gato, damos el paso y actualizamos el nivel de suefio como p' = p — s;. La

evaluacion de si podemos dar el gato en el fondo es evaluar si p — s; >= w. Si no es posible,

entonces esperaremos el minimo posible para poder dar el paso, es decir j*k unidades de
Pagina 4 de 12
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tiempo con el menor j tal que p + (0.1*j*k) — s; >= w. Esta condicién de minimo se cumple en
la igualdad, es decir, esperaremos j*k = (w + s; — p)/0.1. Lo que si, antes es necesario un
chequeo adicional: si para poder dar el paso hubiera que hacer que la profundidad de suefio
sea superior a 1 (es decir, si p + (0.1*j*k) > 1), entonces no podemos dar el paso y la
respuesta serd un -1. Si logramos dar el paso, agregar j*k a la suma acumulada de tiempos
esperados.

Finalmente, si logramos llegar hasta el final, entregar la suma acumulada de tiempos
esperados.

Este algoritmo es greedy que supone que encontrara el optimo al tratar siempre de esperar
lo menos posible, justo lo suficiente para dar el siguiente paso. Si uno compara con el
método general, considera que la solucién al problema consiste en el conjunto de tiempos de
espera, la seleccion de cada turno es el tiempo minimo de espera, la decision de factibilidad
es ver si no se supera el nivel de suefio “1” para poder dar el paso y agregarlo a la solucion
es la suma (este ultimo analisis de comparacion con el método general no es necesario, pero
da una evidencia irrefutable de que es greedy).
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b) (5 pts) Elegir las frutas mas pesadas del canasto*

Se tiene un canasto de m frutas con n tipos distintos (m > n). Calcula la suma de los pesos
de las frutas, al elegir una fruta de cada tipo (siempre la mas pesada de su tipo).

El input consiste en n (tipos de frutas), luego m (total de frutas), luego una lista de m pesos
de las frutas y finalmente una lista con los m tipos de cada fruta (nUmeros entre 0 y n-1).

Ejemplo.

Input: 01012
35 Output:
185 20 2 27

Solucién propuesta

Se divide la lista de frutas en n listas, una por cada tipo. Luego en cada lista se elige la fruta
de mayor peso y con las soluciones parciales para cada tipo, se suman los pesos maximos
de cada tipo, obteniendo el peso total.

Este algoritmo parece ser dividir y conquistar porque al principio se dividen las frutas en n
listas, pero en realidad no lo es. Aqui alguien podria confundirse y pensar que si ordena en la
segunda etapa con mergesort (que si es DyC) o con quicksort, entonces eso hace que todo
el algoritmo sea DyC, pero se equivoca. DyC requiere que el problema se reduzca a
instancias mas pequenas del mismo problema, lo cual no ocurre en este caso.

Pagina 5 de 12
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2012-1-13-P4—Planteamiento de problema,
Arbol de cobertura minimo (1/2)

Pregunta 4 — Bloqueo anti fuerza bruta* (20 pts)

Recientemente ha habido un serio problema con las cajas fuertes Panda: jvarias cajas
fuertes han sido robadas! Estas cajas fuertes estan usando el viejo sistema de cerraduras de
combinaciones de 4 digitos (s6lo necesitas girar el digito, ya sea para arriba o para abajo
hasta que los cuatro coinciden con la clave). Cada digito esta hecho para girar de 0 a 9. Girar
hacia arriba en el 9 hace que el digito se convierta en 0, y girar hacia abajo el 0 hace que el
digito se convierta en 0. De momento que sélo hay 10.000 claves posibles, desde 0000 hasta
9999, cualquiera puede probar todas las combinaciones hasta que la caja se haya
desbloqueado.

-, . . .. UNLOCKED

7?77 8

7?77 8

7?7?77 8
- O O

Lo hecho, hecho esta. Pero con el fin de retrasar futuros ataques de ladrones, la Agencia de
Seguridad Panda (ASP) ha disefiado una cerradura mas segura con mdltiples claves. En
lugar de usar sélo una combinacién como clave, la cerradura ahora tiene hasta N claves las
cuales deben ser todas desbloqueadas antes que la caja fuerte puede abrirse. Esta
cerradura funciona asi:

» Inicialmente los digitos estan en 0000

» Las claves pueden ser desbloqueadas en cualquier orden, poniendo los digitos en la
cerradura para coincidir con la clave deseada y luego presionando el botén
DESBLOQUEAR.

* Un botén magico, SALTAR, puede convertir los digitos en cualquier clave ya
desbloqueada sin girar ningun digito.

» La caja fuerte se desbloqueara si y sélo si todas las claves son desbloqueadas en un
total minimo de giros de digitos, excluyendo cualquier cambio hecho con el botén
SALTAR (si, esta caracteristica es una de las mas geniales).

Péagina 10 de 12
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» Si el nimero de giros de digitos es excedido, los digitos seran regresados a 0000 y
todas las claves se bloquearan nuevamente. En otras palabras, el estado de la
cerradura se reiniciara si el desbloqueo falla.

ASP esté bien confiado en que este nuevo sistema retrasard un intento de violacién por
fuerza bruta, dandoles suficiente tiempo como para identificar y capturar los ladrones. Con el
fin de determinar el nUmero minimo de giros de digitos requeridos, ASP quiere que escribas
un programa. Dadas todas las claves, calcula el minimo nimero de giros necesarios para
desbloquear la caja fuerte.

Input

La primera linea de input contiene un entero T, el nUmero de casos que siguen. Cada caso
comienza con un entero N (1 <= N <= 500), el nUmero de claves. La siguiente linea contiene
N nameros de exactamente 4 digitos (con ceros a la izquierda) representando las claves del
desbloqueo.

Output

Para cada caso, imprimir en una unica linea el minimo ndmero de giros requeridos para
desbloquear todas las claves.

Input de ejemplo Output de ejemplo
4 16

2 1155 2211 20

3 1111 1155 5511 26

3 1234 5678 9090 17

4 2145 0213 9113 8113

Explicacion del segundo caso
» Convierte 0000 en 1111, giros: 4
+ Convierte 1111 en 1155, giros: 8

» Saltar 1155 en 1111, podemos hacer esto porque 1111 habia sido desbloqueado
previamente.

» Convertir 1111 en 5511, giros: 8
Giros totales =4 + 8 + 8 = 20

Primero hay que representar el problema como un grafo, en que cada vértice es una de las
claves y la distancia entre vértices esta dada por el nimero de giros necesarios.

Luego, hay que calcular el numero de giros entre el “0000” y las demas claves, y anexar
“0000” como un vértice mas, que esta unicamente conectado a la clave de distancia minima.

Péagina 11 de 12
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2011-2-12-P4-Kruskal (1/1)

4. Considera el algoritmo de Kruskal para encontrar un arbol de extensién de costo minimo (MST) para un grafo
direccional G = (V, E) en que cada arista tiene asociado un costo. Si los costos de todas las aristas de G son ntimeros
enteros en el rango de 1 a | V|, ;qué tan rapido se puede hacer la ejecucién del algoritmo de Kruskal? Recuerda que
el algoritmo de Kruskal toma tiempo O(V) para inicializacién, O(E logE) para ordenar las aristas, y O(E o(V)) para
las operaciones de conjuntos disjuntos.

Respuesta. Primero, el tiempo total del algoritmo de Kruskal ‘basico’ es O(V) + O(E logE) + O(E a(V)) = O(E logE).
Si ahora los costos de todas las aristas son nimeros enteros en el rango de 1 a | V|, entonces podemos ordenarlas en
tiempo O(V + E) —en lugar de O(E logE)— usando countingSort; ademds, como G es conexo, V= O(E), y el tiempo de
ordenacién se reduce a O(F). Esto da un tiempo total para el algoritmo de O(V) + O(E) + O(E o(V)) = O(E o(V)) —de
nuevo, ya que V= 0O(E). (Es decir, el término dominante cambia de ser el tiempo que toma ordenar las aristas al
tiempo que toma procesarlas una vez ordenadas. Ademas, sélo la ordenacion de las aristas se hace més rapido,
porque ninguna otra parte del algoritmo usa los costos de las aristas.)



6 ALGORITMOS CODICIOSOS 332

2011-2-13-P1-Subestructura 6ptima, solucién
recursiva (1/1)

Estructuras de Datos y Algoritmos — 112133
13 - pauta

2 noviembre 2011

1. T4 quieres conducir un auto desde Santiago hasta Pueto Montt. Cuando el estanque de bencina del
auto est4 lleno, te permite viajar n kilémetros. T tienes un mapa con las distancias entre estaciones
de bencina en la ruta. Tu propésito es hacer el menor nimero posible de detenciones en el viaje.

a) Muestra que este problema tiene subestructura 6ptima.

(Suponemos que partimos con el estanque lleno y que las distancias entre pares consecutivos de estaciones de
bencina son todas < n.)

Supongamos que tenemos la solucién éptima, y que en esta solucién, la primera detencion es a los m kilémetros (m
< n); en este punto, que llamaremos R, llenamos el estanque. El resto del recorrido tiene que ser una soluciéon
6ptima (minimiza el nimero de detenciones) al problema de viajar desde R (m kilémetros al sur de Santiago) hasta
Puerto Montt. La razén es que si no lo fuera, entonces podriamos encontrar otra secuencia de detenciones para
viajar desde R hasta Puerto Montt que tuviera menos detenciones, y podriamos usar esta secuencia en el viaje
desde Santiago hasta Puerto Montt, después de parar en R, reduciendo el nimero total de detenciones para este
viaje, contradiciendo asi la suposicién de que la solucién que tenemos es 6ptima.

b) Plantea una solucién recursiva.

Dada la propiedad de subestructura éptima, podemos plantear la solucién como sigue: Elegir de la mejor manera
la préxima estacion, y, de alli, encontrar una solucién 6ptima al problema de viajar desde esa estacién hasta Puer-
to Montt.

c) Justifica que en cualquier etapa de la recursién, una de las elecciones 6ptimas es la eleccién
codiciosa.

La eleccién codiciosa es recorrer la mayor distancia que podamos antes de parar en una estacién de bencina (y alli
llenar nuevamente el estanque).

Supongamos que acabamos de reanudar el viaje depués de detenernos para llenar el estanque. Supongamos tam-
bién que las siguientes estaciones son S, ..., T, ..., U, en orden de cercania a nuestra posiciéon actual, y que T es la
mas lejana que no estd a més de n kilémetros de distancia. Y supongamos que en una solucién éptima la préxima
detencidn es en la estacién S (més cercana que 7).

Es facil ver que en esta solucién 6ptima podemos cambiar la eleccién de detenernos en S por la de detenernos en 7T,
sin aumentar el nimero total de detenciones: si en la solucién 6ptima, la préxima detencién méas alld de T'es U, a
la cual pudimos llegar desde S, entonces también podemos llegar a U desde T, ya que T estd més cerca de U que S;
y podemos llegar desde nuestra posicién actual a 7T sin detenernos antes, ya que la distancia a 7' no es mayor que n
kilémetros.
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2011-2-13-P2—Subestructura 6ptima, solucién
recursiva, programacién dinamica (1/1)

. Siguiendo con el viaje de Santiago a Puerto Montt, supon que tienes autorizacién para poner letreros
con propaganda de tu negocio en el camino. Los puntos en los que puedes poner los letreros son x1, x2,
..., Xn, que representan las distancias desde Santiago, y tu modelo de prediccién te dice que si pusieras
un letrero en el punto xx ganarias r. > 0. Por otro lado, la autoridad vial exige que no puede haber dos
letreros de un mismo negocio a menos de 5 km entre ellos.

Tu problema es determinar donde poner letreros, de manera de maximizar tu ganancia. P.ej., si los
puntos son { x1, x2, x3, x4 } ={ 6, 7, 12, 14 } y las ganancias son { r1, re, r3, r+ } = { 5, 6, 5, 1 }, entonces te
conviene poner los letreros en x1 y x3 para ganar 10.

a) Muestra que este problema tiene subestructura 6ptima.

Consideremos una solucién 6ptima. Esta puede incluir poner un letrero en x» 0 no. Si no lo incluye, entonces la
solucién 6ptima es la misma que para los puntos x1, ..., xn.1. Silo incluye, entonces, si sacamos x, de la soluciéon
6ptima, los puntos que quedan son una solucién éptima para el camino de Santiago hasta 5 km antes de xx.

b) Plantea una solucién recursiva.

Definamos s(j) como el punto mads al sur que estd a mas de 5 km (al norte) de xj. Es decir, si decidimos que x;j esta
en la solucidén, entonces x1, x2, ..., XsG) son aun posibilidades validas, pero xsg+1, ..., X1 no. Si opt(j) es la ganancia
del subconjunto éptimo de sitios entre x1, ..., xj, entonces, de a):

opt() = max{ ri+opt(s(j)), opt(i—1) }

c) dJustifica que una buena forma de resolver el problema es mediante programacién dindmica.

Al tratar de resolver el problema recursivamente, aplicando la férmula recursiva anterior de manera “top-down”,
vamos a tener que resolver un mismo subproblema opt(j) muchas veces. En cambio, podemos resolver la férmula
recursiva de manera “bottom-up,” para j = 2, 3, ... n, sabiendo que opt(0) =0 y opt(1) = 1.
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2010-2-12-P3—Algoritmo Prim (1/1)

3. Considera el algoritmo de Prim, estudiado en clase, para encontrar un arbol de cobertura de costo minimo para
un grafo no direccional G = (V, E), a partir del vértice r en E.

for (cada vértice u en V) u.key = ©
r.key =0
formar una cola Q con todos los vértices en V, priorizada segiin el campo key de cada vértice
nt[r] = null
while (!Q.empty())
{
u = Q.extractMin( ) —esta operacion modifica la cola Q
for (cada vértice v en listadeAdyacencias[u] )
if (v € Q A costo(u,v) < v.key)
{
nfv]=u
v.key = costo(u,v) —esta operacion modifica la cola Q

}

Recuerda que el desemperio de Prim depende de cémo se implementa la cola Q; p.ej., si Q es un heap binario,
entonces Prim toma tiempo O(E logV): el for dentro del while mira cada arista de G y para cada una realiza una
operacion decreaseKey sobre un vértice (cuando actualiza v.key, en la Gltima linea).

Si los costos de todas las aristas de G son ntimeros enteros entre 0 y una constante W (tal que es factible declarar
un arreglo de tamano W+1), describe una forma de implementar la cola Q, tal que Prim corra en tiempo O(E), es
decir, que cada operacién descreaseKey tome tiempo O(1). [Recuerda que si W es constante, es decir, no depende
ni de E ni de V, entonces recorrer un arreglo de tamano W+1 toma tiempo O(1).]

Respuesta:

[2 pts.] Implementamos Q como un arreglo Q[0], Q[1], ..., Q[W], Q[W+1]. Cada elemento del arreglo es una lista
doblemente ligada de vértices, en que Q[k] contiene todos los vértices cuyo key vale k; Q[W+1] contiene los vértices
cuyo key vale infinito ().

[2 pts.] Entonces, extractMin consiste simplemente en recorrer @ buscando el primer elemento no vacio; por lo

tanto, toma O(W) = O(1).

[2 pts.] También, decreaseKey toma tiempo O(1): basta sacar el vértice de la lista en que esta (la lista tiene que ser
doblemente ligada para que sacar un vértice tome O(1)) y agregarlo al comienzo de la nueva lista que le corresponda
segun su nuevo valor de key.
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2010-2-13-P1-Dijkstra (1/1)

Estructuras de Datos y Algoritmos — 11C2133

13
15 de noviembre, 2010

1) Se tiene un grafo direccional en que las aristas que salen desde el vértice de partida s pueden tener costos
negativos, todas las otras aristas tienen costos no negativos, y no hay ciclos con costo acumulado negativo.
Prueba que, a pesar de lo que dijimos en clase, el algoritmo de Dijkstra encuentra correctamente las
rutas més cortas desde s en este grafo.

Respuesta:

Dijkstra resuelve el problema porque lo costos negativos, de las aristas que salen de s, son los primeros que
ve, y, por lo tanto, los toma en cuenta antes de tomar en cuenta cualquier otro costo no negativo.
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2010-2-13-P3—Creacion de algoritmo codi-
cioso (1/1)

3) Se tiene que programar un conjunto de n charlas en varias salas. Cada charla ch: tiene una hora de inicio
si y una hora de término f; , y puede darse en cualquier sala. Queremos programar las charlas de manera
de usar el menor ntmero posible de salas.

a) [1/3] Da un ejemplo que muestre que la solucién “obvia” de usar repetidamente el algoritmo codicioso
seleccion visto en clase no funciona.

b) [2/3] Da un algoritmo codicioso de tiempo O(n + n log n) para determinar cudl charla deberia usar
cual sala: parte por ordenar todas las horas de inicio y todas las horas de término en una misma lista,
y luego procesa esta lista en orden.

Respuesta:

a) [1/3] Silas charlas son [1, 5), [3, 7), [6, 13) y [9, 12), seleccion toma primero [1, 5) y luego [9, 12), para
una misma sala. Como [3, 7) y [6, 13) no son compatibles entre ellas, se necesitan dos salas mds, para un
total de 3 salas.

Sin embargo, se podria haber asignado [1, 5) y [6, 13) a una misma sala, y asi quedarian [3, 7) y [9, 12)
en otra, para un total de 2 salas.

b) [2/3] Supongamos que las salas son A, B, C, ..., y estan en una lista ligada Is de salas disponibles.
Primero, ordenamos todas las horas en tiempo O(n log n); en el caso del ejemplo anterior, las horas
ordenadas quedan {1, 38, 5, 6, 7, 9, 12, 13}. Luego, procesamos estas horas asi [solo para ayudar a
entender el algoritmo + estructura de datos que aparece mas abajo]:

— Tomamos la hora 1, inicio de la charla [1, 5), y asignamos la sala A a esta charla, sacandola de Is.
— Tomamos la hora 3, inicio de la charla [3, 7), y asignamos la sala B a esta charla, sacandola de Is.
— Tomamos la hora 5, término de la charla [1, 5), y devolvemos la sala A al comienzo de Is.

— Tomamos la hora 6, inicio de la charla [6, 13), y asighamos la sala A a esta charla, sacdndola de Is.
— Tomamos la hora 7, término de la charla [3, 7), y devolvemos la sala B al comienzo de Is.

— Tomamos la hora 9, inicio de la charla [9, 12), y asignamos la sala B a esta charla, sacandola de Is.
— Tomamos la hora 12, término de la charla [9, 12), y devolvemos la sala B al comienzo de Is.

— Tomamos la hora 13, término de la charla [6, 13), y devolvemos la sala A al comienzo de Is.

Es decir, para cada hora, si la hora corresponde al inicio de una charla, tomamos la sala que est4 al
comienzo de la lista [s y se la asignamos a la charla; si la hora corresponde al término de una charla,
devolvemos la sala asignada a esa charla al comienzo de la lista Is. Esta iteracién toma tiempo O(n).

Este algoritmo es, evidentemente, codicioso. Ademas, produce una solucién 6ptima, porque, cuando
asigna una sala a una charla, asigna una que nunca ha sido ocupada solo si todas las que han sido
ocupadas atin estan ocupadas: las salas se sacan del comienzo de la lista y se devuelven al comienzo
de la lista.
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2010-2-13-P4—Subestructura 6ptima (1/1)

4) Se tiene que programar un conjunto de n actividades en una maquina. Cada actividad ai tiene una hora
de inicio si , una hora de término f; , y un valor vi . El objetivo es maximizar el valor total de las activida-
des programadas (y no necesariamente el nimero de actividades programadas).

Sea Cjj el conjunto de actividades que empiezan después que la actividad ai termina y que terminan antes
que empiece la actividad a; . Sea A;j una solucién 6ptima a Cj , es decir, A;j es un subconjunto de activida-
des mutuamente compatibles de Cij que tiene valor maximo.

a) Supongamos que Aj; incluye la actividad ax . Demuestra que este problema tiene la propiedad de sub-
estructura éptima: una solucién 6ptima al problema contiene soluciones éptimas a subproblemas.

b) Sea valli, j] el valor de una solucién 6ptima para el conjunto Cj;. Demuestra que este problema tiene la
propiedad de subproblemas traslapados: si usamos un algoritmo recursivo para resolver el proble-
ma, este tiene que resolver los mismos subproblemas repetidamente.

Respuesta:

a) Podemos descomponer la solucién 6ptima Ajj como Air U {ar} U Ax;j ; es decir, la actividades que, estando en
Ajj , terminan antes que empiece ax , junto a las actividades que, estando en Ajj , empiezan después que
termina ax , junto a ax . Asi, el valor de la solucién 6ptima A;j es igual al valor de Air més el valor de A
més vx . Siguiendo un razonamiento similar a los vistos en clase para otros problemas, concluimos que Aix
debe ser una solucién éptima al problema definido por Ciz , y analogamente para Axjy Ck; .

b) De acuerdo con a), valli, j] = valli, k] + vallk, j] + vr . Pero en realidad no sabemos que la solucién 6ptima
al problema definido por Cj incluye la actividad ax , por lo que debemos mirar todas las actividades en Cj
para averiguar cudl elegir; es decir,

valli, j] =0, siCj=0
7] = i, k] + il + i Cy
valli, j] max - _ S; {valli, k] + vallk, j1 + vr }, si Cij# <

Aqui aparecen los subproblemas traslapados.
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2010-2-Ex-P3—Subestructura 6ptima (misma
pregunta que 2010-2-13-P4) (1/1)

3) Se tiene que programar un conjunto de n actividades en una maquina. Cada actividad a; tiene una hora de inicio
si, una hora de término f; , y un valor v; . El objetivo es maximizar el valor total de las actividades programadas
(y no necesariamente el niumero de actividades programadas).

Sea C;jj el conjunto de actividades que empiezan después que la actividad ai termina y que terminan antes que
empiece la actividad aj . Sea Ajj una solucién 6ptima a Cjj, es decir, A;j es un subconjunto de actividades mutua-
mente compatibles de Cij que tiene valor maximo.

a) Supongamos que A;j incluye la actividad ar . Demuestra que este problema tiene la propiedad de subestruc-
tura 6ptima: una soluciéon éptima al problema contiene soluciones éptimas a subproblemas.

b) Sea valli, j] el valor de una solucién 6ptima para el conjunto Cj;;. Demuestra que este problema tiene la propie-
dad de subproblemas traslapados: si usamos un algoritmo recursivo para resolver el problema, este tiene
que resolver los mismos subproblemas repetidamente.
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7 Programacion Dinamica

En esta seccion se encuentran los siguientes con-
tenidos:

— Problemas de Programacion Dinamica

— Funcion de recurrencia

— Floyd-Warshall
— Bellman-Ford
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2020-2-13-P3—Modificaciones a Bellman-Ford

(1/3)

Pregunta 3

Considere el siguiente algoritmo de Bellman-Ford para un grafo dirigido, con costos y sin ciclos de costo
acumulado negativo:

bellman — ford(s):
foreachue V:
d[u] «
t[u] « null
d[s]<0
fork=1..|V|—-1:
for each (u,v) € E:
if dlv] > d[u] + w(u,v):
d[v] « d[u] + w(u,v)
nv] < u

Este algoritmo calcula las rutas de menor costo desde el vértice s a todos los demds vértices del grafo en
tiempo ©(V - E). Queremos mejorar su rendimiento.
Sea f(v) el nimero de aristas de la ruta de menor costo de s a v.
a) Definimos L como el médximo f(v) entre todos los posibles v. Modifuica el algoritmo de Bellman-Ford
para que su cimplejidad sea @ (L - E) para cualquier grafo.

b) Sea g(v) la cantidad de aristas que llegan a v. Modifica el algoritmo de Bellman-Ford para que el
tiempo que tome esté dado por la siguiente expresion:

T(V,E)= ) g(v)-f(v)

veEV

Solucién Pregunta 3a)

Recordemos que luego de la i-ésima iteracion del algoritmo, todas las rutas tienen a lo mas i aristas. Si
f(v) < 1, entonces las siguientes iteraciones no modificardn la ruta del vértice v.

En particular, la cantidad de iteraciones que serd necesario hacer estd dada por el mayor f(v), L.

Podemos modificar el algoritmo para que detecte si hubo cambios en la ruta mas corta de cualquier vértice.
Si en una iteracién no hubo cambios, significa que en todas las siguientes tampoco habra cambios.
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2020-2-13-P3—Modificaciones a Bellman-Ford

(2/3)

bellman — ford(s):
foreachue V:
d[u] « o
w[u] « null
d[s] <0
fork=1..[V|-1:
changed « false
for each (u,v) € E:
if dlv] > d[u] + w(u,v):
d[v] « d[u] + w(u,v)
n[v] «u
changed « true
if not changed, break

Y este punto se produce cuando hacemos la L-ésima iteracién, ya que la ruta de ese vértice es la ultima en
terminar de calcularse: de ahi en adelante las iteraciones no cambian las rutas calculadas.

Es decir, el for termina luego de la L-ésima iteracién, y dentro del for se recorren todas las aristas cada
vez, para una complejidad de O(L - E) en total (ignorando el O(V') de la preparacién del grafo)

Aclaraciéon importante: Responder con SPFA es incorrecto porque, si bien este estd acotado por arriba
por O(L x E), no lo estd por abajo (no se acota por Q(L = E)), y la notacién pedida era en Big Theta, por
lo que ambas condiciones debian cumplirse.

Solucién Pregunta 3b)

Aclaracién importante: A continuacién se muestra una opcién de respuesta. Esta, sin embargo, fue anali-
zada y no sirve para todos los casos. Por lo tanto, se tomard como correcta cualquier propuesta de algoritmo
que cumpla con los tiempos, aunque no sirva para todos los casos. También, se aceptara cualquier mejora
sobre el algoritmo de la parte (a) de la pauta (que tenga mejor caso con complejidad menor a Q(L * E)
y sea correcto siempre), aunque no cumpla especificamente con el tiempo de ejecucién pedido en todos los
casos (como Shortest Path Faster Algorithm (SPFA)).

Como se dijo antes, luego de la i-ésima iteracién del algoritmo, todas las rutas tienen a lo mds i aristas. Si
f(v) < 1, entonces las siguientes iteraciones no modificardn la ruta del vértice v.

Para un vértice v, las Unicas aristas que pueden modificar su ruta son las de la forma (u,v). Si en algin
minuto del algoritmo la ruta de v ya es la mas corta, no tiene sentido revisar ninguna de estas aristas.

Tal como « [v] son las aristas que salen de v, definimos B[v] como las aristas que llegan a v.

En primer lugar, reformulamos el algoritmo para definirlo en funcién de 3
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2020-2-13-P3—Modificaciones a Bellman-Ford

(3/3)

bellman — ford(s):
foreachue V:
d[u] « o
n[u] « null
d[s] <0
fork=1..[V|-1:
foreachveV:
for eachu € B[v]:
if d[v] > d[u] + w(u,v):
d[v] « d[u] + w(u,v)
n[v] «u

Y ahora agregamos la parte de no revisar las aristas que llegan a vértices que ya estén listos.

bellman — ford(s):
foreachue V:
dlu] «
n[u] « null
d[s] <0
C<V
while C # ©:
C' <9
for eachv € C:
for eachu € B[v]:
if d[v] > d[u] + w(u,v):
d[v] « d[u] + w(u,v)
n[v] «u
C' «C' u{v}
CC(C

Por lo tanto, para cada vértice se repite su for u € B [v] unas f (v) veces. Como g (v) = |3 [v]|, entonces
cada vértice aporta f (v) - g (v) pasos al algoritmo.
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2020-2-13-P4—Problema de Progamacion Dinamica

(1/1)

Pregunta 4

Se acercan las fiestas, y el generoso Krampus te presenta m regalos, de los cuales debes escoger k. Cada
regalo trae la etiqueta con su precio, y como eres una persona materialista, quieres maximizar la suma de los
precios de los regalos que elijas. Los regalos estdn dispuestos en la forma de un drbol binario de navidad (no
de busqueda), donde cada nodo corresponde a un regalo. Hay una sola restriccién para los regalos que puedes
escoger: si escoges el regalo u, necesariamente debes escoger el padre de u en el arbol, y asi sucesivamente.

Escribe un algoritmo de programacién dindmica que indique los k regalos que debes escoger de manera de
maximizar el precio total.

Solucién Pregunta 4)

A continuacién se propone un algoritmo que resuelve el problema. Este algoritmo no es el tnico que lo
resuelve. Se evalia que el algoritmo que propongan cumpla los criterios establecidos en el desglose de puntaje.

function ProgramacionDinamica(u, k):
Aux = diccionario inicialmente vacio
maximum, set = C(u, k)
return set

function C(u, k):
if Aux[u, k] not null:
return Aux[u, k]
if k == 0:
Aux[u, k] = (0, {}
else if k ==
Aux[u, k] = (u.precio, {u})
else if left(u) is null and right(u) is null and k > 1:
Aux[u, k] = (-Inf, {})
else:
max = 0, set = {u}
for i in O0..k-1:
price_left, set_left = C(left(u), i)
price_right, set_right = C(right(u), k¥ - 1 - i)
if price_left + price_right > max:
set = {u} union set_left union set_right
max = price_left + price_right
Aux[u, k] = (max + u.price, set)
return Aux[u, k]

= 2pt Por definir la funcién recursiva que resuelva el problema en base a la resolucién de subproblemas
del mismo indole (Tipo DFS) y que recorra solo hasta k. 1pt si no recorre hasta k.

= 1pt Por utilizar programacién dindmica, implementando la estructura de datos auxiliar (o bien credndo-
la en el mismo nodo) que almacene resultados anteriores (puede ser tabla de hash, diccionario, arreglo,
ete).

= 1pt Por utilizar la estructura auxiliar adecuadamente.

11
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2020-1-Ex-P4—Funcién de recurrencia (1/5)

4. Se tiene una coleccién de k jarros de volimenes {vq,:+, v} todos distintos entre si, donde el
volumen de cada jarro es un nimero primo de litros.

Se quiere usar estos jarros para sumar un volumen arbitrario x mediante las acciones de costo 1:

e o0 - v;: llenar el jarro i con v; litros.
e v; - vj:llenar el jarro j con el contenido v < v; del jarro i. Asi, el jarro i queda conv — vj litros.

Y las acciones de costo 0:

e v; = @ : desechar el contenido del jarro i
e v; - F :traspasar el contenido del jarro i a un recipiente final F

Considera el siguiente ejemplo de costo 4 con los jarros {5,7} y x = 4:

o -7
7 -5
7 - F
5-0
0 -7
7 -5
7 > F

a) Escribe la ecuacidn de recurrencia que calcule el costo minimo de resolver este problema.
b) Mediante diagramas, justifica la utilidad de aplicar programacién dinamica a este problema.
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2020-1-Ex-P4—Funcién de recurrencia (2/5)

Problema 4

Primero, llamaremos J al conjunto de jarros. Definimos la funcion V(J,z) que es el costo minimo de sumar x
con los jarros de J.

Parte A

En primer lugar, por definicién, si queremos sumar un ntimero x y hay un jarro de ese volumen, entonces el costo
es 1 ya que es llegar y hacer co — z. Es decir:

1 eJ
V(J,z) = { 7
[1pt] por el caso base.

Luego, los ntimeros de la forma v — v; se pueden construir haciendo v; — v;, donde v; es el jarro que contiene el
volumen v. El costo de esto serd (el costo de construir v) + 1. Llamaremos a este costo T'(J, x)

T(ij)_{V(J,v)-i-l, Jujed|lz=v—uy

Ya que no sabemos cual es el mas barato, debemos revisar cada uno. Considerando que v = = + v;:

min_ [V(J,2 +v;) + 1]
T(J,x)={viel !

Cambiando v; de nombre a j para que sea més legible:

min [V(J,x+j)+1
N P R

[1pt] Por establecer el caso del traspaso de un jarro a otro.

Ojo que asf como estd, nada impide que se llame a V(J,z + j) con nimeros cada vez mds grandes y que la
recursion jamés termine. Y lo cierto es que para poder hacer el traspaso de un jarro a otro, este volumen tiene
estar contenido en algun jarro. Eso significa que no sirve sumar volumenes mas grandes que el jarro mas grande
(lamémoslo Jmax) para luego traspasarlo a otro jarro, asi que lo dejamos fuera del MIN. Si el MIN queda vacio,
es decir, x mas el minimo de J ya supera al maximo, entonces retornamos infinito.

0, T + Jmin > Jmax
T(J,x) = _minJ V(J,z+j7)+1], else
€
I+}7 < Jmax
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Ademsds, todos los ntimeros mayores a 1 pueden ser expresados como la suma de otros dos ntimeros, por lo que

para los nimeros que no cumplan con ninguna de las dos anteriores, debemos descomponerlos y buscar la forma
més barata de sumarlos. Llamaremos a esto S(J, x)

00, r=1

min V(Jy)+V(J,x—y)], else
y € [L,[5]]

S(J,z) =

[1pt] Por establecer el caso de la descomposicién

Uniendo todo, la manera méas barata de crear un volumen va a ser o la méas barata traspasando, o la mas barata
sumando.

V(J,2) 1, xed
7x =
min [T'(J,z),S(J,z)], else

Parte B

Tomemos el ejemplo del enunciado: J = {5, 7}, z = 4. Haremos un diagrama para mostrar la recursién.

V(J,4) min

S(J,4) min

V(J,2)

Podemos ver que ya en la primera llamada se nos repite el V(J,2): para que calcularlo dos veces si podemos
calcularlo una vez y guardar su resultado? Para esto sirve programacién dindmica: para no tener que calcular
dos veces un resultado que ya conocemos.

[1pt] Por indicar casos en que se repiten las llamadas a la funcion con los mismos pardmetros.
[1pt] Por explicarlo mostrando un diagrama (se pedia explicitamente en el enunciado)
[1pt] Por explicar por qué es util usar programacién dindmica en este caso.
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Lo siguiente se incluye solo para que la respuesta esté completa.

Veamos qué pasa en V(J,1):

V(J,6) ) min
e H o+
1 S(J,6) H min J-

[ V(J,1) min

o

Podemos ver que DENTRO de la llamada a V(J, 1) hay nuevamente una llamada a V(J,1). Esto significa que
el algoritmo jamas va a terminar. Considerando que no tiene sentido argumentar circularmente el minimo costo
de de sumar un ntmero, entonces deberiamos dejar fuera esos casos, al igual que el V(J,4) (recordemos que
seguimos dentro de la llamada original a V (J, 4)).

Para solucionar esto podemos agregar un ”contexto” a la ecuacién de recurrencia, para ignorar llamadas a V' (J, x)
si ya estamos dentro de una llamada a V'(J, z).

Esto lo podemos hacer con un conjunto C' que indica todos los x dentro de los cuales estamos, partiendo por el
x original, en nuestro caso = 4.

0, zeC
V(J,C,z) =<1, xeJ
min [T'(J,C,z),S(J,C,z)], else

00, Z + Jmin > Jmax
7(J,C.z) = minJ VI, CU{z+j},z+7)+1], else
€
x+JJ < Jmax
0, r=1
S(J,C,x) = [IlninL | V(J,CU{y},y)+V(J,CU{z —y},xz—y)], else
y € [1,, g
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Con contexto y programacién dindmica el drbol de llamadas queda como sigue (se obvia el contexto en los

pardmetros).

v(.2)

V(U4 min
V(J.3)

=
{

V3)

Asi, V(J,4) = 4

o
3
o

V() INF

[ TU3) —m

L s

min

V(1) INF

V(J.2)

Nota del ayudante: elegi el ejemplo del enunciado por simplicidad, no se me ocurrié que fuera el caso ma&s

complejo para ese J :c
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2019-1-C6—Funcion de recurrencia, diagrama
de recursién (1/5)

Estructuras de Datos y Algoritmos - 11C2133

Pauta Control 6

1. Dado un string S = a, - a,, se define k como el minimo valor tal que S = P, --- P,
donde cada P; es un palindromo.

a) Escribe la funcion de recurrencia K (s, i,j) que dado un subtring s[i: j] determine
el valor del k antes descrito, justificando su correctitud.

Solucioén:

1 si s[i : 7] es un palindromo
K(s,i,j) =14 i1 ) i
min(K (s,i,r) + K(s,z +1,7)) en otro caso

[0.5pt] por el caso base de la recurrencia
[1pt] por el caso recursivo

[0.5pts] por que los limites del caso recursivo sean correctos. Se perdona hasta 1 error
en los limites.

Por ejemplo

Minde x=i...j, o K(s,i,x) + K(s,x,j) son errores en los limites del caso recursivo.
[1pt] Por la justificacion de correctitud.

Justificacion:

La correctitud del caso base es trivial. [Opts]

Lema: existe alguna manera de cortar S en dos strings S; y S, tal que S = 5; S, Yk(S) =
k(S + k(S,).[0.25pts] (Esta propiedad es la que hace que la recurrencia funcione)
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2019-1-C6—Funcion de recurrencia, diagrama
de recursion (2/5)

No tenemos cémo saber a priori cual es la manera 6ptima de cortar S, pero por el lema,
alguno de los cortes entregara el k minimo. Asi que para encontrarlo, probamos todos
los posibles cortes de S y elegimos el que nos entregue el menor k [0.25pts]

[Demostracion del lema] [0.5pts]

(Para demostrar esto basta con probar que existe al menos un corte que cumple la
propiedad del lema)

Posible demostracion:
Para un string S dado siempre existe una forma de expresarlo como S = P, -+ P, , aunque
sea con k = n. Si elegimos un y cualquiera entre 1y k — 1, y lo usamos para cortar S en

2 de la siguiente manera: S; = P; =P, , S; = Py, P, tenemos que el kde S; es y, y el
k de S, es k — y. Con esto tenemos al menos una forma de cortarlo.

[No es necesario que la justificacion sea tan formal, mientras mencionen y
justifiquen correctamente los puntos descritos.]

b) Explica y justifica el uso de programaciéon dindmica para este problema. Haz un
diagrama de la recursion para respaldar tus argumentos.

Usemos como ejemplo la palabra root. (pueden usar la palabra que quieran)
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2019-1-C6—Funcion de recurrencia, diagrama
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2019-1-C6—Funcion de recurrencia, diagrama
de recursion (4/5)

[1pt] por mostrar que la recurrencia puede generar un mismo subproblema mas de una
vez:

Ejemplo: como se ve en el diagrama, las llamadas K(s,1,2) y K(s,3,4) se repiten, y
generan un arbol entero repetido. [No es necesario dibujar el diagrama completo de la
recursion mientras quede claro que se generan subarboles repetidos y los indiquen
correctamente]

Solo si esta justificado correctamente, [1pt] por explicar como aplicar programacion
dindmica:

Ejemplo: Podemos calcular el valor de cada llamada una sola vez, guardar su resultado,
y las siguientes veces que se haga esa llamada simplemente retornar el valor
previamente calculado, asi ahorramos generar arboles de llamadas repetidos.

c) [1pt] por complejidad con PD:

Con programacion dinamica se calculara a lo mas una vez cada llamada distinta por lo
que la complejidad es el costo de cada llamada una sola vez.

Sabemos que se tiene que verificar si la palabra es un palindromo por lo que cada
llamada toma O(largo sub palabra).

Por lo tanto el tiempo total es la suma de los largos de todas las sub palabras distintas:
Tm)=1-n+2-n—-1D+3-n—2)+...+n-1
T(n) € 0(n3)
[0.5pts de bonus] por la complejidad sin programacion dinamica:

El peor caso es cuando k = n.

Planteamos T(n) como el tiempo de procesar una palabra de largo n

n—-1

T(n) = n + Z T(x) +T(n—x)
x=1
Por simetria, eso es equivalente a

n—-1

T(n) = n + 22 T(x)
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2019-1-C6—Funcion de recurrencia, diagrama
de recursion (5/5)

Esta funcion es estrictamente mayor a

n-1
fo =) f@

Desarrollamos:
fm) =f(m—=-1) + fn=2)+f(n=3)+...+f(1)
fm) = f(n-1) + f(n-1)
fm)y =2-f(n-1)
Y estoes f(n) = 2"1
Por lo tanto T(n) € 2(2™). En otras palabras es al menos exponencial.



7 PROGRAMACION DINAMICA 354

2018-2-13-P4-I-Funcién de recurrencia (1/2)

4. Rutas mas cortas / programacion dinamica

I. (83pts) El canal DCC TV tiene un nuevo programa llamado EDD donde los participantes tienen la chance de
concursar y ganar dinero en premios. El juego consiste en un tridngulo de pelotas, donde cada pelota tiene
impreso un numero integro, tal como se muestra en la figura.

Figura 1
El jugador puede elegir una pelota de la piramide y sacarla o no sacar ninguna. En caso de que saque una
pelota, se quedara con los puntos de esa pelota y todas las que estén arriba de ella. En caso de que saque
ninguna, se quedara con 0 puntos. En la figura 1, para sacar la pelota 1, se necesitan sacar también las pelotas
2, -8, -5, 3y 3 por lo que el valor de sacar la pelota 1 seria -4. El presentador est4 preocupado por el maximo
premio que se pueda llevar un concursante, por lo que se te pide ayuda a ti para resolver este problema.

Esta piramide se representa como arreglo de arreglos M donde M[0] es el nivel superior y M[n] es el nivel de
mas abajo. Cada nivel M[i] tiene i+1 elementos.

a) Haz la ecuacién de recurrencia que permite calcular el premio obtenido de sacar una pelota especifica: P(i, j,
M) donde la pelota elegida es M[i][j].

Respuesta: [1.5 pts] Se acepta como respuesta correcta una funcién de recurrencia de forma matematica o un
pseudocddigo que exprese la ecuacion siguiente:
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Esto es:
PP 0 , ,j<0o0j=>I
p(i.j.M) = {M[i] l+pi—1j—LM) +pli—1j,M)—p(i—2j—1,M), else

Si falta 1 término de la ecuaciéon (normalmente falta el -p(i-2, j-1, M)), se da 1 punto de 1.5

b) Crea una solucidn iterativa de este problema en la cual se calcula el premio para toda pelota de la pirdmide
(Version bottom-up).

Respuesta: [1.5 pts] Para hacer una respuesta iterativa para toda la piramide debo crear una tabla R que
contenga las respuestas e implementarlo de la siguiente forma:

premios(M):
R =Tabla de las mismas dimensiones de M
fori=0..n:
forj=0..1:
R[] = MEI[]
if1>0:
ifj>0:
R[]QG] += R[-1][-1]
ifj <i:
R[]0] +=R-11[0]
ifi-2>=0andj>0:
R[I0G] =R[-2][-1]
return R

Se acepta como respuesta correcta la implementacion iterativa del problema modelado en 4a) independiente de
si es correcto para el problema.
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2018-2-13-P4-11-Floyd-Warshall, Dijkstra (1/1)

I1. (83pts) La gran ventaja del algoritmo de Floyd-Warshall frente a Dijkstra es que permite tener las rutas
precalculadas y almacenadas. El tiempo que toma en construir la matriz de costos minimos entre todos los
pares de nodos es O(|@|%). Digamos el algoritmo de Floyd-Warshall es muy complicado de entender por lo que
queremos utilizar el algoritmo de Dijkstra para calcular esta matriz de costos minimos. Calcule la complejidad
de este método.

Considere que el algoritmo de Dijkstra toma tiempo O(| E| log(| V])) en su implementacién con un min heap
como cola de prioridad.

Respuesta: [3 pts] Para rellenar la matriz de distancias minimas hace falta obtener los valores de min_dist(i,
J) para todos los pares de nodos 1, j. Dijkstra permite obtener el valor de min_dist desde un nodo i hasta todos
los nodos del grafo, por lo que con una llamada a Dijkstra se rellena una fila de la matriz. Por lo tanto solo es
necesario usar Dijkstra |V | veces. Esto tiene un costo de O(| V| | E|log(|V)).

Se dio 0 puntos por usar Dijkstra por cada par de nodos.

Se dio 2 puntos por dar mal la complejidad a pesar de haber explicado bien el procedimiento.
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2018-2-Ex-P4—Analisis de implementacién
de PD en un problema (1/2)

4. Programacion dinamica

En clases estudiamos el problema de programar el mayor nimero de tareas en una misma maquina, en que
cada tarea k tiene una hora de inicio st y una hora de finalizacion f, y la maquina solo puede ejecutar una
tarea a la vez. Vimos que el problema se puede resolver usando un algoritmo codicioso en tiempo O(n), si
hay n tareas en total y vienen ordenadas por sus horas de finalizacion.

Considera ahora que cada tarea tiene, ademads, un valor vk, y queremos maximizar la suma de los valores
de las tareas realizadas (y no el nimero de tareas realizadas).

a) Muestra que el algoritmo codicioso anterior no resuelve esta versién mas general del problema.
Bssta un ejemplo:

k: si—fr, Uk
1: 3-10, 1
2:5-15, 3
3:12-20, 1

En este caso, el algoritmo codicioso elige las tareas 1y 3, con un valor total de 1+1 = 2; pero la eleccién
de la tarea 2 habria producido un valor de 3.

Muestra que el problema se puede resolver mediante programacién dindmica. En particular, suponemos
nuevamente que las tareas vienen ordenadas por sus horas de finalizacién: f1 <f2 <... <fa. Entonces, para
cada tarea j, definimos b[j] como la tarea g que termina maés tarde antes del inicio de j; b[j] = 0 si ninguna
tarea satisface esta condicién.

Sea T es una solucién 6ptima al problema. Revisamos las tareas "de atras hacia adelante": obviamente, la
tarea n pertenece a T, o bien la tarea n no pertenece a 7.

b) Argumenta clara y precisamente que en cada una de estas dos situaciones el problema puede resolverse
a partir de encontrar la soluciéon 6ptima a un problema del mismo tipo pero més pequeno.

Si la tarea n no pertenece a T, entonces T es igual a la solucién éptima para las tareas 1, ..., n—1; es
decir, un problema del mismo tipo pero mas pequenio.

En cambio, si la tarea n pertenece a T, entonces ninguna tarea q, b[n] < g < n, puede pertenecer a 7, por
lo que T debe incluir, ademas de la tarea n, una solucién 6ptima para las tareas 1, ..., b[n]; es decir, nue-
vamente, un problema del mismo tipo pero méas pequeno.

¢) Generalizando, podemos decir que si 7j es la soluciéon 6ptima al problema de las tareas 1, ..., j, y su valor
es OPT(j), entonces el problema original consiste en buscar 7 y encontrar su valor OPT(n). Escribe una
ecuacién recursiva para encontrar OPT(j), en funcién de vj, b[j] y j—1.
La generalizacion se traduce a
si j pertenece a Tj, entonces OPT(j) = vj + OPT(b[}])
si j no pertenece a 7T, entonces OPT(j) = OPT(j—1)

Por lo tanto, OPT(j) = max{ v; + OPT(b[j]) , OPT(j-1) } ... (falta agregar condicién de borde)
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2018-2-Ex-P4—Analisis de implementacién
de PD en un problema (2/2)

d) Explica claramente cudl seria la dificultad practica de tratar de resolver el problema aplicando directa-
mente la ecuacién recursiva anterior.

La ecuacion recursiva hace dos llamadas recursivas, pero (a diferencia de quicksort o mergesort, en que
las llamadas recursivas son sobre conjuntos disjuntos de datos) estas pueden ser llamadas para resolver
el mismo problema, o para resolver problemas que ya han sido resueltos; es decir, las llamadas son sobre
conjuntos de datos no necesariamente disjuntos y, por lo tanto, pueden terminar resolviendo un mismo
problema muchas veces. Asi, el nimero total de problemas efectivamente resueltos puede ser
mucho mayor que el nimero total de problemas diferentes.

e) Explica precisamente cémo la programacién dindmica ayuda a resolver la dificultad de d).

La P.D. parte resolviendo los problemas més pequefios (problemas que no dan origen a llamadas recursi-
vas) primero y va almacenando estos problemas (convenientemente codificados) y sus resultados en una
tabla. Asi, cuando aparece un problema para resolver, primero se busca en la tabla a ver si ese proble-
ma ya estd resuelto, en cuyo caso se usa el resultado que esté en la tabla y no se vuelve a resolver el
problema.
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2018-1-Ex-P2—Analisis de implementacién
de PD en un problema (1/2)

2. Programacion dinamica

Queremos dar vuelto de S pesos usando el menor nimero posible de monedas. Si los valores de las
monedas, en pesos, ordenados de mayor a menor son {v1, vs, ..., Un} (es decir, v1>v2>...>vn=1),y
tenemos una cantidad suficientemente grande de monedas de cada valor, entonces:

a) Muestra que la estrategia codiciosa de dar tantas monedas como sea posible de valor v1, seguido de
dar tantas monedas como sea posible de valor ve, y asi sucesivamente con vs, etc., no siempre usa el
menor numero posible de monedas para totalizar S pesos. [1 pto]

b) Demuestra, en cambio, que el problema siempre puede resolverse usando programacién dindmica.
En particular, sea z(S,n) el problema de encontrar el menor nimero de monedas necesarias para
totalizar la cantidad S, con monedas de valor {v1, vz, ..., Us}; entonces:

b1) Dada una solucién a z(S,n), identifica subpartes de la solucién que sean soluciones éptimas
para algunos subproblemas (del mismo tipo, pero mas pequerios); o bien, identifica subproblemas
cuyas soluciones éptimas puedan ser usadas para construir una solucién a z(S,n). [1.5 pts.]

b2) Escribe la recurrencia que relaciona la solucion a z(S,n) con las soluciones 6ptimas a los subpro-
blemas; luego, generaliza esta recurrencia de modo que sea aplicable para resolver los subpro-
blemas; y, finalmente, escribe los casos iniciales (es decir, los casos cuyos valores se determinan
sin aplicar la recurrencia). [2 pts.]

b3) Escribe el algoritmo de programacién dindmica, tipicamente un algoritmo iterativo. (Si, en
cambio, escribes un algoritmo recursivo, asegurate de incluir los tests necesarios para evitar
hacer calculos redundantes). [1.5 pts.]

Respuesta:

a) Basta con dar un contraejemplo donde usar la estrategia greedy no llega al 6ptimo. Esto se puede
hacer cuando los valores de las monedas no son divisores de las monedas més grandes [1pto].

b1) Digamos que la moneda mas grande usada en nuestra solucién a z(S,n) es v. Entonces el
problema z(S-vi,n) fue resuelto de manera éptima para que z(S,n) sea 6ptimo [1.5pts].

b2) Recurrencia [2pts]:
0siS<O0

z(S,n) = 0siS=0
mlin (z(S—v,n)+1)
1=1l.n

0JO: Hay muchas maneras de escribir esta recurrencia. Esta es solo una manera de hacerla.
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b3)
Modo recursivo:

int z(S, n, T):
si T[S] est4 en la tabla:
return T[S]
s1S<0:
return infinity
s1S=0:
return 0

minimo = infinity

fori=1...n:
result = z(S-v;, n, T) +1
si result < minimo:
minimo = result
T[S] = minimo
return minimo

Modo iterativo:

int z(S, n):
T =[-1fori=0...S]
T[0] =0
fori=1...S:
si tengo una moneda de costo S:
ThH =1
Break
minimo = infinity
forj=1...n:
siv; < S:

result = T[S-v;] +1
si result < minimo:
minimo = result
T[S] = minimo

0JO: Hay muchas maneras de escribir estos algoritmos.
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2018-1-Ex-P4—-Bellman-Ford (1/1)

4. Algoritmo de Bellman-Ford

a) El algoritmo revisa todas las aristas en cada iteracién para ver si es necesario actualizar el costo de
llegar a un nodo. Sin embargo, es posible saber cuales son las aristas que realmente vale la pena
revisar en cada iteracién (en vez de revisarlas siempre todas). Describe una versién del algoritmo
que incorpore este cambio y justifica por qué mejoraria la eficiencia del algoritmo.

b) (Cémo se puede hacer para detectar si el grafo contiene un ciclo cuyo costo total es negativo?
Juatifica.

Respuesta:

a) Al hacer una iteracién actualizando los pesos de algunos nodos solo es posible actualizar los pesos
de los nodos vecinos a los recién actualizados [1pto], por lo que se pueden guardar los vecinos de los
recién actualizados en una cola y solo se actualizan estos en la iteracién siguiente [2ptos].

b) Luego de hacer | V| iteraciones ya no deberia haber més actualizaciones de los pesos de los nodos
si se sigue iterando a no ser que exista un ciclo negativo. Por lo que si se hace una iteracién nimero
| V|+1 y se actualiza algin peso entonces existe un ciclo de costo negativo [3ptos].
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2017-1-Ex-P4-Bellman-Ford (1/2)

4. Dado un grafo G = (V, E), una funcién de pesos w : E — R*, y un nodo s € V, nos interesa el problema de
encontrar el costo del camino simple (sin ciclos) de mayor costo entre s y cada nodo del grafo.

Un ex-alumno de IIC2133 argumenta que una modificacién del algoritmo de Bellman-Ford (BF) puede resolver
este problema. Su razonamiento es el siguiente:

“Como el camino que buscamos no tiene ciclos, el camino mds largo entre dos nodos tiene a lo mds
|V| — 1 aristas. De esta forma podemos primero buscar los caminos mds largos de 1 arista, luego
los de dos aristas, y ast sucesivamente, tal como lo hace BE”

El algoritmo que propone es este:

1 procedure Init()

2 for each u € V|G| do
3 dlu] < —oco

4 L m[u] + nil

5 procedure CaminosMasCaros(G,s)
6 Init()
7 d[s] <0
8 fori< 1to |V|—1do
9 for each (u,v) € E do
10 costo < d[u] + w(u, v)
1 if costo > d[v] then
12 d[v] + costo
L o] ¢ u
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Note que el tinico cambio respecto de la rutina de CaminosMasCortos, discutida en clases, son la linea 3 (cambio
de oo por —oc0) y la linea 11 (cambio de < por >).

En el resto de esta pregunta usted debe dar un argumento magistral que muestre por qué este algoritmo es
incorrecto. Especificamente:

a) Entregue un contracjemplo que muestre que el algoritmo es incorrecto. Respuesta: El contrajemplo se

b

[

=

~

construye con un grafo con un ciclo en el camino hacia un nodo.

Identifique una condicién que debe cumplir el grafo G para que el algoritmo del alumno sea correcto.
Demuéstrelo. (Ayuda: reduzca el problema de encontrar caminos mds caros al de encontrar caminos mas
cortos.) Respuesta: Observamos primero que el algoritmo del alumno estd basado en una subrutina de
BF. Segundo, observamos que encontrar el camino mds caro sin ciclos en un grafo G = (V, E) con w es
equivalente a encontrar el camino mds corto sin ciclos en un grafo G = (V, E) con —w. BF, ejecutado con
(G, —w), calcularé el camino mds corto sin ciclos exactamente cuando retorna “true”. Y BF retorna true
ssi no hay un ciclo negativo. (G, —w) tiene un ciclo negativo ssi G tiene un ciclo, y por lo tanto esta es la
propiedad que debe cumplir G para que el algoritmo del alumno sea correcta.

Hay parte del argumento del alumno que efectivamente estd correcto: “los caminos mds largos no pueden
tener mds de |V'| — 1 aristas”. Diga c6mo, entonces, es posible modificar la idea de BF para encontrar ca-
minos mds largos. Analice el algoritmo resultante. Respuesta: La modificacion no es sencilla ni eficiente.
Esto es porque el camino mas largo hasta U podria pasar por V, mientras que el camino mds largo hasta
V' podria pasar por U.

La modificacion de BF, cada vez que encuentra un nuevo camino hasta un nodo, lo guarda explicitamente,
junto a su costo.

En la préctica esto significa que tenemos una matriz d[v][i] que almacena el costo del ¢-ésimo camino sin
ciclos hasta v que se ha encontrado. El camino, as su vez, se almacena en 7[v][i], por ejemplo, como una
lista ligada.

Cuando en la linea 9 miramos (u, v) debemos usar esta arista completando cada camino hasta u para
generar un nuevo camino hasta v. El costo de computar esto depende del tamafio de d[v][], que, lamenta-
blemente, en el peor caso debe llevar la cuenta de todos los caminos posibles desde la fuente hasta v, que
es exponencial en | V| (O(|V]!), de hecho)

El algoritmo principal, entonces, realiza |V'| — 1 iteraciones, pero cada iteracién es O(V!). El algoritmo es
o((JvV]+ 1)!).
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2016-1-12-P4—Funcién recursiva, compleji-
dad (1/1)

4. En el problema conocido las torres de Hanaoi, hay 3 agujas verticales, llamadas A, By C (ver figura). En
la aguja A hay una torre de n discos, todos de distintos tamarios, ordenados hacia arriba de més grande
a mas pequefio (en la figura, n = 5). El problema consiste en mover la torre entera de discos de la aguja
A ala aguja B, usando la aguja C como auxiliar, siguiendo las siguientes reglas:

- Sélo se puede mover un disco a la vez.

- Sélo se puede mover el disco de mas arriba
de una de las torres y depositarlo encima
de otra torre.

- Ningun disco, en ningin movimiento, pue-
de ser depositado sobre otro mas pequenio.

a) Escribe la ecuacién de recurrencia que resuelve el problema de mover la torre de n discos de la aguja
A ala aguja B [0.5]; calcula la complejidad de resolver esta ecuacién recursivamente [0.5].

b) Explica como usar programaciéon dinamica para mejorar la solucién en a) [2.5]; calcula la compleji-
dad usando este método [0.5].

¢) Si pudiéramos llevar a cabo una secuencia arbitraria de movimientos de manera instantanea, /co6mo

se veria afectada la complejidad de la solucién en a)? [0.5] ;Y la de la solucién en b)? [0.5].

En tus respuestas, considera tanto las complejidades de M(n), el costo de mover los discos, y H(n), el costo
de calcular la solucién. La complejidad del problema es la de H + M.
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2015-2-Ex-P2-Bellman-Ford (1/1)

. En clase estudiamos la siguiente versién del algoritmo de Bellman—Ford para encontrar las rutas méas
cortas desde un vértice de partida s, en un grafo G = (V, E) direccional y con costos:

Bellman-Ford(s): init(s): reduce(u, v):
init(s) for each v € V: if d[v] > d[u]+w(u,v):
for k =1 ... |V|-1: d[v] = = d[v] = d[u]+w(u,Vv)
for each (u,v) € E: n[v] = null nfv] = u
reduce(u,Vv) d[s] = ©

Basicamente, el algoritmo hace | V|—1 pasadas por todas las aristas del grafo, tratando de reducirlas
(o relajarlas). Sin embargo, las Unicas aristas que podrian producir un cambio en d[ ] son aquellas que
salen de un vértice cuyo d[ ] cambié en la pasada anterior.

Modifica este algoritmo de manera que intente reducir aristas s6lo cuando tenga sentido hacerlo. Para
ello, emplea una cola de vértices y un arreglo booleano de | V| casilleros; ademas, en lugar de ha-
cer | V|-1 pasadas, tu algoritmo debe detenerse cuando la cola quede vacia.

La cola Q se usa para guardar los vértices cuyos d[ ] acaban de cambiar.

El arreglo booleano enQ es para saber si un vértice esta en Q y, en ese caso, no guardarlo nuevamente alli

Bellman-Ford'(s):
d[s] = @ —suponemos que todos los otros d[ ] son inicialmente
Q.enqueue(s) —suponemos que Q estd inicialmente vacia
enQ[s] = True —suponemos que todos los otros casilleros de enQ son inicialmente False
while !Q.empty(): —en lugar de iterar | V|1 veces, iteramos mientras Q no esté vacia
u = Q.dequeue()
enQ[u] = False
for each v in adj[u]: —reducimos (o tratamos de reducir) cada arista que sale de u
if d[v] > d[u] + w(u,v):
d[v] = d[u] + w(u,v)
nfv] =u
if lenQ[v]: —si pudimos reducir (u,v), entonces guardamos v en Q (si v no estd ya en Q)
Q.enqueue(v)
enQ[v] = True

La ventaja de esta version del algoritmo de Bellman-Ford, que es la que se usa en la practica, es que es mas
rapida.
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2015-2-Ex-P5—-Subestructura 6ptima, funcién
recursiva (1/2)

5a. Un ladrén entra a una tienda llevando una mochila con capacidad de 10 kg. En la tienda, el ladrén
encuentra tres tipos de objetos (aunque hay innumerables objetos de cada tipo): los objetos de tipo 1
pesan 4 kg y tienen un valor de 11; los de tipo 2, pesan 3 kg y valen 7; y los de tipo 3, pesan 5 kg y valen
12. (Con cuéles objetos debe llenar la mochila el ladrén para maximizar su valor sin exceder su capaci-
dad? Resuelve este problema empleando programacion dinamica; en particular:

a) Demuestra que el problema exhibe la propiedad de subestructura éptima.

Subestructura éptima significa que la solucién éptima al problema original contiene soluciones éptimas a pro-
blemas més pequefios del mismo tipo; en este caso, ya sea mochilas de menor capacidad, o bien sélo uno o dos
tipos de objetos, o bien mochilas de menor capacidad y sélo uno o dos tipos de objetos.

La mochila 6ptima puede contener o no objetos de tipo 1. Hay que analizar ambos casos y quedarse con el que
produce el mejor resultado. Supongamos que la mochila éptima contiene al menos un objeto de tipo 1. Esto
significa que su valor es 11 més el valor del resto de la mochina. Pero este valor debe corresponder a una mo-
chila 6ptima de capacidad 6 kg (= 10 kg — 4 kg) con objetos de los tipos 1, 2 y 3: un problema similar al original,
pero mas pequenio.

Supongamos ahora que la mochila 6ptima no contiene objetos de tipo 1. Esto significa que es equivalente a
una mochila éptima de capacidad 10 kg, pero que sélo contiene objetos de los tipos 2 y 3: nuevamente, un
problema similar al original, pero mas pequeno.

b) Plantea la solucién recursivamente.

Si representamos la solucién 6ptima al problema de una mochila con capacidad C y objetos de los tipos t1, t2 y
t3 por [C, {t1,t2,3}], entonces, del andlisis de a), tenemos que

[10, {1,2,3}] = max{ 11 + [6, {1,2,3}], [10, {2,3}] }.

Y para una instancia intermedia cualquiera, gracias a la propiedad de subestructura éptima, suponiendo obje-
tos de tipos ¢, ..., tr con valores v(t;) y pesos w(ti),

[e, {tj, ..., tr}] = max{ v(t)) + [c — w(t)), {tj+1, ..., tr}], [c, {ti+1, ..., R}] }

c) Desarrolla la formulacién recursiva de la solucién, de modo de responder la pregunta anterior.

Si se desarrolla la formulacién anterior a partir de la primera ecuacién y aplicando la segunda en los pasos
intermedios, finalmente obtenemos que la soluciéon éptima es un objeto de tipo 1 y dos de tipo 2: llenan la
mochila exactamente y su valor total es 25.
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2015-2-Ex-P5—-Subestructura 6ptima, funcién
recursiva (2/2)

5b. Supongamos que tienes los votos emitidos por los estudiantes de la universidad para elegir al presi-
dente de la federacién; cada voto contiene simplemente el RUT del candidato. Hay n votos emitidos y
sabemos que hay k candidatos, pero no sabemos quiénes son.

a) [2/3] Describe completamente un algoritmo y las estructuras de datos correspondientes que permi-
tan determinar al ganador de la eleccién en tiempo O(n logk); tus estructuras de datos pueden usar a
lo mas O(k) memoria.

b) [1/3] (Qué suposicidn razonable debes hacer para que el tiempo sea efectivamente O(n logk)?



7 PROGRAMACION DINAMICA

368

2015-2-Ex-P7—Floyd-Warshall (1/1)

7. Encuentra los costos de las rutas mas cortas entre todos los pares de vértices para el siguiente grafo
direccional representado por su matriz de adyacencias, empleando el algoritmo de Floyd-Warshall.
P.ej., el costo de la arista que va del vértice 1 al vértice 2 es 51; y no hay arista del vértice 3 al vértice 4.
En particular, muestra cada una de las siguientes tres matrices que produce el algoritmo.

0 1 2 3 4 5
0 0 41 29
1 0 51 32
2 0 50
3 45 0 38
4 32 36 0
5 29 21 0
0 1 2 3 4 5
0 0 41 29
1 0 51 32
2 0 50
3 45 86 0 38
4 32 36 0
5 29 21 0
0 1 2 3 4 5
0 0 41 92 73 29
1 0 51 32
2 0 50
3 45 86 137 0 118 38
4 32 36 0
5 29 80 21 0
0 1 2 3 4 5
0 0 41 92 142 73 29
1 0 51 101 32
2 0 50
3 45 86 137 0 118 38
4 32 36 0
5 29 80 130 21 0




7 PROGRAMACION DINAMICA

369

2015-1-Ex-P4—Floyd-Warshall (1/1)

4. [Este problema vale doble] Considera el siguiente grafo direccional con costos, con vértices a, b, ¢, d
y e, representado mediante sus listas de adyacencias:

la]: [b, 3] —[c, 8] —[e, —4]  [b]: [d, 1] —[e, T] [c]: [b, 4] [d]: [a, 2] = [c, 5] [e]: [d, 6]

El algoritmo de Floyd-Warshall para determinar las rutas més cortas entre todos los pares de vértices en
un grafo direccional con costos es el siguiente:

D = matriz de adyacencias
for k=1 ...n—n es el niumero de vértices
fori=1...n—para cada vértice i
for j=1...n—para cada vértice ]
dij = min( dyj, dik+dy; )
return D

a) Ejecuta el algoritmo de Floyd-Warshall sobre el grafo anterior; muestra el contenido de la matriz D
después de cada iteracién del indice k, y encuentra tanto las longitudes de las rutas mas cortas como las
rutas propiamente tales.

Ver p. 696 de Cormen et al. [2009].

b) ;Cémo podemos usar el resultado del algoritmo de Floyd-Warshall para detectar la presencia de un
ciclo con costo acumulado negativo? Justifica.

Una posibilidad es ejecutar una iteracién adicional, con k& = n+1, y ver si alguno de los valores de la matriz D cambia.
Si hay CCANs, entonces el costo de alguna ruta mas corta debera disminuir més alla del "minimo" entontrado des-
pués de n iteraciones.

Lo otro es mirar los valores de la diagonal de D: hay un CCAN si y s6lo si alguno de esos valores es negativo.
Demostracion. ... (si la necesitan, diganme).

Este algoritmo es un algoritmo de programacion dindmica; muestra que es aplicable al problema:

¢) Demuestra que el problema tiene subestructura 6ptima.

Trivial. Lo hicimos varias veces en clases.

d) Demuestra que una formulacién recursiva de la solucién (p-ej+a-partir-de-b*[este "hint" no tenia nada
que ver]) presenta la caracteristica de subproblemas traslapados.

La formulacién recursiva util (que también da origen al algoritmo) es la siguiente: Consideremos rutas més cortas
que s6lo usan los vértices 1, 2, ..., k como vértices intermedios. Una ruta més corta de i a j (la ruta) puede incluir o
no al vértice k; como no sabemos, debemos calcular ambas posibilidades y quedarnos con la mejor (similarmente a
como lo hicimos en otros problemas):

- 81 no lo incluye, entonces la ruta es idéntica a la ruta més corta de i a j que sélo usa los vértices 1 a k—1 como
vértices intermedios;

- s1lo incluye, entonces (por subestructura éptima) la ruta es la concatenacién de la ruta mas corta de i a k con la
ruta més corta de k a j, ambas usando sdlo los vértices 1 a k—1 como vértices intermedios.
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2014-1-Ex-P4—Problema de PD, principio
de optimalidad, funcién recursiva (1/2)

4) Tenemos dos strings, X = x1x2...Xm € Y = y1y2...yn. Consideremos los conjuntos {1, 2, ..., m} y {1, 2, ..., n}
que representan las posiciones (de los simbolos) en los strings X e Y, y consideremos un emparejamien-
to de estos conjuntos, es decir, un conjunto de pares ordenados tal que cada item aparece en a lo mas
un par. P.ej., si X=hola e Y=ollas, entonces los conjuntos son {1, 2, 3, 4} y {1, 2, 3, 4, 5}, un empare-
jamiento podria ser { (2,1), (3,2), (4,4) } (que empareja letras iguales entre ellas), y otro { (1,5), (4,1) }
(que empareja letras extremas entre ellas).

Decimos que un emparejamiento M es una alineacion si no hay pares que "se crucen': si (j, k), (', k')
e M, ysij<j', entonces k < k', p.ej., el primer emparejamiento anterior es una alineacién, pero el se-
gundo no. Dado M, un gap (brecha) es una posiciéon de X o Y que no esta en M; p.ej., para la alineaciéon
anterior, la posicion 1 de X, y las posiciones 3 y 5 de Y son gaps.

Finalmente, podemos asociar un costo a una alineacién: cada gap incurre un costo fijo 8 > 0; ademés,
si para cualquier par de simbolos u, v del alfabeto del que provienen X e Y hay un costo a(z, v) de em-
parejamiento, entonces cada par (i, j) de M tiene un costo a(xi, ;). El costo de la alineacion es la suma
de los costos debidos a sus gaps mas los costos debidos a sus emparejamientos. P.ej., el costo de la ali-
neacién anterior es 38 + a(o, o) + a(l, 1) + a(a, a).

En estas condiciones, dados dos strings, X e Y, queremos encontrar la alineacién de costo minimo.
Muestra que este problema puede ser resuelto mediante programaciéon dindmica. En particular,

a) Muestra que —explica por qué o explica como— el problema puede ser visto como el resultado de
una secuencia de decisiones.

En una alineacién de costo minimo M, ya sea (m, n) € M o (m, n) ¢ M; en este Gltimo caso, ya sea la
posicién m de X o bien la posicién n de Y no aparecen emparejadas en M. Esta Gltima afirmacién se
demuestra por contradiccion: de lo contrario, habria pares "cruzados" y no tendriamos propiamente
una alineacion, segun la definicién de mas arriba.

Si (m, n) € M, entonces pagamos el costo a(xm, y») y alineamos lo mejor posible x1...xm-1 con yi...yn1;
es decir, opt(m,n) = a.(xm, yn) + opt(m—1, n—1).

Si, en cambio, la posicién m de X no est4d emparejada, pagamos el costo 6 del gap y alineamos lo
mejor posible x1...Xm-1 con y1...yn; es decir, opt(m,n) =8 + opt(m—1, n). Y similarmente si la posicién
n de Y no estd emparejada, obteniendo opt(m,n) = & + opt(m,n—1).

b) Muestra que —explica por qué o explica como— se verifica el principio de optimalidad, cuando se
aplica al estado del problema que resulta al tomar una decision.

De la argumentacién de a), cuando decimos "y alineamos lo mejor posible".

Si M es una alineacién éptima y sacamos el par que contiene las posiciones m y/o n, entonces el resto
de los pares, M’, es una alineacién 6ptima para los demés simbolos de X e Y. Sino fuera asiy
hubiera una alineaciéon M'' mejor que M’ para el resto de los simbolos, entonces podriamos cambiar
M’ por M'" en My obtener una alineacién mejor que M, contradiciendo que M sea 6ptima.
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2014-1-Ex-P4—Problema de PD, principio
de optimalidad, funcién recursiva (2/2)

c) A partir de a) y b), plantea una ecuacién recursiva para calcular el costo de la alineacién de costo
minimo (la ecuacién debe estar planteada, entre otros, en términos de los costos de subalineaciones
6ptimas); incluye las condiciones de borde —es decir, cuando la recursién ya no aplica mas— que
permiten resolver la ecuacidn.

Parai>1yk>1,
opt(i, k) = min{ a(xi, yr) + opt(i—1, k-1), 6 + opt(i—1, k), & + opt(i, k1) }

con opt(i, 0) = opt(0, i) = i5, para todo i (ya que la Gnica forma de alinear una palabra de i letras con
una de 0 letras es usar i gaps)



7 PROGRAMACION DINAMICA 372

2013-2-13-P4-Bellman-Ford (1/1)

4) Considera el algoritmo de Bellman-Ford, que

for (cada arista (u,v) € E) Reduce(u,v)
for (cada arista (u,v) € E)

if (d[v] > d[u] + oCu,Vv)) return false
return true

determina las rutas maés cortas desde s a cada uno de 1 2 3 4 5 6 7
los vértices v de un grafo direccional G = (V, E): 1 0 6 5 5
boolean BellmanFord( Vértice s ) 2 0 =1
Init(s) 3 —2 10 1
for (k = 1; k < IVl ke+) 4 -2 |0 -1
5 0 3
6
7

Muestra los valores del vector d después de cada
Aplicalo al grafo representado por la siguiente matriz iteracién.

de adyacencias, para determinar las longitudes de las
rutas mas cortas desde el vértice 1 (las casillas vacias
representan oo):

Respuesta:

k=1: 0 6 5 5 0 0 0
k=2: 0 3 3 5 5 4 0
k=3: 0 1 3 5 2 4 7
k=4: 0 1 3 5 0 4 5
k=50 1 3 5 0 4 3
k=6: 0 1 3 5 0 4 3

Si bien las respuestas podrian diferir en cuanto a la progresion de los valores de d, las respuestas correctas deben
cumplir lo siguiente:
- Para k=1, d debe corresponder a los costos de las aristas (directas) desde el vértice 1 a los otros vértices.
- El algoritmo ha encontrado todas las distancias minimas cuando k& = 5 (ya que la ruta maés corta que tiene més
aristas tiene 4 aristas) y, por lo tanto, d no cambia de k=5 a k= 6.
- Los valores de d no pueden aumentar a lo largo de las iteraciones.
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2013-2-Ex-P5—Subestructura 6ptima, funcién
recursiva, algoritmo PD (1/1)

5) Tenemos una maquina que puede procesar tareas, de a una a la vez, y tenemos un conjunto de n tareas que proce-
sar. Ademads, tenemos un tiempo total 7' para usar la maquina y sabemos que la tarea i ocupa un tiempo ¢; para
ser procesada, i = 1, ..., n. Queremos encontrar un subconjunto de tareas tal que todas puedan ser procesadas por
la maquina en el tiempo 7'y al mismo tiempo maximicen el tiempo efectivo de uso de la maquina.

a) [1 pt.] Muestra (basta con un ejemplo) que este problema no puede ser resuelto en general usando un algorit-
mo codicioso basado en procesar las tareas en orden decreciente de tiempo ¢; (tampoco se podria en orden cre-
ciente).

Si T es par y tienes tres tareas que toman tiempos T/2, T/2y T/2 + 1. Al ordenarlas de mayor a menor tiempo, quedan T/2 + 1,
T/2, T/2; y al elegirlas en ese orden sélo alcanzas a procesar la primera, ocupando la maquina durante un tiempo T/2 + 1.
Pero la solucion dptima es procesar las otras dos tareas, cada una de las cuales toma tiempo T/2 y por lo tanto ocupan la
mdquina durante un tiempo total T/2+T/2=T.

b) [2 pts.] Justifica que este problema cumple la propiedad de subestructura éptima.

La propiedad de subestructura éptima significa que la solucion éptima al problema incluye soluciones dptimas a problemas del
mismo tipo pero mds pequernios; "mds pequenios” en este caso significa menos tareas y/o menos tiempo total T. Esto lo podemos
ver ast:

La solucién éptima puede incluir o no la tarea 1.

Si la incluye, entonces observamos que si sacamos esta tarea de la solucidn, el resto de las tareas que pertenecen a la solucién
son una solucion éptima al problema (mds pequerio) de elegir las tareas que maximizan el tiempo efectivo de uso de la mdquina
de entre las tareas 2 a la n, cuando el tiempo total posible es T — t1.

Por el contrario, si no la incluye, entonces la solucién éptima es igual a la que habriamos obtenido si las tareas a progra-mar en
el tiempo total T fueran sélo las tareas 2 a la n, es decir, sin incluir la tarea 1.

c) [2 pts.] Plantea una formulacién recursiva del valor de la solucién éptima, incluyendo condiciones de borde.

Definamos como opt(p, q, t) el problema de encontrar el subconjunto éptimos de tareas de entre las tareas p, p+1, ..., q, cuando
el tiempo total disponible en la mdaquina es t (asi, el problema original es opt(1, n, T)). Entonces, generalizando el argumento
de b),

opt(k, n, t) = max{ opt(k+1, n, t), opt(k+1, n, t—tk+1) + tk+1 },
sabiendo que opt(n+1,n,t) =0, sit>0, y opt(ntl, n,t) =—0, si t <O0.

d) [1 pt.] Escribe un algoritmo de programaciéon dindmica que aproveche la formulacién recursiva anterior para
resolver el problema.

El algoritmo debe ir llenando una tabla M con los valores de opt(k, n, t):

M[@..n][0..T]
for each t = 0,1,..,T: M[@][t] = 0
for k =1, 2, .., n
for t =0,., T
—usar la recurrencia de ¢) para calcular M[k][t], que corresponde a opt(k,n,t)
return M[n][T]
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2013-1-13-P4-b—Bellman-Ford (1/1)

b) Considera el algoritmo de Bellman-Ford y, en particular, el nimero de aristas en cada una de las rutas mas
cortas. Sea m el nimero de aristas de la ruta méas corta con més aristas. Modifica el algoritmo, de manera que
termine después de m+1 pasadas (en lugar de | V| +1 pasadas), atin cuando m no se conozca por adelantado.

boolean BellmanFord( Vértice s )

{
Init(s)
for (k = 1; k < |V]; k++)
for (cada arista (u,v) € E) Reduce(u,v)
for (cada arista (u,v) € E)
if (d[v] > d[u] + w(u,v)) return false
return true

Resp. Bellman-Ford itera | V|—1 veces (primer for exterior), porque la ruta més corta con més aristas tiene a lo
mas | V|-1 aristas (si la ruta tuviera més aristas, contendria un ciclo). El segundo for exterior hace una tltima
pasada por todas las aristas, para verificar que en G no haya ciclos con costo acumulado negativo. (Este seria el caso
si esta ultima pasda pudiera “mejorar” alguna ruta mas corta.)

Por lo tanto, bajo el supuesto de que la ruta mas corta con més aristas tiene m aristas, la modificacién al algoritmo
consiste en cambiar el primer for exterior por un while que itere mientras sea posible mejorar alguna ruta més
corta, es decir, mientras la ejecucién de algin Reduce haya producido una mejora. (El segundo for exterior desapa-
rece, porque si G contuviera ciclos con costo acumulado negativo, el while no se detendria jamas.)

BellmanFord-m( Vértice s )

{
Init(s)
mejora = true
while ( mejora )
{
mejora = false
for ( cada arista (u,v) € E )
if ( d[v] > d[u]+w(u,v) )
{
d[v] = d[u]+ w(u,v)
nfv] = u
mejora = true
}
}
}

Tiempo: 120 minutos
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2013-1-Ex-D—Propiedades de PD, Floyd-
Warshall (1/2)

D) Considera el problema de determinar las rutas mas cortas entre todos los pares de vértices de un grafo
direccional G = (V, E) con costos en las aristas.

13) Enuncia las dos propiedades caracteristicas de los problemas de optimizacién que pueden ser resueltos mediante
programacién dindmica.

Las dos propiedades caracteristicas son: Propiedad de Subestructura éptima y Propiedad de subproblemas traslapados.
e  Subestructura éptima: La solucién éptima al problema original puede ser construida con soluciones 6ptimas de
subproblemas.
o  Subproblemas traslapados: Si uno utiliza un algoritmo recursivo para resolver el problema, entonces existira al menos
un subproblema que sera resuelto varias veces.
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2013-1-Ex-D—Propiedades de PD, Floyd-
Warshall (2/2)

14) Muestra que este problema cumple ambas propiedades.

Para la propiedad de subestructura 6ptima, suponga que p(u,v) es el camino de menor costo desde u hasta v. Sea x el nodo
inmediatamente anterior a v en el camino p (por lo que (x,v) es una arista). Entonces suponga que p(u,x) no es el camino méas
corto desde u hasta x. Entonces existe otro camino p’(u,x) que si es éptimo. Luego, agregue la arista (x,v) a este nuevo camino. Y
por lo tanto, tenemos que:

w(p'(u,x)+w(x,v) < w(p(u,x))+w(x,v)
Por lo que el camino p’ seguido por (x,v) es mucho mejor que el camino p(u,v) original. Luego, p(u,v) no es éptimo y hay una
contradiccién por suponer que no tiene subestructura éptima. Por lo tanto, este problema exhibe subestructura éptima.

Asi, para ir desde u hasta v, considere la siguiente recursién, donde d(x,y) es el costo del camino més corto desde x hasta y:

d(x,x) =0

dx,y) = w(x,y) si (x,y) es una arista

d(x,y) = +infinito si y no es alcanzable desde x
d(x,y) = min{d(x,u)+d(u,y) | u estd en V}

Para la propiedad de subproblemas traslapados, suponga que quiere encontrar el valor de d(x,y) y para ello, necesita encontrar el
valor de d(x,u) y d(u,y). También necesita encontrar el valor de d(x,a) y d(a,y). Para encontrar el valor de d(x,u) necesita de d(x,a)
y d(a,u). Luego tiene que calcular al menos dos veces el valor de d(x,a) y este problema tiene subproblemas traslapados.

15) Plantea un algoritmo eficiente para resolverlo; justifica que tu algoritmo es eficiente.
(No basta con decir que el algoritmo corresponde al de Floyd-Warshall, debe plantearse el algoritmo)

Suponga que tenemos una matriz W donde W(i,j) indica el costo de ir desde el nodo i hasta el nodo j. Sea D otra matriz,
inicialmente vale D=W y que tenemos N nodos. El algoritmo es:

D=W;
for k=1..N{
for i=1..N{
for j=1..N{
if(D@A,)>D@,k)+D(k,j))
D(@,)) = D@,k)+D(k,))
}
}
¥

El algoritmo toma tiempo O(n"3). Es mas eficiente que ejecutar N veces Dijkstra (que toma tiempo O((V+E)log V)) y més eficiente
que ejecutar N veces Bellman-Ford (que toma tiempo O(VE))

16) El diagmetro de G es la méas larga de las rutas més cortas en G. A partir de tu algoritmo para 15), da un algorit-
mo eficiente que imprima la secuencia de vértices del didmetro de G.

Si uno simplemente ejecuta el algoritmo anterior, obtiene una matriz D con las distancias mds cortas entre todos los pares de vértices; el
mayor valor en esta matriz es la magnitud del didmetro del grafo; pero falta la secuencia de vértices.

Para esto, entre otras posibilidades, [Cormen et al., 2001] sugiere construir una matriz P iterativamente, similarmente y en paralelo a
la de las distancias mds cortas, pero que represente las rutas propiamente tales. Si en la iteracién k me conviene incluir el vértice k para
ir de u a v, entonces P[u, v] = P[k, v] de la iteracién k-1; de lo contrario, P[u, v] = P[u, v] de la iteracién k-1. Asi, al finalizar Floyd-
Warshall, P[u, v] contiene el vértice anterior a v en la ruta mds corta de u a v.
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2012-1-13-P3—Analisis de implementacién
de PD en un problema (1/2)

Pregunta 3 — Equilibrio perfecto (20 pts)

El asombroso Equilibrini, un famoso malavarista, esta preparando su nuevo espectaculo
llamado “Equilibrio perfecto”. En este espectéculo, hay n elementos a su alrededor, cada uno
con pesos Po, P1, --- Pni1. Mientras el asombroso Equilibrini se mantiene en su monociclo, le
pide al publico que elija algun elemento y uno de sus asistentes lo toma y lo ubica en una de
sus manos (0 sobre el elemento que tenga en esa mano). De esta forma, va formando dos
torres en perfecto equilibrio sobre el pequefio monociclo.

Pagina 8 de 12
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2012-1-13-P3—Analisis de implementacién
de PD en un problema (2/2)

Bueno, no todo es tan magico como parece: en realidad es Equilibrini quien elige los
elementos, pues el publico normalmente pide casi todo lo que estd a la vista, y él
simplemente remarca el elemento que previamente habia decidido. Esto lo hace por una
buena razén, Equilibrini puede mantener las dos torres sin problema siempre y cuando, la
diferencia entre el peso de ambas no sea mayor a 4 en ningiin momento. Ademas, desea
maximizar el asombro del publico, el cual se puede medir como la cantidad de elementos
que Equilibrini llega a equilibrar.

Ayuda al asombroso Equilibrini, creando un algoritmo que determine qué elementos debe
seleccionar y en qué orden, de modo de maximizar lo asombroso del espectaculo.

El input consiste en una linea con n (el nimero de pesos) y luego una linea con los pesos po,
p1, ... Pn1. El output consiste en el nivel de asombro alcanzado.

Ejemplo Input Output:
10 8
2594413274

Este problema posiblemente se puede resolver con algun algoritmo greedy, pero convertir
esta posibilidad en una afirmacion requeriria acompanar el algoritmo de una demostracion de
correctitud.

Como ya lo he dicho en muiltiples ocasiones, prefiero un algoritmo de programacion dinamica
que seria asi:

Considerar el siguiente método:

int  probar(int* elementos, bool* agregados, int n, int* pesosManos, int
elementosManos);

el cual recibe la lista con los elementos que hay que agregar (peso y si esta agregado o no),
y los pesos en las mano derecha e izquierda (puntero de largo 2).

a) Entonces, si sdlo falta 1 elemento por agregar ver si es posible agregarlo a la mano
derecha, sino, a la izquierda, sino descartar el agregar este elemento y actualizar el
pesosManos. Retornar el nuevo nimero de elementos (elementosManos +1 o +0, segun el
caso).

b) Si faltan mas elementos por agregar, entonces tomar el primer elemento, y si es posible
agregarlo a la mano izquierda (actualizando las variables respectivas) y llamar a “probar” sin
este elemento. Repetir de manera analoga agregando en la mano derecha. Luego elegir el
caso de probar mayor y retornarlo, actualizando las variables respectivas.

Para enmazcarar el algoritmo recursivo, crear un método ‘fachada” que reciba los
elementos, inicialice el arreglo de agregados y el arreglo de pesos manos, llame a probar
con estas variables y elementosManos=0, y una vez obtenido el maximo, elimine la memoria
solicitada y retorne el maximo.
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2011-2-13-P3—Ciclo en grafo direccional, Bellman-
Ford (1/1)

. Podemos usar las discrepancias en las tasas de cambio de monedas para transformar una unidad de
una moneda en mds de una unidad de la misma moneda. P.ej., si un euro compra 1.38 ddlares, un
délar compra 500 pesos, y un peso compra 0.0015 euros, entonces, a partir de un euro podemos obtener
1.38 x 500 x 0.0015 = 1.035 euros.

Supodn que tienes n monedas {ci, cz, ..., cx) y una tabla R de n x n tasas de cambio: una unidad de la
moneda ¢; compra R[j][k] unidades de la moneda cr. Queremos determinar si existe o no una secuencia
de monedas {cq, cb, ..., cm) tal que

R[a][b] x R[b][c] ... x R[m][a] > 1.

a) Muestra que este problema puede plantearse como un problema de determinar si en un grafo direc-
cional existe un ciclo con costo total negativo. [Ayuda: Recuerda que x> 1 = 1/x <1y que log(ab) =

log(a) + log(b).]

Construimos el siguiente grafo:

- cada vértice corresponde a una moneda;

- el costo de la arista dirigida (cj,cx) es —log(R[j][%]).
(Por qué? Si aplicamos la ayuda a la férmula de arriba, queda, primero
R[a][b] x R[b][c] x ... x R[m][a] > 1 = 1/(R[a][b] x R[b][c] x ... x R[m][a]) < 1.
y luego,
log( 1/(R[a][b] x R[b][c] x ... x R[m][a]) ) <0 = log( 1/ R[a][b] ) + log( 1/ R[b][c] ) + ... +1log( 1/ R[m][a] ) <O
= —logR[a][b] — logR[b][c] — ... —logR[m][a] <0

Es decir, si hay una secuencia de monedas como la que buscamos, entonces este grafo tiene un ciclo con costo total
negativo.

b) Da un algoritmo para imprimir la secuencia, si existe.

Primero, hay que detectar el ciclo, para lo cual podemos aplicar el algoritmo de Bellman-Ford. Pero hay que
asegurarse que partamos de un vértice desde el cual se pueda llegar al ciclo. Una posibilidad es agregar un nuevo
vértice v al grafo con aristas direccionales con costo 0 a todos los otros vértices (las monedas). Ahora, en el for
final del algoritmo, simplemente detectamos el primer vértice u cuyo valor d mejore; y de ahi seguimos los valores
n hasta regresar a u.
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2010-2-13-P2—Bellman-Ford (1/1)

2) Considera el algoritmo de Bellman-Ford, que determina las rutas més cortas desde s a cada uno de los
vértices v de un grafo direccional G = (V, E), y considera el nimero de aristas en cada una de estas rutas
mas cortas. Sea m el namero de aristas de la ruta més corta con mas aristas. Modifica el algoritmo, de
manera que termine después de m+1 pasadas (en lugar de | V| + 1 pasadas), ain cuando m no se conozca
por adelantado.

boolean BellmanFord( Vértice s )

{
Init(s)
for (k = 1; k < IVIl; k++)
for (cada arista (u,v) € E) Reduce(u,Vv)
for (cada arista (u,v) € E)
if (d[v] > d[u] + oCu,v)) return false
return true
3
Respuesta:

Bellman-Ford itera | V|—1 veces (primer for exterior), porque la ruta més corta con mds aristas tiene a lo
mas | V|-1 aristas (si tuviera més aristas, contendria un ciclo). El segundo for exterior hace una dltima
pasada por todas las aristas, pero solo para verificar que en G no haya ciclos con costo acumulado negativo.
(Este seria el caso si esta ultima pasda pudiera “mejorar” alguna ruta més corta.)

Por lo tanto, bajo el supuesto de que la ruta méas corta con mds aristas tiene m aristas, la modificacién al
algoritmo consiste en cambiar el primer for exterior por un while que itere mientras sea posible mejorrar
alguna ruta mas corta, es decir, mientras la ejecucién de algiin Reduce haya producido una mejora. (El
segundo for exterior desaparece, porque si G contuviera ciclos con costo acumulado negativo, el while no se
detendria jamas.)

BellmanFord-m( Vértice s )

{
Init(s)
mejora = true
while ( mejora = true )
{

mejora = false
for ( cada arista (u,v) € E )
if C d[v] > d[u]+oCu,v) )

{
dlv] = d[ul+o(u,v)
nlv] = u
mejora = true

}
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