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Componentes fuertemente conectadas

Definicién
Sea G un grafo dirigido. Una componente fuertemente conectada (CFC)

es un conjunto maximal de nodos C ¢ V(G) tal que dados u,v € C, existe
un camino dirigido desde u hasta v

Proposicion

Si G es ciclico y los nodos de B < V(G) forman un ciclo, entonces existe
una componente fuertemente conectada C tal que B¢ C

Los nodos de un ciclo pertenecen a la misma CFC

Proposicion

Un grafo G aciclico tiene 0 componentes fuertemente conectadas
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Componentes fuertemente conectadas

Consideremos el siguiente grafo dirigido ciclico

i Cuales son las componentes fuertemente conectadas de G?
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Componentes fuertemente conectadas

Existen 4 CFC's en el grafo anterior
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Componentes fuertemente conectadas
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Grafo transpuesto

Para proponer un algoritmo, necesitamos un grafo nuevo

Definicidn

Sea G un grafo dirigido. Decimos que G es el grafo transpuesto de G si
= V(G)=V(G")
B Vu,veV(G). (u,v) e E(G) > (v,u) e E(GT)

El transpuesto se obtiene invirtiendo todas las aristas de G
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Grafo transpuesto

gy e

Proposicion

Los grafos Gy G tienen las mismas componentes fuertemente conectadas
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Hacia un algoritmo para determinar las CFC

Construimos un orden de los nodos de G segtin tiempos de término

[...,15] [...U 71 [..6]
0000000

iOjo! Esto no es un orden topolégico porque G es ciclico
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Hacia un algoritmo para determinar las CFC

Recorremos el grafo transpuesto partiendo segtin el orden anterior

000G

@

[....7] [...,6]

[...,15] [...,.4]

Al transponer, no es posible ir de b a ¢
porque estdn en componentes diferentes
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Algoritmo de Kosaraju

input : grafo G, nodo u € V(G), nodo

input : grafo G representante r
Kosaraju(G): Assign(G,u,r):
1 L < TopSort(G) 1 if urep=0o:
2 for uel : 2 u.rep < r
3 Assign(G,u,u) 3 for ve Ngr(u):
4 Assign(G,v,r)

No olvidar: no podemos interpretar L como orden topoldgico.
Es un orden que se construye de la misma forma
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Algoritmo de Kosaraju

El algoritmo de Kosaraju se basa en las propiedades del siguiente grafo

Definicién
Dado un grafo G dirigido, sean Ci, ..., Cx sus componentes fuertemente
conectadas. Se define el grafo de componentes G¢ segin

w V(GFY={C,...,C}

u Si (u,v) e E(G) yue G,veC, entonces (C;, G) € E(G)

Teorema

GCFC

El grafo de componentes es un grafo dirigido aciclico

Corolario

El grafo de componentes G ¢ tiene un orden topolégico
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Hacia un algoritmo para determinar las CFC




Arboles de cobertura minimos

Definicién
Dado un grafo no dirigido G, un subgrafo T ¢ G se dice un arbol de
cobertura minimo o MST de G si

1. T es un arbol

2. V(T)=V(G)

3. No existe otro MST T’ para G con menor costo total

Es decir, si T es MST de G,
1. no tiene ciclos
2. es una cobertura de los nodos de G

3. tiene costo minimo

iPuede haber mds de un MST diferente para G?
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Arboles de cobertura minimos

60

40
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Arboles de cobertura minimos

40
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Arboles de cobertura minimos

Los MST estdn presentes en la solucién de muiiltiples problemas de
conectividad

m Redes de distribucidn eléctrica

Redes telefénicas
m Comunicaciones, computacionales, trafico aéreo. ..

u Incluso redes bioldgicas, quimicas y fisicas
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Arboles de cobertura minimos

Para atacar el problema algoritmicamente, dado G no dirigido

= Llamamos corte a una particion (Vi, V) de V(G)

Vi, Vo £ &, V1UV2:V(G), VinVb=0g

m Diremos que una arista cruza el corte si uno de sus extremos estd en
Vi y el otro en V;
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Arboles de cobertura minimos

Si T esun MST de G,y P=(V1, V2) es un corte de G
Sabemos que al menos una arista que cruza P estd incluidaen T
De lo contrario, no habria camino entre nodos de Vi y V»

Por lo tanto: T no seria de cobertura

Si P=(Vi1, V) es un corte de G
Sabemos que cada arista de corte tiene un costo asociado

La arista mas barata siempre se incluye en algin MST

Usaremos estas ideas para constuir un MST desde cero
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Algoritmo de Kruskal

La idea detras del algoritmo de Kruskal es crear un bosque que va

convergiendo en un Gnico arbol

Para un grafo G = (V, E), iteramos sobre las aristas e en orden no

decreciente de costo
1. Si e genera un ciclo al agregarla a T, la ignoramos

2. Si no genera ciclo, se agrega

i Es necesario revisar todas las artistas de E?
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Algoritmo de Kruskal

Kruskal(G):
1 E < E ordenada por costo, de menor a mayor
T « lista vacia
forec E:
if Agregar e a T no forma ciclo :
T« Tu{e}
6 return T

o B W N

i Este algoritmo usa cortes de manera implicita?
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Algoritmo de Kruskal

31
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Algoritmo de Kruskal

22 /50



Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal: una conexién con cortes

Dada una arista (u, v) que corresponde chequear
m Podemos considerar un corte dado por

Vi = {w | w estd conectado con u con aristasde T}, Vo=V -V;

m Y otro corte dado por

Vi = {w | w estd conectado con v con aristasde T}, Vo=V -V

Agregamos la arista si es de corte para estos dos cortes
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Algoritmo de Kruskal

La arista (0,1) no es de corte para ninguno de los cortes (ambos cortes son
iguales porque 0 y 1 ya estdn conectados entre si):

({0,1,2,6,7},{3,4,5})
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Algoritmo de Kruskal

La arista (3,4) es de corte para los cortes:
({375}7{07172747677}) ({4}7{0717273757677})
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal

Kruskal(G):
1 E < E ordenada por costo, de menor a mayor
T « lista vacia
forec E:
if Agregar e a T no forma ciclo :
T« Tu{e}
6 return T

o B W N

i Cémo revisamos eficientemente que e no forma un ciclo en T7?
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Algoritmo de Kruskal: conjuntos

Dada una arista (u,v) podemos considerar los conjuntos

Nodos conectados con uen T

Vi, = {w | w estd conectado con u con aristas de T}

Nodos conectados con ven T

Vi, = {w | w estd conectado con v con aristas de T}

La arista forma un ciclo en T si, y solosi, V, =V,

Notemos que los arboles del bosque T forman conjuntos disjuntos

i Cémo modelar eficientemente estas estructuras?
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Conjuntos disjuntos

Definicidon
Una coleccién de conjuntos disjuntos {Si,...,5S,} es una EDD que permite
m ldentificar a qué conjunto pertenece un elemento

= Unir conjuntos S;, S; formando un nuevo conjunto

Para atacar la representacién de los conjuntos usaremos un representante
= Un elemento cualquiera de S que denotamos por rep(S)

m La consulta de representante debe ser consistente si no hay cambios en
S: entrega el mismo elemento

m Cada elemento de S tiene referencia a rep(S)

Dos conjuntos S y T son iguales si y solo si rep(S) = rep(T)
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Conjunto disjuntos: listas ligadas

Una primera representacion puede ser con listas ligadas

Para los conjuntos {E},{A,C},{B,D,F}

puntero al

puntero al
representante

__h

o .

ultimo elemento

puntero al

representante

\
o} {o}{rh,

ultimo elemento

i Cudl es la complejidad de las operaciones de biisqueda y unién?
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Setting

Supondremos que las operaciones son de la forma
Find(A): entrega el conjunto al que pertenece A

Union(A, B): entrega un conjunto resultante de unir los conjuntos de
Ay B

Ademas, supondremos que en un estado inicial, tenemos n conjuntos con un
solo elemento cada uno. Un conjunto con un elemento se llama singleton

Conectando estos conjuntos podremos resolver Kruskal
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Conjuntos como arboles

Una primera forma de representar los conjuntos es usar arboles donde los
caminos llevan al representante

O
C
T
A

(F)
® @

i Cémo se implementan las operaciones Union y Find?
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Conjuntos como arboles

La operacién Union corresponde a cambiar el autoloop del representante de
un conjunto: O(1)

ﬁi U
® ®
) O)
g —y

Y

C
A
i Cual de las dos opciones escogemos como resultado?
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Conjuntos como arboles

La operacién Find requiere recorrer punteros, por lo que las dos opciones
no son equivalentes

') O
(F) c
1
A

Hay que unir el arbol mas corto al més largo
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Conjuntos como arboles

La operacién Find requiere recorrer punteros

o
(F)

© ® &
ORO

Find(E) = Find(D) = Find(F) = F

iPodriamos mejorar estructuralmente?
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Conjuntos como arboles

Podemos modificar punteros para simplificar las rutas
. O O

(F) (F) (F)
ONONOMONONO ®

® & ®)

Find(E) == F

© ® ©
(®)

i Cémo almacenamos los conjuntos?
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Conjuntos como arboles

Podemos almacenar los arboles en un tnico arreglo de referencias:

A[K] es el padre de k

>
H—)WD

(>)
()
(@)D
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Complejidad de Find

El costo de Find depende de qué elemento se busca

Se puede demostrar que para un conjunto de n elementos, con rutas
simplificadas, Find toma tiempo O(«/(n))

a(n) es una funcién interesante que tiene buenas propiedades

En particular, crece extremadamente lento

a(n) =4, 2048<n<16°"

En cualquier aplicacién préctica, podemos considerar que a(n) € O(1)
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Algoritmo de Kruskal y conjuntos

Ahora que tenemos una implementacién de conjuntos
m En Kruskal comenzamos con un conjunto para cada nodo
u Verificamos aristas viendo si sus extremos estan en el mismo conjunto

m Si no lo estdn, las agregamos y unimos los conjuntos

46 /50



Algoritmo de Kruskal y conjuntos

Kruskal(G):
1 E < E ordenada por costo, de menor a mayor
forveV:
MakeSet(v)
T < lista vacia
for (u,v) € E:
if Find(u) # Find(v) :
T« Tu{(uv)}
Union(u, v)

© N oo O & W N

9 return T

i Qué complejidad tiene este algoritmo?
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Complejidad

Usando la implementacién de conjuntos disjuntos

Ordenar las aristas O(Elog(E))

Construir V conjuntos singleton o(v)

Unir conjuntos V — 1 veces o(Vv)

Buscar 2E veces O(Ea(V)) =0(E)
En total

O(Elog(E)+V + E)=0O(Elog(E))

y como E < V2, tenemos que log(E) € O(log(V))

Kruskal tiene complejidad O(E log(V))
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Objetivos de la clase

1 Comprender una estrategia codiciosa para escoger aristas de un MST
[ Comprender el algoritmo de Kruskal
1 Relacionar MST con el problema de conjuntos disjuntos

[1 Justificar la complejidad de Kruskal en base a operaciones de conjuntos
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Epilogo

Vea
WwWww.menti.com

Introduce el cédigo

3760 6466

O usa el codigo QR
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