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Primer Acto: Ordenacién y fundamentos

Ordenacién y andlisis de algoritmos
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Playlist 1

Playlist del curso: “DatiWawos Primer Acto”
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https://open.spotify.com/playlist/0dpwMVuLtq7nxGEppVPfIM?si=786a0e0202bf4a9d

El algoritmo SelectionSort

input : Secuencia de datos A
output: Nueva secuencia de datos B, ordenada

SelectionSort (A):
1 Definir secuencia B, inicialmente vacia
Buscar el menor dato x en A
Sacar x de A e insertarlo al final de B

LT * B )

Si quedan valores en A, volver a la linea 2
return B
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Un paréntesis sobre la escritura de datos

No olvidemos el espiritu del curso: estructuras de datos

i Qué tan costosa es la insercion del dato al final de B en SelectionSort?

En el contexto de SelectionSort nos interesa especificamente la insercion
del altimo elemento

m En una lista ligada, si se cuenta con un puntero adicional al tltimo
elemento, la insercién toma ©(1)

u En un arreglo

® si no se supera el espacio reservado para este, toma ©(1)
® si se agoté el espacio, hay que reubicar todo el arreglo: ©(n)
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Un paréntesis sobre la escritura de datos

Con esto, las operaciones que conocemos tienen las siguientes complejidades

Operacién ‘ Arreglo ‘ Lista ligada
Acceso por indice | ©(1) O(n)

Insercién (final) ©(1) sin reubicar | ©(1) con
©(n) reubicando | puntero al final

No perdamos de vista la pregunta de
qué estructura es la mas adecuada en cada escenario

Cabe notar que para el caso de los arreglos, en SelectionSort sabemos
exactamente cudnto espacio necesitamos reservar

Mds adn, veremos una forma de usar la menor cantidad de memoria posible

con arreglos
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Complejidad de memoria en SelectionSort

m Cabe notar que SelectionSort se puede hacer en un solo arreglo, ya
que en todo minuto
|Al+|B|=n

m Como reciclamos el espacio dentro del mismo arreglo para llevar la
nueva secuencia B, no es necesario reubicar el arreglo y toda insercién

al final de B toma tiempo ©(1)

m Esta estrategia no necesita memoria adicional... o mds precisamente,
necesita O(1) de memoria adicional

u Los algoritmos que tienen esta propiedad se conocen como algoritmos
in place
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El algoritmo InsertionSort

input : Secuencia de datos A
output: Nueva secuencia de datos B, ordenada

InsertionSort (A):
1 Definir secuencia B, inicialmente vacia
Tomar el primer dato x de A
Sacar x de A
Insertar x en B de manera que B quede ordenada

o B W N

Si quedan datos en A, volver a la linea 2
return B

(En qué se diferencia InsertionSort de SelectionSort?

8/40



Objetivos de la clase

O

Distinguir diferencias de InsertionSort y SelectionSort

[J Demostrar correctitud de InsertionSort

O

Comprender el efecto de la insercidn general en las EDD basicas

O

Comprender concepto de inversién y su rol en la ordenacién

O

Comprender casos (mejor, peor y promedio) en anilisis en complejidad

[l Determinar complejidad por caso para InsertionSort
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El algoritmo InsertionSort

input : Secuencia de datos A
output: Nueva secuencia de datos B, ordenada

InsertionSort (A):

1 Definir secuencia B, inicialmente vacia

2 Tomar el primer dato x de A

3 Sacar x de A

4 Insertar x en B de manera que B quede ordenada
5 Si quedan datos en A, volver a la linea 2

return B
La idea empleada por los algoritmos es diferente

SelectionSort: elegir ordenadamente

InsertionSort: insertar ordenadamente
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Correctitud de InsertionSort

Este algoritmo es correcto y demostraremos su correctitud de manera
similar al caso de SelectionSort

input : Secuencia de datos A
output: Nueva secuencia de datos B, ordenada

InsertionSort (A):
1 Definir secuencia B, inicialmente vacia
Tomar el primer dato x de A
Sacar x de A
Insertar x en B de manera que B quede ordenada

o & WN

Si quedan datos en A, volver a la linea 2
return B

(En qué se diferencian ambas demostraciones?
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Correctitud de InsertionSort

Demostracién (finitud)

Sea n la cantidad (finita) de valores en la secuencia original A.

En cada iteracién del algoritmo se borra un valor de A (linea 3).

Luego se inserta dicho valor en B (linea 4), para lo cual se requiere como
maximo recorrer todo B. Como en todo minuto B tiene largo finito, la

insercién toma una cantidad finita de pasos.

Luego de n iteraciones, todos los valores en A fueron borrados. La
condicién de término (linea 5) garantiza que el algoritmo termina.

Por lo tanto, el algoritmo termina en una cantidad finita de pasos. O
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Correctitud de InsertionSort

Demostracién (ordenacién)
Consideremos la propiedad

P(n) := Luego de la n-ésima iteracidn,
B se encuentra ordenada

1. Caso base.P(1) corresponde al estado de la secuencia B luego de

insertar el primer elemento. Dado que B solo tiene un elemento, estd
ordenada.
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Correctitud de InsertionSort

Demostracién (ordenacién)
P(n) := Luego de la n -ésima iteracidn,
B se encuentra ordenada
2. H.l. Suponemos que luego de la n-ésima iteracién, B esta ordenada.
P.D. Luego de la iteracién (n+ 1)-ésima iteracién, B sigue ordenada.

En la iteracién n + 1 extraemos el primer elemento de A, a saber a’. Si

el estado de B es
ap<-<ai<aq1 << ap

y @ cumple a; < @’ < aj11, lo insertamos de forma que B satisface
alé~~£a.'£a'§a,-+1§~-§an

Es decir, luego de la iteracién n+ 1, B esta ordenada. O
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Insercidon de datos

InsertionSort y SelectionSort no solo se diferencian en su estretegia.

También difieren en cémo realizan la insercién del dato en cada iteracién
SelectionSort inserta siempre al final de la nueva EDD

InsertionSort inserta de forma que la nueva EDD quede
ordenada, no necesariamente haciéndolo al final de esta

Nuestro andlisis de complejidad de la insercién es insuficiente: interesa
poder insertar en cualquier posicion

i Cémo cambia nuestro analisis de complejidad de la insercién?
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Insercidon de datos

Toda insercién de un dato en una estructura involucra dos pasos
1. Busqueda de la posicién en que se debe insertar el dato

2. Insercién propiamente tal, quizas incluyendo mover otros datos

i Cudl es la complejidad de estos pasos usando arreglos? ;Y listas ligadas?
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Insercién en arreglo ordenado
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Insercién en arreglo ordenado

Para un arreglo de largo n

La busqueda de la posicién adecuada requiere un algoritmo de biisqueda
Si usamos bisqueda binaria, toma tiempo O(log(n))

Para insertar un elemento en una posicién es posible que haya que desplazar
elementos ya ordenados

Si el elemento es mayor que todos, se agrega al final
En caso contrario, hay que desplazar todos los mayores a él

Esto toma tiempo O(n)

La insercién en arreglos ordenados toma tiempo O(n)

18 /40



Insercién en lista (doblemente) ligada

Consideramos una lista ligada con n elementos ordenados

La bisqueda de la posicidon adecuada requiere revisar la lista completa
Esto toma tiempo O(n)

Para insertar un elemento en una posicién solo hay que reasignar punteros
A lo mas involucra 2 elementos previamente ordenados

Esto toma tiempo O(1)

La insercién en listas ligadas ordenadas toma tiempo O(n)
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Complejidad de InsertionSort

Ya sabemos que la complejidad de la insercién es O(n) para EDDs bésicas.

Ejercicio

i Cual es la complejidad de InsertionSort?

input : Secuencia de datos A
output: Nueva secuencia de datos B, ordenada

InsertionSort (A):

1 Definir secuencia B, inicialmente vacia

2 Tomar el primer dato x de A

3 Sacar x de A

4 Insertar x en B de manera que B quede ordenada
5 Si quedan datos en A, volver a la linea 2

return B
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Ejecucion de InsertionSort

Para buscar la intuicién, consideremos una versién in place del algoritmo

= Tal como con SelectionSort, |A| +|B| = n se mantiene luego de cada
iteracién, i.e. es un invariante

u Podemos usar un mismo arreglo para ambas secuencias

input : Secuencia A[0...n—-1], largo n>2
output: @
InsertionSort (A, n):
1 fori=1...n-1:
j=i
while (j >0) A (A[J] <A -1]) :
Intercambiar A[j] con A[j - 1]
j=ji-1

o s W N
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Ejecucion de InsertionSort
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Iteracién con i = 2:

hay dos intercambios

Al2] < A[1]y A[1] < A[0]
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InsertionSort puede hacer O(n) intercambios por elemento
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Complejidad de InsertionSort

SORTINGEXAMPLE

OSRTINGEXAMPLE
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a serinsertado
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Complejidad de InsertionSort

input : Secuencia A[0...n—-1], largo n>2
output: g
InsertionSort (A, n):
fori=1...n-1:
j=i
while (j >0) A (A[j] < A[j-1]) :
Intercambiar A[j] con A[j - 1]
Jj=ji-1

B W N -

i Qué tiempo toma si los datos vienen ordenados?

AEEGILMNOPRSTX
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Complejidad de InsertionSort

A diferencia de SelectionSort que revisa toda la secuencia A para
encontrar el menor elemento, InsertionSort siempre toma el primer
elemento de A

Si los datos vienen ordenados, SelectionSort no cambia su
complejidad

En InsertionSort la insercién se ve beneficiada: sirve recordar dénde
termina la lista ordenada para saber dénde insertar

Pareciera entonces que la complejidad de InsertionSort depende de
qué tan ordenados estan los datos

i Cémo medir qué tan ordenados vienen los datos?
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Inversiones

Definicién
Sea A un arreglo de n ndmeros y sean 0 < /,j < n—1 indices del arreglo. Si
i<jy A[i] > A[j], entonces diremos que el par ordenado (/,j) es una

inversion.

Usaremos el niimero de inversiones como una métrica de desorden

Ejercicio

El arreglo

A=[3a]8]64]51]32]2]

tiene 9 inversiones. Entregue algunas de ellas

26 / 40



Inversiones

Definicion
Sea A un arreglo de n ndmeros y sean 0 < /,j < n—1 indices del arreglo. Si

i<jy A[i] > A[j], entonces diremos que el par ordenado (/,j) es una
inversion.

Ejemplo

El arreglo

A=[34]8]64]51]32]2]

tiene 9 inversiones:
(0,1), (0,4), (0,5)
(2,3), (2,4), (2,5)
(3,4), (3,5)
(4,5)
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Inversiones e InsertionSort

Recordemos la versidn in place del algoritmo

input : Secuencia A[0...n—-1], largo n>2

output: g

InsertionSort (A, n):
1 fori=1...n-1:
2 j=i
3 while (j >0) A (A[j] <A -1]) :
4 Intercambiar A[j] con A[j - 1]
5 j=j-1

Consideremos un arreglo A de largo n con k inversiones
i Cuéantas inversiones se arreglan con un intercambio (linea 4)?

i Cuanto tiempo toma InsertionSort en ordenar A?
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Inversiones e InsertionSort

input : Secuencia A[0...n—1], largo n>2

output: &

InsertionSort (A, n):
1 fori=1...n-1:
2 j=i
3 while (j >0) A (A[J] <A -1]) :
4 Intercambiar A[j] con A[j —1]
5 j=j-1

Antes de cada intercambio, comparan los datos con indices jy j—1
Los datos se intercambian solo si el par (j —1,/) es una inversién

Por lo tanto, cada intercambio de datos adyacentes corrije exactamente
una inversién

Ademads, cada dato se compara al menos una vez
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Complejidad de InsertionSort

De acuerdo a lo anterior, la complejidad es
O(n+k)

m n considera que cada dato se compara al menos una vez

= k es el nimero de inversiones

i Qué valor tiene k en el mejor caso? ;Y en el peor?
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Mejor y peor caso de InsertionSort

En el mejor caso, el arreglo tiene k = 0 inversiones

m El arreglo estd ordenado y la complejidad en el mejor caso es O(n)
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Mejor y peor caso de InsertionSort

En el peor caso, el arreglo tiene el niimero maximo de inversiones
El arreglo estd ordenado decrecientemente

Al comparar cada indice / con j > i, se cuenta una inversidn

1 n(n-1)
k=(n-1 —2)+tl=> = — T
(n=1)+(n=2)+-+ ,; i 5
De forma equivalente, el nimero de inversiones es el nimero de pares
de indices () nl n(n-1)
“\2) " 21(n-2)t 2

La complejidad en el peor caso es O(n?)

i Qué hay del caso promedio?
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Caso promedio de InsertionSort

Haremos el anilisis de caso promedio abstrayendo el orden del arreglo

Para esto, consideramos un arreglo A que viene en cualquier orden

i Cudl es el ndmero promedio de inversiones en un arreglo con n datos?
Para dar una definicién supondremos que A no tiene elementos repetidos

Definicidon
Dado el conjunto S con n elementos, una permutacion P de S es una

secuencia
$1,%,...,5, Si€S

Para S con |S| = n, existen n! permutaciones diferentes
Cada una es una forma de ordenar los elementos de S

El arreglo A corresponde a una de esas permutaciones
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Caso promedio de InsertionSort

Definiremos el nimero promedio de inversiones como el promedio aritmético
del niimero de inversiones de cada una de las n! permutaciones

En lugar de contar inversiones para cada permutacidn, usaremos un truco
Para una permutacién P, consideremos su permutacién inversa P’

Existen n!/2 pares de permutaciones acompafiadas de su inversa

Ejemplo

Para n =3, las 3! = 6 permutaciones de S = {4,7,8} son
P,=478 y P{=8,7,4
P,=7,4,8 y P;=8,4,7
P;=7,8,4 y P3=487
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Caso promedio de InsertionSort

Tomando un par de elementos distintos x,y de S y un par de
permutaciones P, P", los indices de x e y estdn en inversién en alguna de
las dos permutaciones

Ejemplo

Para S = {4,7,8}, el par de elementos x =4 e y = 8, y el siguiente par de
permutaciones

los indices de x,y en P> son (1,2) y en Py, (1,0)
En P>, como 1<2y 4<8, (1,2) no es inversién

En P;, como1£0y4<8, (0,1) es inversién

Un par de indices (i,/) es inversién en P o en P’
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Caso promedio de InsertionSort

Como cada inversién aparece en una de las dos permutaciones del par P, P",

_ n(n-1)
2

#inven P + # inven P

Luego, tomando los n!/2 pares posibles de permutaciones de la forma
Py, Py, el promedio de inversiones es

Sp(#inven P) "I/ L (#inven Pc + # inven Py)
# permutaciones n!

~ —"("2_1) -nl/2

N n!

_n(n-1)

N 4

Una permutacién promedio tiene una cantidad de inversiones O(n?)

36 /40



Caso promedio de InsertionSort

Con este resultado podemos concluir la complejidad de InsertionSort en
el caso promedio

= La complejidad de InsertionSort es de la forma O(n + k)
m En el caso promedio k € O(n?)

u Luego, en el caso promedio InsertionSort toma tiempo O(n?)

jOjo! Esto va mas alld de InsertionSort
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Caso promedio de algoritmos de ordenacion

Teorema

Sea A un algoritmo de ordenacién. Si A corrige una inversién por
intercambio, entonces no puede ordenar mas rapido que @(n2) en el caso
promedio.

Corolario

A no puede ordenar més rapido que O(n?) en el peor caso.
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Complejidad de algoritmos de ordenacién

Resumimos los resultados de complejidad por caso hasta el momento

. . Caso Memoria
Algoritmo Mejor caso . Peor caso ..
promedio adicional
Selection Sort ? ? ? O(1)
Insertion Sort O(n) O(n?) O(n?) O(1)
Quick Sort ? ? ? ?
Merge Sort ? ? ? ?
Heap Sort ? ? ? ?

Ejercicio (propuesto)

Aplicando las estrategias que vimos hoy

Escriba el pseudocddigo de la versién in place de SelectionSort

Especifique complejidad del mejor, peor y caso promedio de

SelectionSort () de acuerdo a su propuesta
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Objetivos de la clase

O

Distinguir diferencias de InsertionSort y SelectionSort

[J Demostrar correctitud de InsertionSort

O

Comprender el efecto de la insercidn general en las EDD basicas

O

Comprender concepto de inversién y su rol en la ordenacién

O

Comprender casos (mejor, peor y promedio) en anilisis en complejidad

[l Determinar complejidad por caso para InsertionSort
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