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Problema de la Mochila sin Restricciones

El problema esta definido por (I,v,u, V), donde:
m Conjunto de items [.
m Funcién de volumen v : I — N*
m Funcién de utilidad w : I — NT
m VV € N* es el volumen a completar.
Objetivo:
Encontrar un multiconjunto E de elementos en I tal de

maximizar ) . u(e)
sujetoa y  cpv(e) <V

El problema de decidir si existe un multiconjunto F/, que satisface
las restricciones, y que es tal que > _pu(e) > k es NP-completo.
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Definicién Recursiva del Optimo

Sea Opt(V) la solucién éptima para (I,v,u, V). Podemos definir
Opt(V') recursivamente:

Opt(V) =
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Definicion Recursiva del Optimo

Sea Opt(V) la solucién éptima para (I,v,u, V). Podemos definir
Opt(V') recursivamente:

Opt(V) = méx {u( )+ Opt(V —w(e))}

eclw(e)<

donde méax se define como 0 si el conjunto esta vacio. Para
resolver el problema computamos Opt(v).

Ejercicio: Demuestre que Opt(V') define la solucién éptima para
(I,v,u,V).
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Calculando el Optimo Via un Enfoque Recursivo

m Directo.

m Muy Caro.
En el peor caso el tiempo para calcular Opt(V), T(V), se
puede escribir como:

T() = {LI[(T(U— 1) +¢) T/ZZ 0

de donde concluimos que T'(V') es O(|1]V).
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Bottom Up en vez de Top Down

Construimos un arreglo Opt y ahora definimos:

Optlv] = méx {u( ) + Optlv — v(e)]}

ecl:v(e)<

y la usamos para calcular Opt[0], Opt[1], ..., Opt[V].
i Cudl es el tiempo de ejecucion en el peor caso?
i Por qué esto funciona y cudando podemos usar este “truco”?

Relacionado: memoization.
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i Qué es Programacién Dinamica?

m Programaciéon Dinamica (PD) es una técnica para resolver
problemas de optimizacién que presentan:

Subestructura (jptima La solucién éptima se calcula usando
la solucién éptima de sub-problemas.

Problemas traslapados Al resolverlo en la forma recursiva
directa, es necesario resolver el mismo sub-problema mudltiples
veces.

m Consiste en cambiar la solucién recursiva tipica (top-down)
por un enfoque bottom-up.

m Bottom-up consiste en resolver problemas pequefios antes de
los mas grandes.
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Programacion Dindmica: jArte o Técnica?

El problema de la mochila 0-1 estd descrito por (I,v,u, V),
donde:

m Conjunto de items I.

m Funcién de volumen v : I — NT

m Funcién de utilidad w: I — NT

m V € NT es el volumen a completar.
Objetivo:
Encontrar un subconjunto F de I para

maximizar ) . u(e)
sujeto a ) cpv(e) <V
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Planteamiento Recursivo, primer intento

Podemos definir el valor éptimo recursivamente, asi:

Opt(v,I)
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Planteamiento Recursivo, primer intento

Podemos definir el valor éptimo recursivamente, asi:

Opt(v,I) = méx {u(e) + Opt(v—v(e), I\ {e})}

ecl:v(e)<v

donde méax se define como 0 si el conjunto esta vacio.
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Otra Formulacién

Elementos del problema:
m Conjunto de items I = {e1,...,e,}.
m Funcién de volumen v : I — N*
m Funcién de utilidad w : I — NT
| |

V € NT es el volumen a completar

Jorge A. Baier (DCC-PUC): 11C-2133 — Estructuras de Datos y Algoritmos Programacién Dindmica 9/ 16



Otra Formulacién

Elementos del problema:
m Conjunto de items I = {e1,...,e,}.
m Funcién de volumen v : I — N*
m Funcién de utilidad w : I — NT
m V € NT es el volumen a completar
Si definimos
méx{u(e;) + Opt(v — v(e:),i — 1), Opt(v,i — 1)} siv,i >0

Opt(v,i) =<0 sit=0,v>0
—00 siv <0

podemos calcular Opt(V,n).
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Pseudo-Cédigo para el Célculo de Opt(V, v)

1 Opt[0,0] <0

2 for v« 0toV do

3 for i < 1 ton do

if v —v(e;) <0 then opt; + —o0

else opt; < Opt[v — v(e;),i — 1]

Optlv, i] < méax{u(e;) + opt;, Opt[v,i — 1))}

4
5
6

El algoritmo es O(V - n), que es pseudo-polinomial en el tamafio
del problema.
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Las Rutas Mas Cortas (definiciones)

Un grafo dirigido es un par (V, E), donde:

m V es un conjunto de nodos.

m £ CV XV es un conjunto de arcos. (u,v) € E significa que
podemos movernos desde u hasta v.

Un grafo dirigido con pesos considera ademds una funciéon w: £ — R
que asigna un peso/costo a cada arco.
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Las Rutas Mas Cortas (definiciones)

Un grafo dirigido es un par (V, E), donde:

m V es un conjunto de nodos.

m £ CV XV es un conjunto de arcos. (u,v) € E significa que
podemos movernos desde u hasta v.

Un grafo dirigido con pesos considera ademds una funciéon w: £ — R
que asigna un peso/costo a cada arco.

Un camino entre u y v en un grafo G = (V, E) es una secuencia
VU1 - - - Uy, de vértices en V', donde u = vy y v = v, tales que
(vi—1,v;) € E paratodoi € {1,...,n}.
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Las Rutas Mas Cortas (definiciones)

Un grafo dirigido es un par (V, E), donde:

m V es un conjunto de nodos.

m £ CV XV es un conjunto de arcos. (u,v) € E significa que
podemos movernos desde u hasta v.

Un grafo dirigido con pesos considera ademds una funciéon w: £ — R
que asigna un peso/costo a cada arco.

Un camino entre u y v en un grafo G = (V, E) es una secuencia
VU1 - - - Uy, de vértices en V', donde u = vy y v = v, tales que

(vi—1,v;) € E paratodoi € {1,...,n}.

El costo de un camino vgv; - - v, es > w(vi—1, ;).
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Las Rutas Mas Cortas (planteamiento recursivo)

La distancia entre u y v, 6(u,v), es el costo de un camino de
costo minimo (shortest path) entre u y v.

Problema: Calcular ¢(u,v) para cada u,v € V.
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Las Rutas Mas Cortas (planteamiento recursivo)

La distancia entre u y v, 6(u,v), es el costo de un camino de
costo minimo (shortest path) entre u y v.

Problema: Calcular ¢(u,v) para cada u,v € V.

5(s.t) = {min(uvt)eE{é(s,u) + w(u,t)} s? s#t
0 siu="v

i Podemos usar esta relacién para aplicar programacién dindmica?
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Un Parametro Adicional

Definimos:

0(u,v, k) = distancia entre u y v por caminos de k o menos arcos

La definicién recursiva es ahora directa:

0 sis=t
0(s,t,k+1) =< w(s,t) sis#£tyk=0
ming, nep{d(s,v,k) +w(v,t)} sis#tyk>0

Observacién: Un camino mds corto entre u y v no puede tener
mas aristas que el total de nodos en el grafo.
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Distancias Mas Cortas entre Cada Par de Nodos

m Suponemos que el conjunto de nodos V = {1,...,n}.
m Matriz de pesos W donde w;; > 0 es el costo de arco entre 7 y j.

m w;; =00 sinohayunarcoentreiy j; w;; =0sii=j.
J J

1 function Slow-All-Pairs-Shortest-Paths(W')

2 DWW .. D™ matricesde n x n

3 DWW —w

4 n = nimero de filas/columnas de W

5 for k < 2 ton do

6 for s <+ 1 ton do

7 fort < 1 ton do

8 min $— oo

9 for v <~ 1 to n do

0 dist di],cfl) + Wyt
1 if min > dist then min « dist

-

12 dg’:) < min

13 | return D™

Que es O(n?).
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Otra Formulacién

Una camino vgu; ... v, atraviesa u si u = v; para algln
ie{l,...,n—1}.

m Supongamos V = {1,...,n}.
m Definamos d(u, v, k) como el costo del camino de minimo
costo entre u y v que no atraviesa por un nodo v > k.

m Ahora podemos definir:
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Otra Formulacién

Definition
Una camino vgu; ... v, atraviesa u si u = v; para algln
ie{l,...,n—1}.

m Supongamos V = {1,...,n}.

m Definamos d(u, v, k) como el costo del camino de minimo
costo entre u y v que no atraviesa por un nodo v > k.

m Ahora podemos definir:

min{d(i, j, k — 1), d(i, k, k — 1) + d(k, j,k — 1)} si k>0

d(i, j, k) = {w(i,j) sik=0

Jorge A. Baier (DCC-PUC): 1IC-2133 — Estructuras de Datos y Algoritmos Programacién Dindmica 15/ 16



El Algoritmo Floyd-Warshall

1 function Floyd-Warshall(W')
2 DW . D™ matrices del tamafio de W
3 DY W
4 for K+ 1 ton do
5 for i < 1 ton do
6
7

for j « 1 ton do
| d) = minfd 7V a4ty

8 return D™

Este algoritmo es O(n?).

Ejercicios:

m Dé un algoritmo para construir un camino de costo minimo a
partir D™ ; De qué orden es su algoritmo?

m Muestre cémo modificar el algoritmo para retornar
informacién para construir un camino éptimo en O(n).
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