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Insertion Sort

OO0

Version Inplace

Input: secuencia A, InsertionSort (A, n):

de largo n == 2 1 fori=1...n-1":

J=1i
while (j > 0) A (Al[j] < A[j -1]) :
Intercambiar A[j] con A[j — 1]
j=i-1

Output:Nada

L) B " I



Pseudocodigo
Analogia Q

Insertion Sort

OO0

Version Not Inplace

Notar que la versidén no in place requiere crear una
lista nueva a la que se le agrega de forma ordenada el
primer elemento de la lista original el cual se elimina
de ella.
Notar que esto es finito dado el largo finito de la
secuencia original
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Selection Sort v/s Insertion Sort

Forma de ordenacion I

Secuencia original
ordenada

Selecciona ordenadamente Toma el primero y lo inserta
e inserta en el primero de forma ordenada
No cambia la Beneficia la
complejidad complejidad
Caso promedio I o(n"2) I o(n"2) I
Memoria adicional
(versiones InPlace) 0(1) I 0(1) I




Pseudocodigo Q

Version not Inplace

Merge(A,B):
Input: secuencias A 1.Nueva secuencia vacia C
y B ordenadas 2.Sea a y b los primeros elementos de A y

. B respectivamente
Output: secuencia C P

ordenada 3.Extraemc?s menor entre a y b de su
secuencia
4.51 A y B no vacios volvemos a 2
Memoria adicional: 0(n) 5.Concatenar a C la secuencia no vacia

Complejidad tiempo: 0(n) return C



Pseudocodigo
Analogia Q

Version Inplace

Notamos que para la versidén no in place utilizamos memoria adicional
al usar una secuencia nueva para almacenar los elementos de A y B,
por ende usamos 0O(n) en memoria adicional, es decir, |A|+]|B| = n.
Por lo cual para la versidn in place 1o que se hace es usar el mismo
espacio reservado a A y B, osea que la memoria adicional es 0(1), y
luego se a de mover todos los datos mayores al insertado, lo cual

claramente genera un costo en el tiempo al tener complejidad de
o(n"2).
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Merge Sort

OO0

Version not Inplace + .

MergeSort (A):
Input: Secuencia A 1 if |[A|=1:return A

Dividir Aen A; y A
B, < MergeSort(A;)
B> < MergeSort(A2)
B < Merge(Bi, B)

return B

Output: Secuencia ordenada B

Qué estrategia algoritmica ocupa?

S o B W N



Merge Sort I

Debido a la recursion el orden de los pasos no es el
siguiente pero la ilustracion no quita precision sobre la
idea principal y resultado del algoritmo

Complejidad I

Mejor, promedio, peor caso
O(nlog(n)) I

Memoria adicional
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Extra 1: Ejercitemos



OO0 +

A pesar que MergeSort es 0(n#log(n)), e InsertionSort es

O0(n"2), en la prdactica InsertionSort funciona mejor para
problemas pequenos.

Sea n la cantidad de elementos en una secuencilia por
ordenar, Yy k un valor a determinar con k = n . Considera
una modificacidén de llergeSort llamada MergelnserSort en 1la
que n/k sublistas de largo k son ordenadas con
InsertionSort y luego unidas usando Merge.

< o~
Prequnta 1 - I1-2021-1 ©




OO0 +
a

a) Muestra que con InsertionSort se pueden ordenar n/k
sublistas, cada una de largo k, obteniendo n/k sublistas
ordenadas, en tiempo O0(nk) en el peor caso.

C

Pregunta 1 - I1-2021-1




OO0

=
e Sabemos que InsertionSort toma tiempo 0(n"2) en
arreglos de largo n

e Luego en un arreglo de largo k, toma tiempo 0(k"2)

e Como tenemos n/k sub listas, correr todos 1los
InsertionSort nos tomaria tiempo

- O(kQ%) = O(nk)
o~
Prequnta 1 - I1-2021-1 ©




OO0 +
a

b) Muestra cémo se pueden mezclar las sublistas
ordenadas, obteniendo finalmente una sola lista
ordenada, en tiempo 0(n log(n/k)) en el peor caso

C

Pregunta 1 - I1-2021-1




e Podemos juntar las sublistas de a pares, y correr el algoritmo MNerge
conocido, que corre en tiempo 0(2k) con k el largo de cada lista

e S1 las juntamos de a pares, vamos a tener que correr llerge una
cantidad n/2k de listas, por lo que la complejidad queda en 0(n).

e Ahora, repetimos el proceso, que va a tener nuevamente complejidad

0(n)

e Cudntas veces se repite el proceso? Se repite log_2 (n/k) veces

O(nlog(}))

Pregunta 1 - Il1-2021-1




OO0 +
a

c) Dado que MergeInserSort corre en tiempo O(nk + n
log(n/k)) en el peor caso, ¢cudl es el valor maximo de
k, en funcién de n (en notacién 0) para el cual
MergelnserSort corre en el mismo tiempo que MergeSort
normal?

Hint: log(log(n)) es despreciable, relativo a log(n),
para n suficientemente grande

C
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(o000 #)

Vemos que si tomamos un k en 0(1), entonces cumplimos con 1lo
pedido: O(nk + nlog(n/k)) = O(nlog(n))
Aprovechando el Hint, podemos probar con un k en 0(log(n))
O(nk + nlog(n/k)) = O(nk + nlog(n) — nlog(k))
= O(nlog(n) + nlog(n) — nlog(log(n)))
= 0(2nlog(n) —nlog(log(n)))
= O(nlog(n))

Pregunta 1 - Il1-2021-1




Extra 2: Ejercitemos



OO0 +
a

utiliza la estrategia “dividir para conquistar” dividiendo los datos en 2 y luego
resolviendo el problema recursivamente. Considera unavariante de quedivide los datos
en 3 y los ordena recursivamente, para luego combinar todo en un arreglo ordenado usando una

variante de que recibe 3 listas.

C
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OO0 +
a

a. Escribe la recurrencia T(n) del tiempo que toma este nuevo algoritmo para un arreglo de n
datos. {Cual es sucomplejidad, en notacion asintotica?

C

Prequnta 2




Sabemos que Merge funciona en O(n), v que MergeSort funciona en (1) para un solo elemento, y que para un

input n, esta variable llamara recursivamente a MergeSort tres veces, con inputs 5], [5] yn— |5] — [ § |para

después unir las 3 con Merge. Por lo tanto, la ecuacion de recurrencia quedaria:

- 1 ifn=1
n) = {T(Hﬂ) " T(LTH) +T('H- - [3] - [EJ) +n ifn > 1

Alternativamente:

1 ifn=1
Tm)y<{. . |
i-}.mif([%)—l—-n ifn>1

Pregunta 2




Pregunta 2 - a: Usando el Teorema lMaestro Q

Para la complejidad asintotica tenemos dos opeciones, utilizar el teorema maestro, o resolver la recurrencia
recmplazando recursivamente.
El teorema maestro resuelve recurrencias de la forma:

T(n)=a- T(n

b) + f(n)

Donde:

¢ n es el tamano del problema.,
¢ @ es el nimero de subproblemas en la recursidn.
¢ 3 el tamano de cada subproblema.

¢ f(n) es el costo de dividir el problema y luego volver a unirlo.
En este caso, podemos acotar la recurrencia por arriba, sabiendo que cada subllamada tendra a lo mas |_*—;-|
elementos, por lo que podemos decir que:
(i
T(n) < 3:4:'1"([3]) + 1

Aqui tenemos que a = b = 3, y f(n) = n, y tenemos que f(n) € O(n'°9*) = O(n'*9%) = O(n), por lo tanto,
seglin el teorema maestro (caso 2),
T(n) € O(n - log(n))




Recordemos el Teorema NMaestro Q

Master Theorem

Theorem (master theorem, simple form):

For positive constants a, b, ¢, and d, and n = b* for some integer k, consider

the recurrence
a ifn=1
r(n) ={ ’

cn+d-r(n/b), ifn>2

O(n), ifd<bd
r(n) =< O(nlogn), ifd=">

O(n'°g )  if d > b.




Pregunta 2 - a: Resolviendo recurrencia

Para resolver esta recurrencia reemplazando recursivamente buscamos un k tal que n < 3% < 3n. Se cumple que
k k k k °q o . . .
T(n) < T(3F). Como [%] = |% | =3"—[%]— %], podemos entonces, reescribir la recurrencia de la siguiente

forma:

1 if k =0
3F+3.7(31Y  ifk>0

T(n) < T(3%) = {

Expandiendo la recursién:
T(n) <T(3%) =38 +3. 31 4 3.7(3"2)]
= 3% + 3% + 32. T(3F2)]
— gk 4 gk 32, [3k—2 1+ 3. T(3k—3)
=38 4+ 3 4+ 3F 4+ 3%. 7(39)

=43+ 3. 7(3"7)




Pregunta 2 - a: Resolviendo recurrencia

cuando i = k, por el caso base tenemos que 7'(3"~%) = 1, con lo que nos queda
T(n)<k-34+3%.1
Ahora, tenemos que volver a nuestra variable inicial n. Por construccion de k:
3" < 3n

Tenemos entonces que
T(n) < k- 3"+ 3" < logz(3n) - 3n + 3n

Por lo tanto

T'(n) € O(n -logz(n)) = O(n - log(n))




OO0

=
b. GeneralizaestarecurrenciaaT(n, k) para la variante de que divida los datosen
k. i Cual esla complejidad de este algoritmo en funcion de ny k? Consideraque la cantidad

de pasos que toma para k listas ordenadas, de n elementos en su totalidad, es
n-log, (k). Porejemplo,sik = 2, toma n pasos, ya que log,(2) = 1.

Finalmente, é Qué sucede con la complejidad delalgoritmo cuando k tiende a n?

\ A
Prequnta 2 e




Pregunta 2 - b: Primera Solucidn

de una solucion ya que no era necesario realizar una demostracion formal, igualmente
en esta solucioén se incluye una explicacion mas formal.

Primera solucion

Una de las soluciones para generalizar la recurrencia de T(n, k) seria indicar en primer lugar que la funcién que
modela la recurrencia para este caso seria para n > 1

Se divide el arreglo en k arreglos de al menos [%] elementos.

.

ri <t ([gl.) o7 (] ) «+r ([3])

Costo de realizar merge para k arreglos ordenados
Y para n=1

T(1,k) = 1

Ahora bien, esto es equivalente a decir
T(n,k) < loga(k) -n+k-T ( m , k)
Si se reemplaza n por n < kY < k- n quedara

T(n,k) < T(kY,k) = loga(k) - kY + k- T (k¥~1, k)

Y de manera recursiva quedara

T(kY,k) = loga(k) - kY + k - (log2(k) - KY™' + k- T (k¥ "%, k))




Pregunta 2 - b: Primera Solucidn

Quedando finalmente

T(kY, k) = loga(k) - kY + k - (log2(k) - kY1 + k - (loga(k) - g (k) +k-T(1,k))))

Que en otras palabras es

T(kY, k) =y -kY -loga(k) + kY
Y por la condicion que se establecio en la definicién de kY, notar que
kY < k-n/logy

log(kn)

y < logk(k-n) = l0g (k)

Por tanto quedara

T(n, k) < T(kY) < G‘;ﬁg + 1) n-k-loga(k)+n-k

Reordenando
T(n,k) <loga(n) -n-k+n-k-(loga(k)+ 1)

A partir de esto se puede concluir que

2.T(n,k) € O(k-n-log(n))




Pregunta 2 - b: Seqgunda Soluciodn

Se explica a traves de un desarrollo correcto que el orden de complejidad es O(n * log(n))
Como por ejemplo

L +ki+1T(%,k)

log(k) log(n) logi(n)+1
log(2) "Tog(k) T "

nxloga(n) + nxk

e 0.75 pts por explicaciéon y/o mostrar de manera correcta el orden de complejidad
e 0.6 pts Por explicacion y/o mostracién correcta pero orden de complejidad incorrecto.
e 0.3 pts Por explicacién y/o mostracién con errores mayores

e 0 pts Por explicacién y/o mostracion incorrecta

Para el caso de la complejidad del algoritmo para el caso que k tienda a n, es claro que la complejidad tendera
a converger a O(n - log(n)). Es claro si se reemplaza en la ecuacién de recursién T(n,n).




