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MAT1620 — CALCULO 2

TEMPORADA ACADEMICA DE VERANO 2026

Interrogacion 3

Solucion

Problema 1

a) Clasifique los puntos criticos de la siguiente funcién:

flz,y) =2 +9° + 32% — 3y* - 8

Solucién: Calculando las derivadas parciales e igualando a cero:
Fulw,y) = 322 + 62 = 0, f,(z,5) = 35> — 6y = 0
Con esto, obtenemos los puntos criticos:
(—2,2),(-2,0),(0,2),(0,0)
Ahora, calculando las segundas derivadas parciales:

fee(z,y) =62 +6, f(z,y)=6y—6=0, f,=0
— D(z,y) = (62 + 6)(6y — 6)

Luego,
D(—2,2) = —36 (a)
D(-2,0) = 36 (b)
D(0,2) = 36 (c)
D(0,0) = —36 (d)
Finalmente,

En (—2,2) hay punto silla.

Para (—=2,0), D > 0y f.: <0, entonces se alcanza un maximo local.

Para (0,2), D > 0y f.: > 0, entonces se alcanza un minimo local.

En (—2,0) hay punto silla.
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Distrubucién de puntaje:

e 0.1 pts: Calcular correctamente cada una de las primeras derivadas.

0.1 pts: Encontrar correctamente cada punto critico.

0.2 pts: Calcular correctamente cada una de las segundas derivadas, es decir, frz, fyy, foy-

0.2 pts: Calcular correctamente D(x,y).

0.1 pts: Por evaluar D(x,y) en cada punto critico correctamente.

0.1 pts: Por evaluar f,.(—2,0) correctamente.
0.1 pts: Por evaluar f,.(0,2).

e 0.25 pts: Concluir correctamente la clasificacién de cada punto critico.

b) Encuentre, en caso de existir, los maximos y minimos absolutos de la funcién f(z,y) = xy
sobre la regién 422 + y* < 8.
Solucién:

Dado que la funcién f(z,y) es continua y la regiéon D = {(z,y) € R? : 42% + y? < 8} es
un conjunto cerrado y acotado, el Teorema de Valores Extremos garantiza la existencia de
maximos y minimos absolutos. Para hallarlos, analizamos los puntos criticos en el interior
y los extremos en la frontera.

Para los puntos criticos en el interior (4a* + y? < 8), calculamos el gradiente de f y lo
igualamos al vector nulo:

V(z,y) = (y,z) = (0,0)
El tnico punto critico es Py = (0,0). Verificamos que
40002+ (00>’ =0<38
por lo que pertenece a la regién, y el valor de la funcion en el punto es:

£(0,0)=0

Para encontrar puntos en la frontera, utilizamos el método de los Multiplicadores de La-
grange. Definimos la restriccién g(z,y) = 42*+y* = 8. Notamos que Vg = (8z,2y) # (0,0).
Buscamos resolver Vf = AVg:

(y, x) = A(8z,2y)

Esto genera el siguiente sistema de ecuaciones:

Yy =8\x (1)
r=2\y (2)
4o* +y* =8 (3)

Sustituyendo (1) en (2):
T = 2\(8\z) = 16\
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z(1—16A*) =0
De aqui surgen dos casos:

e Caso A: x = 0. Siz =0, por (1) y = 0. Sin embargo, el punto (0,0) no satisface la
restricciéon de frontera (3). Se descarta.

e Caso B: 1 — 1602 =0 — X2 =1

1
16 — )\::tz

Si A = §: Sustituyendo en (1): y = 8(3)z = y = 2z. Reemplazamos en la restriccién (3):
42 + (22 =8 = 4P +42° =8 = 81 =8 = x =+1
Obtenemos los puntos Pi(1,2) y P2(—1,—2). Evaluamos f:
f(1,2) = (1)(2) =2
f(=1,=2) = (=1)(=2) =2

Si A = —1: Sustituyendoen (1): y = 8(—1)z = y = —2z. Reemplazamos en la restriccién

(3):

4 +(—22)* =8 = 82’ =8 — = +1
Obtenemos los puntos P3(1,—2) y Py(—1,2). Evaluamos f:
f(1,=2) = (1)(=2) = -2
f(=1,2) = (=1)(2) = -2
Por lo tanto:

e Maximo absoluto: 2, alcanzado en los puntos (1,2) y (—1,—-2).

e Minimo absoluto: —2, alcanzado en los puntos (1,—-2) y (—1,2).

Distrubucién de puntaje:

0.4 pts: Justifica existencia de maximo y minimo absoluto.

0.5 pts: Identifica punto critico (0,0).

0.5 pts: Plantea correctamente el sistema de ecuaciones utilizando Multiplicadores de
Lagrange para la frontera.

0.5 pts: Encuentra puntos (1,2). y (=1, —2)
0.5 pts: Encuentra puntos (—1,2) y (1, —2).

0.6 pts: Evalua e identifica maximo y minimo absoluto.
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Problema 2

a) Encuentre el volumen de la regién sobre el plano z = 0, bajo el paraboloide z = 2% + ¢y* y
en el interior del cilindro 22 + y? = a2, donde a > 0 es constante.

Solucion:
V= // (% + y?)dA,

Note que
donde D, = {(z,y): *> + y* < a*}. Usando coordenadas polares se sigue que

27 a 744
V = / / 3 rdrdd = 2mr—
0 0 4

Nota: También se puede calcular el volumen mediante coordenadas cilindricas mediante la

siguiente féormula
V= / / / 1av,

donde S, = {(z,y,2) € R¥: 2?2 +y?> < a? 0 < 2z < 22 + y*}. En efecto, haciendo z =
rcosf,y = rsenf, z = z, obtenemos que las ecuaciones del paraboloide y del cilindro son,
respectivamente

r=a  at

r=0 2 ’

z=71% r=a

Asi, la nueva region de integracion esta dada por
{(r,@,z)€R3]0§r§a,0§9§2w,0§z§r2}.

Luego, en coordenadas cilindricas V' viene dado por

a 2 r2 a 27 a 7TCL4
V:// / rdzd@dT:// T3d6’dr:27r/ rdr = —
o Jo 0 o Jo 0 2

Distribucion puntaje:

e (0.5 pts) Identificar la regién de integracién: D, en la forma 1, S, para la forma 2

(0.5 pts) Férmula de volumen con el integrando correcto: z* + y? en la forma 1, 1 en
la forma 2.

(0.5 pts) Proponer el cambio de variables: coordenadas polares en forma 1, coorde-
nadas cilindricas en forma 2.

(0.5 pts) Efectuar el cambio de variables, incluyendo el Jacobiano.

(0.5 pts) Integrar de manera correcta.

e (0.5 pts) Dar la respuesta correcta..

b) Calcule el volumen del sélido definido por 22 +y? < lconz,y >0y 0< 2 <1 —x.
Solucién:
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El solido estd descrito por el cuarto de cilindro sélido en el primer octante que es cortado
por el plano = + z = 1. Definimos dicha regiéon como

E={(r,y,2) eR*: a* +y* <1, ,2,y >0, 0<2<1—a}.

De manera que el volumen viene dado por

ol

En coordenadas cilindricas E se puede representar por la siguiente regién

R={(r0,2) eR’:re[0,1], 0€(0,m/2], 0<z<1—rcos(f)}.

w/2 pl  pl—rcos(f)
V= / / / rdzdrdf.
0 0 0

Integrando en z y r se tiene que

/2 pl T2 /1 1
V= / / r — 12 cos(0)drdf = / (— — 3 COS<9)) dp.
o 0 0 2 3

Luego,

Se sigue que

Distribucion puntaje:

e (0.5 pts) Identificar la region de integracién E

0.5 pts) Formula de volumen con el integrando correcto 1

0.5 pts) Efectuar el cambio de variables, incluyendo el Jacobiano.

0.5 pts) Integrar de manera correcta.

( )
( )
(0.5 pts) Proponer el cambio de variables en coordenadas cilindricas.
( )
( )
( )

0.5 pts) Dar la respuesta correcta..

Es posible ocupar una integral doble para calcular el volumen: Esta forma deberia ser

//1—a:dA, D={(z,y) €eR*: 2> +¢* <1, z,y > 0}.
D

En caso de ésta estrategia, de manera analoga como la forma 1 del Problema 2.a.
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Problema 3

Considere la regién R encerrada por las curvas © = 3%, x = 3y?, 22 = y y 2% = 2y. Utilice el
2

x :
v = — para evaluar la integral

1
EL
R

cambio de variable u = —,
)

u 1
Sugerencia: Puede ser wtil calcular — y —=
Solucién: )
x x
Consideremos el cambio de variable v = —, v = —. La imagen de la regién R se obtiene
Y

evaluando la frontera:
e rx=y = u=1
o r =3y = u=3
e =y = v=1
o 1P=2y — v=2

Por lo que la regién en el plano uv es el rectdangulo D, = [1,3] x [1,2].
Calculamos el Jacobiano de la transformacién inversa ggzz;

O(u, v Ju  Ju L - 2 4a2?  32?
: >=det<2£ 2z)=det b B|=-ot-r=-7
d(,y) 9 oy T ¥ty y

El Jacobiano para el diferencial de area dA es el reciproco:

Notamos que

Por lo tanto, el Jacobiano en términos de u y v es: J = #
Ademas, tenemos que
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De esta forma,

I fas= 2o
// o '(3u2) dude
=5 [ e
=5 ([ v ([ )
hﬁuﬂj(-%)’j

1
3
1 1 In3
:—l - —_
3<n3)(2> 6

Distribucién de puntaje:

e 1 pt: Determina correctamente la regién para u y v (u € [1,3], v € [1,2]).

0.8 pt: Calcula correctamente 82“ 2) despeja z e y en términos de u y v.

O(u,v)
A(zyy)’

0.7 pt: Calcula correctamente J = ggig;

astgnar este puntaje siempre y cuando sea consistente.

en términos de u y v. En caso de error en

1 pt: Identifica correctamente que w—lg, =

1.5 pt: Realiza correctamente el cambio de variable. En caso de error en partes anteriores,
asignar este puntaje siempre y cuando sea consistente, y la integral no dependa de x e y.

0.5 pts: Calcula correctamente la integral respecto a wu.

0.5 pts: Calcula correctamente la integral respecto a v.
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Problema 4

Encuentre el volumen de una piramide de base cuadrada cuya base en el plano XY es el cuadrado
[—1,1] x [—1,1] y vértice (0,0, 1).

Solucion: Si observamos los planos YZ y XY, podemos identificar ecuaciones de la rectas que
permiten definir los intervalos para las variables = e y. Asi,

e Plano Y Z:

. 06 -04 -02 0 0.2 04 0.6 0.8 1 12

0.2

-04

-06

-0.8

donde ¢ (recta azul) representa:

y=—z+1
y f (recta roja) representa:
y=2z-—1
. Es decir,
z—1l<y<-—z+1
e Plano X Z:

Similar a lo hecho en el plano Y Z, se puede concluir:

z—1<zx< —2+41

Con esto, establecemos la region R:

R={(z,y,2):0<2<1,z—-1<y<—z2+4+1lz-1<z<—2+1}

1 1-2 1-2 1 1-2 1 4
/ / / ldzdydz = / / (2 —22)dzdy = / (2 —22)%dz = =
0 z—1 z—1 0 z—1 0 3

.. El volumen de la pirdmide es %.

Luego,

Distrubucion de puntaje:
e 1 pts: Identificar el intervalo de z.

e 1 pts: Identificar el intervalo de y.
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e 1 pts: Identificar el intervalo de x.
e 1 pts: Establcer correctamente la triple integral en la region.

e 2 pts: Respuesta correcta.
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Problema 5

a) La siguiente integral iterada representa la integral triple de la funcién f(x,y, z) en una regién

R:
2 3x 5—3x
/ / / flx,y, z)dzdydz
0 2 0

Escriba esta integral triple como integral iterada en orden dz dz dy.
Solucién:

/02/25$/05_3zf(x,y,z)dzdydx://E (/05_3$f(x,y,z)dz) dy dz

Analizando la region que corresponde a la proyeccién en el plano xy,

Debido al cambio en el orden de integracion, la regién E se debe dividir en las regiones E
y E2 (E = E1 UEQ),

://E1 (/05_3$f(x,y,z)dz) drdy + //E2 (/05_3mf(x,y,z)dz> dz dy
:/04/::2/05_%f(x,y,Z)dzdxdy + /46/y/23/05_3xf(x,y,z)dzdxdy

Distribucion de puntaje:
e 0,5 pts: Identifica correctamente la regién en el plano zy ( 0 < z < 2, 20 <y <
3x).

e 0,5 pts: Representa (o describe) correctamente la regién E en el plano xy mediante
las rectas y = 2z y y = 3z, indicando que estd acotada por 0 < z < 2.

e 0,5 pts: Determina correctamente el rango global de y (0 < y < 6).

e 0,5 pts: Despeja correctamente x en funcion de y:

Y Y
Y z x ok Y x T 5
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e 0,5 pts: Divide correctamente la region en dos partes (cambio de cota superior en x),
y plantea correctamente:

NS

; Ey: 4<y<6, 2 <z<2.

wle

Bi: 0<y<4, S<a<
e 0,5 pts: Escribe correctamente la integral triple equivalente en el orden dz dx dy.

b) Utilice el orden mds conveniente y calcule le siguiente integral:

[ [ weraa

tal que R es la regién acotada pory =4 —x, y =10, z = 0.

Solucion:

Veamos la gréafica de la region:

Consideremos entonces el siguiente orden de integracién:

4 10 4 4 4
/ / ze®dydr = / ze®(4 — x)dr = / (4ze®)dx — / (z%e”)dx
0 Jo—da 0 0 0

Integrando por partes, obtenemos:

4 4
/ (4ze®)dx — / (z%e)dr = 12¢* +4 — 10e* +2 = 2¢e* +6
0 0

Distrubucién de puntaje:

e 1 pts: Plantear correctamente la doble integral con sus limites de integracion. (segin
el orden, que tenga sentido)

e 0.5 pts: Por calcular f04(4(£6x)d$ o equivalente.

e 0.5 pts: Por calcular f04(:c26“”")dx o equivalente.

e 1 pts: Respuesta correcta.
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