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1. Dada la funcion
flay) =2 —ay+y°

1
(a) Demuestre que (

& 12) es un minimo local de la funcién f.

Solucion:

1
Se observa que (

5’ 12) es un punto critico de f ya que

11
como f,(x,y) = 322 — y, se tiene que f, ( ) =0y como f,(z,y) = —z+2y

6’12
. 11
se tiene que f, (6’ 12) =0

11
Por otro lado se tiene que D (6’ 12> > 0, donde D(z,y) = fou(®,y) fyy(z,y) — (fay(@,y))? ¥ que

11
foa (6’ 12) > 0, donde f,, = 6z, por lo que por la prueba de la segunda derivada se concluye que

<é, 12) es un minimo local de la funcién f.

Criterio de correccion:

e (0.1 pto) por f, (é,é) =0y fz ((137112> =0
e (0.1 pto) por D(z,y) = fmz(x,y)fyy(xvy) - (fa:y(x7y))2

11

e (0.1 pto) por D <6’ 12) >0

11
1 pt wr | =5 —
e (0.1 pto) por f, (6 12) >0
(b) Determine todos los puntos maximos y minimos globales de f definida sobre la region
{(2,9): 0<2<1,0<y <1}

NOTA: Algunos de estos dados podrian ser ttiles

. f(?,l)%o.(ﬁ . f(%,1)~0-63 . f((),?)%().%
. f(l,%)z0.75 . f(l,—?)zl.m . f((),_g)z().gg
. f(?,@)zo.lg . f(-?,nm.?,g . f(l,—%)z1.75
. f(%%)%o o f(1,%°2)~0.76 . f(*%71)~1~38

- g



Solucion:

Del sistema con ecuaciones f, = 322 —y =0y fy = —x + 2y = 0 obtenemos dos puntos criticos,

1 1
(0,0) |y ( ) , los cuales ambos pertenecen a la region{(z,y) : 0 <z <1,0<y <1}

6712

Veamos ahora los puntos critios de la frontera de {(z,y) : 0 <2z <1,0<y < 1}.

Siz=1con0 <y < 1tenemos que f(1,y) = g(y) = 1—y+y?. Luego como ¢'(y) = —1+2y =0
1

5) es un punto critico en ese segmento. Agregamos los puntos extremos,

estos son cuando y =0ey =1: [ (1,0) |y |(1,1)

Siz=0con0<y<1tenemos que f(0,y) = g(y) = y>. Luego como ¢'(y) =2y =0siy =0,
entones (0,0) es un punto critico en ese segmento. Agregamos los puntos extremos, esto son

cuandoyzOey:l:y
3

Siy=0con0<x <1 tenemos que f(z,0) = g(z) = 3. Luego como ¢'(z) = 32? = 0 si
x = 0, entones (07 0) es un punto critico en ese segmento. Agregamos los puntos extremos, esto

son cuando x =0y z = 1: y

Siy=1con0 <z < 1tenemos que f(z,1) = g(x) = 23 —2+1. Luego como ¢'(z) = 32°—1 =10

V3 V3 V3 V3

six = 5 0r=-75 entonces | (—, 1) |y | (—=

Agregamos los puntos extremos, esto son cuando x =0exz =1: [(0,1) |y |(1,1)

1
siy = 2 entones | (1,

1) | son puntos criticos en ese segmento.

Juntando todos los puntos criticos, finalmente obtenemos que todos ellos son

Como la funcién es continua en la region

{(z,y): 0 <2 <1,0 <y <1}, que es un conjunto cerrado y acotado, el teorema de valor extremo
nos garantiza que f alcanza maximos y minimos absolutos, por lo que solo basta mirar las imagenes
de todos sus puntos. Estos son:

f(0,0)=0

1 1
of<6,12>%



. f(?@) ~1.38

e f(0,1) =
Por lo que se alcanza un minimo absoluto en (0,0) y méximo absoluto en los puntos (1,0), (0,1)

y (1,1).

NOTA: Observar que f ~ 0, no es cero, por lo que no es absoluto. Pero si el alumno lo

1
612
incluye como absoluto, considerarlo bueno.
Criterio de correccion:

e (0.1 pto) por encontrar puntos criticos del interior de la region.

0.2 pto) por encontrar puntos criticos en uno de los segmentos de la region.
0.2 pto)
)
)

por encontrar puntos criticos en otro de los segmentos de la region.

0.2 pto
0.2 pto) por encontrar puntos criticos en otro de los segmentos de la region.

por encontrar puntos criticos en otro de los segmentos de la region.

[ ]
e (0.1)por determinar los minimos absolutos usando el teorema
[ ]

(
(
(
(
(
(0.1)por determinar los méaximos absolutos usando el teorema

2. Encuentre los valores maximos y minimos de f(z,y, z) = zyz sobre la esfera 22 + y? + 2% = 3.

Solucién:

Se tiene que Vf = (yz,zz,7y) y que Vg = (2z,2y,2z) donde g(z,y,z) = x2 +y? + 22 = 3. Luego
usando el método de Lagrange, debemos encontrar los puntos (z,y, z) tal que 7 f = A 7 ¢ para algan
M. con z2 +y? + 22 = 3.

Es decir debemos resolver el sistema

yz = \2x (1)

xz = A2y (2)

xy = A2z (3)

2yt 422 =3 (4)

Multiplicando ecuacion (1) por z, ecuacion (2) por y y ecuacion (3) por z obtenemos

ryz = \22” (5)

zyz = \2y? (6)

Yz = N2> (7)

w2yt 422 =3 (8)

1
luego se obtienes que 3zyz = 2\(z2 + y? + 22),. Como 2% + y% + 22 = 3, se obtienes que

e Si xyz # 0, entonces reemplazando en ecuaciones (5),(6) y (7) obtenemos que x = —1, z = 1,
y=—-1,y=1,2=—10z=1. Con esta informaciéon podemos obtener los puntos que satisfacen
el sistema.

- (LL1), f(1,1, 1)

~ (-1 1,17),
1)

1
f(=1
- (L [, =

7



- (1,1,-1), f(1,1,-1) = -1

— (-1, 17 1), f(— 17 1,1)=1
(1’ )v f(lv - ) =1
( ) f( 1, 17 _1) =1

- (_]—v_]-a _1)7 f(_]-a _17_1) =-1
Notar que si, por ejemplo © = 1y que y y z sean distintos de 1 o —1, luego como f(z,y,z2) = yz

y como y? + z? = 2, se obtiene que —1 < yz < 1 por lo que estos puntos criticos no serdn max o
min. (mismo cosa otros casos)

e Si zyz = 0, significa que z =00y =00 z =0, en cuyo caso f(z,y,z) = 0, que no serd max o
minimos ya que las imagenes de los otros puntos son 1 o -1.

Por lo que los valores méximos y minimos de f(z,y, z) = 2yz sobre la esfera 22 + y? + 22 = 3 son

f(1,1,1) = 1 max
(—1,1, 1), f(=1,1,1) =
1,-1,1), f(1,-1,1) = =1, min
[, )=
-1

—1, min

(

(17 ? )7 ]'

(—-1,-1,1), f( 1 ,1) =1, max
(

(-

(-1

—1, min

1,-1,-1), f(1,-1,-1) = 1, max
’1’ )f( 1,1, 1)21,max
,—1,-1), f(-=1,-1,-1) = =1, min

Criterio de correccion:

(0.2 pto) por Vf = (yz, 22, vy)
0.2 pto) por Vg = (2z, 2y, 2z)

0.2 pto) por sistema con las 4 ecuaciones de Lagrange.

)
)

0.3 pto) por anélisis en encontrar las soluciones del sistema.
)

0.2 pto) por evaluar los puntos criticos.

0.2)por determinar los minimos

(
(
(
(
(
(0.2)por determinar los maximos

3. (a) Calcule la siguiente integral / / v/ y? + 2dydx, cambiando primero el orden de integracion.
0 2z

(b) Use integrales dobles para calcular el volumen del solido que esta bajo la esfera
22 +y? + 22 = 9, arriba del plazo z = 0 y dentro del cilindro 2 + y? = 5.
Nota: Puede dejar indicados sus calculos finales.

Soluciéon:

(a) Notar que de los limites de integracion tenemos que:

Cuya region es:




De lo anterior tenemos:
0<y<6
1
0<z <~
ST S 29
Y por lo tanto al cambiar el orden de integraciéon tendriamos:

Yy
VY2 + 2dxdy

3 6 6 1
/ / VY2 + 2dydx = /
0 Joux 0o Jo

Ahora calculando tenemos:

1
2

3 6 6 Y 6
// \/mdydx:/ (V7 +2) dy=/ %w/ﬁdy: (é (y2+2)g>
0 Jox 0 0

0

Criterio de correccion:

e (0.2 punto) por identificar la dependencia inicial de las variables z e y.
e (0.1 punto) Por reescribir la nueva dependecia de la variables.

e (0.2 punto) por intercambiar el orden de integracion correctamente.

e (0.2 punto) por calcular las antiderivadas correctamente.

(0.1 punto) por el calculo final (puede quedar indicado)

(b) Dado que lal regiéon que nos interesa es la parte superior de la esfera tendriamos que: z =
v/9 — 22 — y2 y por otro lado la regiéon sobre la cual integraremos sera el disco:
D = {(z,y) : 22 + y* < 5} esto debido cilindro.
De este modo el volumen del cilindro sera:

V:// V9 — 22 —92dA
D

Usando coordenadas polares tenemos que: © = rcosf; y = rsinf con

0<6<2rm
0<r<+V5

Por lo tanto el calculo del volumen sera:
VZ// V9 — 22 —y2dA
D
27 \/5
= / / v 9 — r2drdf
0 0
27 1 \/5
= — = 9 — T2 d9
| —50-m
271' 19
- / 1940
0o 3

_3r
3

Nlw

0

Criterio de correccion:

e (0.2 punto) por plantear la integral que calcula el volumen.
e (0.2 punto) por realizar el cambio de coordenadas correctamentte.
e (0.2 punto) por calcular las antiderivadas correctamente.

( )

e (0.1 punto) por el calculo final (puede quedar indicado)



4. (a) Evalue la integral 3 — 4xdV donde E es la region bajo z = 4 — zy y arriba de la regiéon del
E
plano zy definida por 0 <z <2, 0 <y < 1.

(b) Use coordenadas esféricas para evaluar la integral / / / 16zdV donde E es la mitad superior de la
E

esfera 22 +y? 4 22 = 1.
Nota: Puede dejar indicados sus calculos finales.

Solucion:

(a) Notar que de las condiciones del problema:

0<2<4—2xy

y por tanto nuestra integral triple es:

Jlfa=sen = [ [0 ame]a

Con D={(z,y):0<2<2 0<y<1.}.

Luego tendriamos:
2 1 d—zy
/// 3 —4dxdV = / / / 3 — dxdzdydx
E o Jo Jo
2 rl 4—zy
/// 3 —dzdV = / / (3 —4x)z
E o Jo 0

dydzx
2 1
:/ /(3—4x)(4—azy)dyd:c
o Jo

/
2 3
= / <2x2y2 — ixy2 — 162y + 12y>
0
/

Calculando:

1

dx
0

2
12 — %x + 222dx

2

2
= (122 — ﬁxz + Za8
4 3 0

~ (120~ Fw+30) -5

Criterio de correccion:

(0.1 punto) por escribir entre que valores de mueve z.

(0.2 punto) por plantear la integral triple con todos sus limites.

(0.2 punto) por calcular las antiderivadas correctamente.
(0.2 punto) por el calculo final (puede quedar indicado)

(b) Dado que la region sobre la cual integramos es la mitad superior de la esfera tenemos que:

1
2

p
0

IA A
3

IN A

0
0
0

IN
IN

vl 3

P

Asi la integral a calcular seréa:



5 2 1
/// 162dV = / / / p? sin p(16p cos p)dpdfdyp
E o Jo Jo
z 2w 1
/ / / 8p3 sin(2¢)dpdfdey
o Jo Jo
/’z’
0

= /2 47 sin(2¢)de
0

=27 cos(2<p)|0%
=A4r

C\w
3

2sin(2¢)dfdp

Criterio de correccion:

(0.1 punto) por escribir entre que valores de mueve p.

0.1 punto) por escribir entre que valores de mueve 6.

0.1 punto) por escribir entre que valores de mueve ¢.

or calcular las antiderivadas correctamente.

( )
( )
(0.2 punto) por plantear la integral triple con todos sus limites.
(0.2 punto) p
( )

0.1 punto) por el célculo final (puede quedar indicado)



