PoNTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
FACULTAD DE MATEMATICAS

MAT1620 — CALCULO 2

SEGUNDO SEMESTRE DE 2025

Pauta Interrogacion 3

Problema 1

(a) Considere la funcién

3
oy = Ty @700

0 si (z,y) = (0,0).

Un célculo directo muestra que, para (z,y) # (0,0), se tiene que

2y 4 3223 25 — 2By?

f:r(xvy) = (=T2+y2>2 ) fy(xay> = m?

mientras que f,(0,0) = £,(0,0) = 0.

(al) (2pts) Calcule f,,(0,0) y fy(0,0).
(a2) (1pt) ;Son las derivadas fy, v f,. continuas en (0,0)7 Argumente claramente su
respuesta.

(b) Definimos 7(x,y) = /22 + y?, para (z,y) € R*\ {(0,0)}. Considere la funcién u(r(z,y)).
Asuma que u es dos veces derivable con respecto a r y que r es dos veces derivable con
respecto a x e y.

(bl) (1pt) Muestre que
Ju dux
or drr’
(b2) (2pts) Muestre que
Pu dPux®  dur? —a?

Fr R R m—

Solucion

(al) Calculamos las derivadas parciales por definiciéon. En primer lugar, tenemos

- o Fa(0,04h) — £,(0,0) g0
Por otro lado,
_ o HO+R0) = £0,0) -0 B

3 de Noviembre de 2025 MAT1620 — Pauta Interrogacién 3 Pégina 1 de 7



(a2) No. En primer lugar, es facil ver que las derivadas parciales f,, y f,. son continuas para
(z,y) # (0,0), dado que la funcién racional zfg)Tyyz posee derivadas parciales continuas de

cualquier orden cuando su denominador no se anula. Luego, si f, y fy. fueran continuas en
(0,0), por el teorema de Clairaut deducirfamos que f,,(0,0) = f,.(0,0), lo que no es cierto
en vista de la parte anterior.

(bl) En primer lugar, notemos que

2x x
O,r(x,y) = O/ 22+ 12 = ——— = —.
) = O = g

Luego, aplicando la regla de la cadena, tenemos

Qu_duﬁr _duz
or drdr drr’

(b2) Aplicando la regla de la cadena, tenemos que

Cordr2dz dr r2
x

 PPua? du” T,

=g g

_ dPuz® dur® —a?

TR T e

9%u 0 (dum) B xi (d_u) du 0O (x) B x d?u Or d_uramx—xamr

92 oz \drr) roe\dr)  drow\r

Problema 2

(a) (1.5pts) Determine la aproximacién lineal de la funcién f(x,y) = e *¥ cos(y) en (m,0).

(b) (1.5pts) Sea f(x,y) = ye ™. Encuentre todas las direcciones en las cuales la derivada
direccional de f en el punto (0,1) es igual a 1.

(c) (3pts) Determine y clasifique los puntos criticos de f(z,y) = y?e™® + (x — 1)? en R2.
Solucién

(a) Notemos que

folz,y) = —ye ¥ cos(y) v fy(z,y) =—xe Y cos(y) — e *sin(y).

Evaluando en (z,y) = (m,0), obtenemos f(7,0) =1, f,(7,0) =0y f,(7,0) = —x. Por lo
tanto, la aproximacién lineal L(z,y) de f(z,y) en (m,0) estd dada por

L(x7y) = f(?T,O) + fx(’/T,O)(l’ - 7T) + fy(7r70)y =1- Y.

(b) Notemos que
fo(z,y) = —yPe™ y fy(@,y) =™ —xye ™.
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Evaluando en (z,y) = (0, 1), obtenemos f,(0,1) = —1y f,(0,1) = 1. Consideremos ahora
una vector unitario v = (v, v2). Luego

avf(O, 1) = vlfx((), 1) + Uny(O, 1) = —v1 + Vo.

Buscamos entonces todos los vectores (vy,vg) con |(vy,v9)| = 1y tal que 9,f(0,1) = 1. Esto
equivale a resolver el sistema

vV4vi=1y —v+uvy=1

De la segunda ecuacién deducimos que v, = 1 + v;. Reemplazando en la primera ecuacion,
obtenemos vi+ (1+v1)? =1 <= 20;+20? =0 <= v (1+v) =0 < v; =0Vv; = —1.
Por lo tanto, los vectores buscados son (0,1) y (—1,0).

(c) Calculamos
folwy) = —yPe"+ 2 - 1) vy fyla,y) =2ye™"
Los puntos criticos satisfacen f, = f, = 0. Alimponer lo anterior, en primer lugar obtenemos
0= f,(r,y) =2ye * <= y = 0. Insertando esto en la ecuacién 0 = f,(z,0) = 2(z—1) <=
x = 1. Por ende, el tnico punto critico de f es (1,0). Para clasificarlo, calculamos las
segundas derivadas de f en dicho punto. Tenemos

fea(2, ) = 2"+ 2, fuy(@,y) = fu(x,y) = =2y vy fyyla,y) = 2e77.

Evaluando en (z,y) = (1,0), obtenemos f,,(1,0) =2, f,,(1,0) = f,.(1,0) =0y f,,(1,0) =
%. Luego,
2 4
D(1,0) = f12(1,0) fyy(1,0) — f4,(1,0)* = 2-—-0==->0.

Finalmente, como f,,(1,0) > 0, deducimos que (1,0) es un punto de minimo local.

Problema 3

x(a) (2pts) Sea f una funcién continua sobre el disco (cerrado) D = {(z,y) € R* | 22 +y? < 1}.
Determine los valores de méximo y minimo global de f sobre D, sabiendo que f verifica las
siguientes condiciones:

e f,(,0) no existe para x € (—1,1);
o |Vf(z,y)| >0 paraz?+y* <1 cony #0;
e f(0,0)=—-2< f(z,0) <0 parax € (—1,1);
o f(z,y) = 2%y para (z,y) tal que 2% +3? = 1.
(b) (2pts) Considere la funcién f(x,y) = z y la curva g(z,y) = y*> + z* — 2% = 0, cuyo grafico
se visualiza en la Figura 1.

Demuestre que el valor de minimo de f bajo la restricciéon g(x,y) = 0 se alcanza en (0,0),
pero que sin embargo no existe A € R tal que Vf(0,0) = AV¢(0,0). {Por qué falla el método
de los multiplicadores de Lagrange? Justifique claramente su respuesta.

(c) (2pts) Utilice el método de los multiplicadores de Lagrange para determinar el valor maximo
de f(z,y) = \/zy para z,y > 0 tales que z +y = 1.
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Figura 1: Gréfico de g(z,y) =0

Solucion

(a) Dado que f es una funcién continua sobre el conjunto compacto (cerrado y acotado) D,
sabemos que f alcanza su maximo y minimo global sobre D. Para calcular los valores de
maximo y minimo global de f, comenzamos por encontrar los puntos criticos de f en el
interior de D, es decir, para (z,y) tales que 2 + y? < 1. Dado que f,(z,0) no existe para
x € (—1,1), tenemos que todos los puntos de la forma (z,0) con = € (—1,1) son puntos
criticos de f. Por otro lado, dado que |V f(z,y)| > 0 para 2% + y* < 1 con y # 0, deducimos
que f no tiene mas puntos criticos en el interior de D. Ahora, analizamos lo que ocurre en
la frontera de D, es decir, para (z,y) con 2 + y* = 1. En dicho caso

flzy)=2*y=01-y)y=y -y’ = g(y).
Buscamos entonces los valores extremos de g para y € [—1,1]. Notemos que

d
T 32 =0 = y=+—.

dy V3

Notando que g(—1) =¢(1) =0, g (\%) = % y g (—\%) = —%, deducimos que
2

2
—3—\/§§f($7y)§ﬁ

para (z,y) en la frontera de D. Finalmente, dado que
f(0,0) =—-2< f(x,O) <0 para r € (_17 1)7

deducimos que los valores de maximo y minimo global de f sobre D estan dados respectiva-
mente por %g y —2.
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(b) Por el grifico de g(z,y) = 0 deducimos que
g(x,y) =0 = z € [0,1].

Luego, como f(z,y) = z, deducimos que 0 = f(0,0) < f(z,y) para todo (x,y) tal que
g9(z,y) = 0.
Por otro lado, notemos que

Vf(z,y)=(1,0) vy Vg(z,y)= (4a® - 32% 2y).

Evaluando en (x,y) = (0,0), vemos que Vf(0,0) = (1,0) y Vg(0,0) = (0,0). Por lo tanto,
no existe A € R tal que V f(0,0) = AVg(0,0). Para aplicar el método de los multiplicadores
de Lagrange, es necesario que Vg(z,y) # (0,0) para todo (z,y) tal que g(x,y) = 0. Sin
embargo, dado que Vg(0,0) = (0,0), vemos que la condicién anterior no se satisface.

(c) Buscamos maximizar la funcién f(x,y) = /zry para z,y > 0 tales que h(z,y) =z +y = 1.
Notemos que

Vh(x>y) = <17 1> # <070>7

para todo (z,y). Esto, sumado al hecho de que claramente la funcién f posee un méaximo en
el conjunto buscado (estamos maximizando una funcién continua sobre un campacto), nos
permite utilizar el método de los multiplicadores de Lagrange. Notando que f(x,y) = 0 si
xr =0Vy =0, deducimos que para encontrar el maximo de f debemos resolver el sistema
de ecuaciones, para z,y > 0,

Y T
2./7y’ 2./TY

donde A es un multiplicador de Lagrange. De la primera relaciéon, deducimos que x =
Insertando en la segunda relacion, obtenemos que x +y =1 <= 2z =1 < z =

Evaluando f(z,y) en el punto (%, %), que es el Unico que resuelve el sistema anterior (en

conjunto a A, el que no es necesario determinar), obtenemos el valor de maximo de f, el cual

estd dado por f (3,1) = 1.

Vf<x,y>=< >=Wg<x,y>zx<1,1> v ey = 1,

- S

Asignacion de puntajes

Problema 1

(al) (i) (0.4 pts) Escribe correctamente f,,(0,0) = }lll_)r% f“”(O’OJrh}z_f“”(O’O).
(ii) (0.6 pts) Calcula correctamente f,,(0,0) =
(iii) (0.4 pts) Escribe correctamente f,,(0,0) = }lgr(l) fy(0+h’02_fy(0’0).
(iv) (0.6 pts) Calcula correctamente f,,(0,0) = 1.

(a2) (i) (0.2 pts) Indica que la respuesta es no.
(ii) (0.2 pts) Justifica que las derivadas parciales f,, ¥ fy. son continuas en torno a (0, 0).

(iii) (0.6 pts) Justifica correctamente que la respuesta es no en base al teorema de Clairaut.
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(b1) (i) (0.4 pts) Calcula correctamente que 9,1 = ¥.

.e .- _ duzx
(ii) (0.6 pts) Utiliza correctamente la regla de la cadena para mostrar que J,u = *%.
(b2) (i) gg.g pxts) Aplica correctamente la regla del producto, obteniendo % =20 (du) 4
dr oz \7 /)"

.o . o du
(ii) (0.5 pts) Aplica correctamente la regla de la cadena para calcular 5 (24).
(iii) (0.5 pts) Aplica correctamente la regla de la cadena para calcular 2 ().
(iv) (0.5 pts) Obtiene el resultado pedido.

Problema 2

(a) (i) (0.5 pts) Calcula correctamente las derivadas parciales f,(z,y) y f,(z,v).
(ii) (0.5 pts) Evaltia correctamente f, f, y f, en (m,0).

(iii) (0.5 pts) Obtiene correctamente la aproximacion lineal de f en (m,0).

(b) (i) (0.5 pts) Calcula correctamente las derivadas parciales f.(z,v) y fy(x,v).

(ii) (0.5 pts) Encuentra el sistema de ecuaciones que satisfacen los vectores unitarios v
tales que 0, f(0,1) = 1.

(iii) (0.5 pts) Resuelve correctamente el sistema de ecuaciones anterior, encontrando los

vectores (0,1) y (—1,0).
(c) (i) (0.5 pts) Calcula correctamente las derivadas parciales f,(z,y) y f,(z,y).

(ii) (1 pt) Encuentra que el inico punto critico de f es (1,0).

(iii) (0.5 pts) Calcula correctamente las derivadas parciales fo.(z,y), foy(2,v), fya(z,y) ¥
foy(, ).

(iv) (0.5 pts) Calcula correctamente que el determinante de la matriz Hessiana en el punto
(1,0) es igual a %.

(v) (0.5 pts) Concluye de lo anterior y de que f,.(1,0) > 0 que (1,0) es un punto de
minimo local.

Problema 3

(a) (i) (0.3 pts) Indica que todos los puntos de la forma (z,0), con x € (—1,1) son puntos
criticos de f.

(ii) (0.3 pts) Indica que f no posee mas puntos criticos.

(iii) (0.2 pts) Escribe correctamente la funcién sobre la frontera de D en términos de una
sola variable.

(iv) (0.5 pts) Calcula correctamente los valores de maximo y minimo de f sobre la frontera
de D.

(v) (0.7 pts) Combina correctamente lo anterior con la hipétesis f(0,0) = =2 < f(z,0) <
0 para xz € (—1, 1) para encontrar correctamente los valores de maximo y minimo global
de f sobre D.
(b) (i) (0.4 pts) Argumenta en base al gréfico de g(z,y) = 0 que g(z,y) =0 = = € [0, 1].

(ii) (0.4 pts) Argumenta a partir de lo anterior que f(z,y) = x > 0 para los puntos en la
restriccion g(x,y) = 0.
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(iii) (0.2 pts) Deduce a partir de lo anterior que f alcanza su valor de minimo bajo la
restricciéon g(z,y) = 0 en (0,0).

(iv) (0.3 pts) Calcula correctamente V f(0,0) y Vg(0,0).

(v) (0.2 pts) Deduce a partir de lo anterior que es imposible que exista A € R tal que
V£(0,0) = AVg(0,0).

(vi) (0.5 pts) Argumenta correctamente que el método de los multiplicadores de Lagrange
falla porque no se cumpla la hipétesis de que Vg(x,y) # (0,0) para todo punto (z,y)
tal que g(z,y) = 0.

(c) (i) (0.2 pts) Calcula correctamente Vh(z,y), donde h(z,y) :=z +y.
(ii) (0.2 pts) Indica que Vh(z,y) # (0,0) para todo punto (x,y) tal que h(z,y) = 1.
(iii) (0.2 pts) Argumenta que el problema de maximizacién posee solucién, lo que combi-

nado a lo anterior permite utilizar el método de los multiplicadores de Lagrange para
encontrar el valor de maximo.

(iv) (0.4 pts) Calcula correctamente V f(x,y).

(v) (0.4 pts) Encuentra correctamente el sistema de ecuaciones asociado al método de los
multiplicadores de Lagrange.

(vi) (0.4 pts) Resuelve correctamente dicho sistema.

(vii) (0.2 pts) Encuentra que la solucién del problema es 1.
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