PoNTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
FACULTAD DE MATEMATICAS

MAT1620 — CALCULO 2

PRIMER SEMESTRE DE 2025

Pauta Interrogacion 3
Problema 1

2(,x 1
M. JExiste  lim g, (z,y)?

a) (1pts) Considere g(z,y) =
(a) (1pts) 9(z,y) 72 + 12 (z,y)—(0,0)

(b) (2pts) Considere la funcién f, definida por:

(e —1) .
— 5 sl (z,y) #(0,0)
fay =4 T Y
0 si (z,y) =(0,0)

0
Determine el conjunto de todos los puntos de R? en el que —~ es continua.

dy

(c) Sea H C R? el paraboloide de ecuacién 9z2 + 45y? — 5z = 45 y sea P = (9, Yo, 20) un punto
de H.

(i) (1.5pts) Determine la ecuacién Az + By+Cz = D del plano tangente a H en el punto
P, obteniendo las expresiones de A, B, C'y D en términos de (zo, yo, 20)-

5
(ii) (1.5pts) Para z = 3 determine los valores de yg y 2y sabiendo que el plano calculado

en (i) es paralelo al plano de ecuacién 8x — 4y — 3% = 0.

Solucion

(a) Notemos que, para (x,y) # (0,0), tenemos

—2y —22%y(e® — 1)
20T 1) - = — 2(T _ 1) - —
g(z,y) = z7(e ) —x2+y2 gy(z,y) = x7(e ) (22 + 2)?2 (22 + y2)?2
—2x3(e®* — 1)
P = ti =—F.
ara y = x, se tiene g,(x,x) 5o
Asi,
_ . =2x3(e*—1) . 1—¢" 1
gy @) = g —— = Im —— =5
—oxi(e® — 1) —2(e" — 1
Por otro lado, para y = 2, se tiene g,(x,z) = (;2 $x4)2 ) = (1(j_ 1:2)2)'
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Asi,
—2(e® — 1)
1 2 prm—— i _—
ilir})gy(x,m ) == }clg(l) (14 x2)? 0

De lo anterior, deducimos que el limite lim g ) (0,0) 9y (%, y) no existe.

0 —222%y(e® — 1
(b) Notemos que para todo (s.5) # (0,0), 92 (z.) = f, (o) = 1 21
MO =T T T e
—22%y(e®* — 1) |
i af ($2‘(Fy2)2 ) 51 (fL’,y)?é(0,0)
ASla a_y(xvy) = fy(xay) =
0 st (z,y) = (0,0).
) : : . of :
Por &dlgebra de funciones continuas, deducimos que a—(m, y) es continua para todo (z,y) #
Y
0,0).
De (a) tenemos que ( l)irréo ) fy(x,y) no existe, por lo que f, no es continua en (0,0). Por
x?y H‘ b
lo tanto, %(x, y) es continua en R?\ {(0,0)}.

Ay
(c) De 922 + 45y — 5z = 45 encontramos que ng +9y* — 9 =z
Definiendo H(z,y) = %ﬁ + 9y* — 9, tenemos:
(i) El plano tangente esté definido por:

z—2z20 = Hy(zo,9)  (x—x0) + Hy(zo,v0) - (y — yo)-

18
Tenemos que, H, = —x, H, = 18y. Asi,

5
18

z—zy = €$0‘($—$0)+18y0'(9—y0)
18 18

Zod = ot + 18yoy — gxg — 18y2.

Luego, el plano tangente a H en el punto P tiene ecuacion

18 18
5 %ot + 18yoy + (—1)z = Em% + 18y7 — 2o,

por lo tanto:

18
A=—xy; B=18y,; C=-1;, D= Exg + 18y — 2.
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4
(ii) Como el plano Az + By + Cz = D es paralelo al plano de ecuacién 8z — 4y — 3% = 0,

4
entonces debe existir k£ € R tal que (A, B,C) =k <8, —4, —§> Asi,

18 20
2
B = —4k = 18y0 = —4k = Yo = ——k
4 4 3 )
C=—-k = —1=—=k = - =k.
3 3 4
D , bti 23 1 ; 20 3 cid
€ aqul se obtiene, Yo = 9 4 6 Yy notemos que, rg = 9 1 = 3 que coinciae

con la informacion proporcionada en el enunciado.

9
Reemplazando z( e yo en la ecuacién ng +9y% — 9 = 2, se obtiene

9 /5\? 1\? 15
=2.(2 9(—-2) —9=_=2
25 (5) +o(5) o=
5 1 15
Por lo tanto, (zo, Yo, 20) = (_ - __)‘

36 4

Problema 2

(a) (2pts) Considere los vectores U = <% ,%> y U = <% ,—%>. Suponga que

f : R? — R es diferenciable en el punto (1,2) y que
D, f(1,2)=2 v  D,f(1,2) = —2.
Determine V f(1,2) y D,, f(1,2) donde w es un vector unitario paralelo al vector (4, 3).
(b) La funcién h : R® — R, h(z,y,z) = In(z* + y* + a) + by + cz tiene valor maximo de la

derivada direccional en el punto (1,1,0) y en la direccién del vector (2,3,6), y su valor es 7.
(1) (2pts) Demuestre que las constantes a, by ¢ son —1, 1y 6, respectivamente.

(ii) (2pts) Escriba la aproximacién lineal de f : R? = R, f(x,y) = In(z* +y*> — 1) + v, en
el punto (1,1) y luego usela para aproximar f(1.1,1.1).

Solucion
(a) Notemos que U = % 1,1y y o= % (1,-1).
Como f es diferenciable, entonces
D.f(1,2) =Vf(1,2)- 4 = <g£(1 2), a5(1 2)> \}§<1,1> = \1[ <8f(1 2)+a£(1 2))
D2 =via- 7 = (oo fan) oamy = S (Fan-Fa).
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Como D, f(1,2) =2y D,f(1,2) = —2, tenemos

slEeargan)=2 = FaasFay=2

V2 \ Ox y Ox oy
1 [/of of of of
1,2) — —(1,2) | = -2 1,2) — —(1,2 —2+/2
55 (- o) » Zun-ZLuy--2vs
of of
de donde obtenemos (‘3_(1’ 2)=0y (9_(1’ 2) = 2v/2, y por lo tanto Vf(1,2) = <0, 2\/§>
T Y
o . L, 4 3
Como w es un vector unitario en la misma direccién del vector (4, 3), entonces w = <5, 5>
' o2
4 3 6
D,f(1,2) = 1,2) - w= 2v2) -
W12 =Vr2) w=(0.2vE) (5.3) =5

(b) (i) La derivada direccional maxima ocurre en la direccién del vector gradiente:

2 2
Vh(x,y,z):< J; J +0b, c>.

22 +y?+a’ 22 +y?+ta

2+a’ 2+a
Para que VA(1,1,0) esté en la direccién de (2,3, 6), entonces debe existir k > 0 tal que
VA(1,1,0) = k (2,3,6). Asi,

2 2
Evaluando, tenemos Vh(1,1,0) = <— +0b, c>.

(2 =2k = _ ! 2
24+a a_k
2
=k
2+a
\c:6k:.
2\’ 2 2
Por otro lado, |[VA(1,1,0)| =7 = (2+ > —l—(ﬁ—l—b) +c2 =7
a

= VEREFBE2+6k)2=7 = VIkZ=7 = k=1

Por lo tanto, a = —1, b=1 y c=6.
(ii) La linealizacién de f en (1,1) estd dada por

L(z,y) = f(L1) + fo(1, Dz = 1) + f,(1L, ) (y = 1).

2x 2y

Notemos que, f(1,1) =1In(1)+1 =1; fo(z,y) = Ero 1 fylz,y) = 21

Luego, f(1,1) =1; fo(1,1) = 2; f,(1,1) = 3. Asi,
Lz,y) =142z —-1)+3(y—1) =220+ 3y — 4.

+1.

La aproximacién de f(1.1,1.1) estd dada por:
F11,11)~2-11+3-11-4=22+33-4=15.
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Problema 3

Una funcién f se dice homogénea de grado n si satisface la igualdad f(tx,ty) = t"f(z,y) para
todo t € R, donde n es un entero positivo y f tiene derivadas parciales continuas de segundo
orden.

(a) (2pts) Compruebe que f(z,y) = xty + 223y? — 522y + 6y° es homogénea de grado 5.
* (b) (2pts) Demuestre que si f es homogénea de grado n, entonces

) )
T a—i(x,y) +y a—g(x,y) =n f(v,y).

[Sugerencia: aplique la regla de la cadena para derivar f(tx,ty) con respecto a t.|
(c) (2pts) Demuestre que si f es homogénea de grado n, entonces

o2 02 0?
2 Té(x’y) 1 2y (9acafy(x’y) + 32 a_y{:(x,y) =n(n—1) f(x,y).

Solucion

(a) Tenemos que verificar que f es homogénea de grado 5. Notemos primero que

(tx)*(ty) + 2(tz)*(ty)* — 5(tx)*(ty)® + 6(ty)°
= oty + 28923y% — 5t°2%y° + 6t°y°
= t°f(z,y).
Por otro lado, como f es una funcién polinomial, todas sus derivadas parciales de segundo

orden son continuas (y de hecho las de cualquier orden). En conclusion, f es homogénea de
grado 5.

f(tz, ty)

(b) De la definicién tenemos f(tx,ty) = t" f(x,y). Derivando a ambos lados con respecto a t y
usando regla de la cadena se obtiene:

%(tw,ty) = nt" ' f(z,y)
Of (tw,ty) O(tx) ~ Of(tx,ty)O(ty)
otr) ot oty) ot nt" " f (@)

x
O(tx) I(ty)
Como la igualdad se cumple para todo t € R, en particular se cumple para ¢t = 1. Asi,

0 0
o0+ ya—§<x,y> — nf(z,y)
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(c) Como f es homogénea, entonces sus derivadas parciales de segundo orden son continuas y

or el teorema de Clairut | De (b) tenemos que
P " 0xdy  Oyox d
of of B
para simplificar notacion usaremos xg + yg =nf ().
ox Jy
Derivando (%) con respecto a x, tenemos:
0 of af\  of of o0 f o’f  of
Ox (xax—'—y@y) " 7 0x+m8:v2 +y89§8y - Ox
of | ,0%f >*f of
= x%—l—x 572 + 020y nx%
0* f 0 f of
2 12l
= 92 Yord (n—1) ” (x1)
Derivando (%) con respecto a y, tenemos:
0 of of\  of o?f of ?’f  Of
y (xﬁx +y8y) N "ay = x@y@x + dy yayQ Oy
*f  of | LOf of
7 Wazay Yoy TV ap T oy
*f 0% of
A N el 2
= oo +y e (n )yay (*2)
Sumando (1) con (*2), se obtiene:
0*f o f o f of  of
2L 42 2 —n—1(z==4+y=—]=(n—-1
e i my@x@y Ty 0y? (n=1) (x&r N y8$> (n="1nf
0% f 0 f 0% f
27 J 27 4 — _
Por lo tanto, 52 (x,y) + nyaxay (x,y)+y 3y (x,y) = (n—1)nf(x,y).

Asignacion de puntajes
Problema 1
(a) (i) (0.2pts) Calcula correctamente g, para (z,y) # (0,0).
(ii) (0.3pts) Calcula el limite por el camino y = x.
(iii) (0.3pts) Calcula el limite por el camino y = z2.

(iv) (0.2pts) Deduce que el limite solicitado no existe.
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(b) (i) (0.2pts) Calcula correctamente f, para (z,y) # (0,0).
(ii) (0.8pts) Calcula correctamente f, en el punto (0,0).
(iii) (0.5pts) Establece correctamente la continuidad de f, para (z,y) # (0, 0).
(iv) (0.5pts) Establece, basandose en la parte (a), que f, no es continua en (0, 0).

(¢) (i) (1) (0.2pts) Escribe la ecuacién del paraboloide en la forma z = H(z,y).
2) (0.3pts) Establece correctamente cémo determinar el plano tangente.
3) (0.4pts) Calcula correctamente H, y H,.
4) (0.2pts) Establece correctamente el plano tangente en funcién del punto P.
5) (0.1pts) Determina correctamente A.

7) (0.1pts) Determina correctamente C.

(
(
(
(6) (0.1pts) Determina correctamente B.
(
(8) (0.1pts) Determina correctamente D.
(

(ii) (1) (0.5pts) Senala que el vector normal al plano buscado es una ponderacién del
vector normal al plano del enunciado.

(2) (0.3pts) Establece correctamente el sistema de ecuaciones.

(3) (0.2pts) Calcula correctamente el valor de k.

(4) (0.2pts) Determina correctamente yj.

(5) (0.1pts) Verifica correctamente que el valor de x( es consistente.

(

6) (0.2pts) Determina correctamente zg.

Problema 2

(a) (i) (0.3pts) Calcula correctamente D, f(1,2).

(ii) (0.3pts) Calcula correctamente D, f(1,2).
(iii) (0.4pts) Establece correctamente el sistema de ecuaciones.
(iv) (0.2pts) Calcula correctamente f,(1,2).
(v) (0.2pts) Calcula correctamente f,(1,2).
(vi) (0.1pts) Determina correctamente V f(1,2).

(vii) (0.2pts) Determina correctamente el vector w.

(viii) (0.3pts) Calcula correctamente D, f(1,2).

(b) (i) (1) (0.2pts) Senala correctamente cuiando ocurre la derivada direccional maxima.

(2) (0.5pts) Calcula correctamente Vh(z,y, z).

(3) (0.3pts) Calcula correctamente VA(1,1,0).

(4) (0.2pts) Senala correctamente cudndo un vector estd en la misma direccién que
otro.

(5) (0.3pts) Establece correctamente el sistema de ecuaciones.

(6) (0.2pts) Calcula correctamente k usando que el valor méaximo es 7.

(7) (0.1pts) Determina correctamente a.

(8) (0.1pts) Determina correctamente b.

(9) (0.1pts) Determina correctamente c.

(ii) (1) (0.4pts) Establece correctamente cémo determinar la linealizacion.

(2) (0.3pts) Determina correctamente f,.
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(3) (0.3pts) Determina correctamente f,.

(4) (0.1pts) Calcula correctamente f(1,1).

(5) (0.1pts) Calcula correctamente f,(1,1).

(6) (0.1pts) Calcula correctamente f,(1,1).

(7) (0.4pts) Establece correctamente la linealizacién de f en el punto (1,1).

(8) (0.3pts) Aproxima correctamente f(1.1,1.1) utilizando la aproximacién lineal.

Problema 3

(a) (i) (1.2pts) Verifica correctamente que f(tx,ty) = t°f(x,y).
(ii) (0.8pts) Argumenta correctamente que todas las derivadas parciales de segundo orden

de f son continuas.

(b) (i) (0.2pts) Establece correctamente que se debe derivar con respecto a t ambos lados de
la igualdad f(tz,ty) = t"f(x,y).

(ii) (0.3pts) Deriva correctamente con respecto a t, t" f(z,y), obteniendo nt"~! f(x,y).
(iii) (0.5pts) Aplica correctamente la regla de la cadena en el lado izquierdo de la igualdad.
(iv) (0.5pts) Deriva correctamente el lado izquierdo de la igualdad.

(v) (0.3pts) Senala correctamente que al cumplirse la relacién para todo t € R, basta
tomar ¢t = 1.

(vi) (0.2pts) Concluye correctamente la identidad.

(¢) (i) (0.5pts) Deriva correctamente con respecto a x la igualdad (x).
(ii) (0.5pts) Deriva correctamente con respecto a y la igualdad (k).
(iii) (0.1pts) Multiplica correctamente por z a lo derivado con respecto a x.
(iv) (0.1pts) Multiplica correctamente por y a lo derivado con respecto a y.
(v) (0.3pts) Suma correctamente ambas igualdades, (x1) y (*2).
(vi) (0.2pts) Ordena correctamente los términos de la igualdad obtenida.
vii) (0.2pts) Usa correctamente (x) y reemplaza correctamente.
(vii) (0.2p y reemp

(viii) (0.1pts) Concluye correctamente la identidad.
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