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1. Encuentre los puntos de la regién rectangular de vértices (0,0), (3,0),(0,2) y (3,2) donde la funcién
f(z,y) = 2* + y* — 4wy alcanza sus valores maximo y minimo globales, y calcule estos.

Solucion:

Primero localizamos los puntos criticos de f que estan al interior del rectangulo, para eso debemos
resolver el sistema

{fm—4x3—4y—0
fy=4y3—4z =0
sustituyendo la primera ecuacién en la segunda se obtiene
) —r=0 < z(®*-1)=0
— z@—-1)(@+1)(@?+ 1) +1)=0
— x=0z=1x=-1

Por lo tanto el inico punto critico en el interior del rectangulo es (1,1).

Para clasificar este punto critico observamos que

o (% )

por lo que tenemos D(1,1) > 0, fz»(1,1) > 0, por lo tanto f(1,1) = —2 es un minimo local.

Ahora estudiaremos cada parte de los bordes:

L4 L2

m EnLi:y=00<x <3,
f(x,0) = 2% un polinomio que alcanza un minimo en (0, 0) cuyo valor es £(0,0) = 0 y un valor
méximo en (3,0) cuyo valor es f(3,0) = 81.



m En Lo:x=3,0<y <2
f(3.y) = y*—12y+81, una polinomio en y la cual alcanza un méximo en (3, 0) con f(3,0) = 81
y un minimo en (3, v/3) con f(3, v/3) = 81 — 8/3.

m EnL3:y=2 02 <3
f(r,2) = 21 =82 +16 una funcién polinomica que alcanza un méximo en (3, 2) con f(3,2) = 73
v un minimo en (v/2,2) con f(v/2,2) = 16 — 6+/2.

m EnLp =00y <2
f(0.y) = »* un polinomio que alcanza un maximo en (0,2) con f(0,2) = 16 y un minimo en
(0,0) con f(0,0) = 0.

Por lo tanto el maximo absoluto es 81 que se alcanza en (3,0) y el minimo absoluto es -2 que s alcan-
zado en (1,1). Asignacién de Puntaje:

(0,5 ptos.) Por encontrar el punto critico interior.
(0,5 ptos.) Por clasificar el punto critico interior.
(1 pto.) Por estudiar L;.

e (1 pto.) Por estudiar Lo.
(1 pto.) Por estudiar Ls.
(
(

1 pto.) Por estudiar Ly.

1 pto.) Por concluir.

2. Determine, usando multiplicadores de Lagrange, los puntos de la superficie zy?z = 32 més cercanos al
origen. ;A qué distancia se encuentran?
Solucién:

Sea (x,y, z) un punto sobre la superficie, la distancia de este punto al origen es dado por: d(z,y, z) =
V22 + y? + 22, sin embargo podemos trabajar con la distancia al cuadrado, de este modo nuestro
problema es:

Minimizar f(z,y,2) = 22 + y* + 22

Con la restriccion zy?z = 32.

Aplicamos multiplicadores de Lagrange, por lo que debemos resolver:

{ Vf(z,y,z) = AVg(z,y,2)
g(x,y,z) = 32

Lo cual es equivalente:

2z = %z (1)
2y = N2zyz (2)
2z = Azy? (3)

Yz = 32 (4)



Notar que si (1) multiplicamos por x, (2) multiplicamos por y y (3) multiplicamos por z y usamos (4)
Obtenemos: 22 = \-16; 22 = \-16; y> = \ - 32.

Por otro lado si la ecuacién (3) la reemplazamos en (1) nos da:

A
2r = \y? - (Qxy2>

4m:x()\2~y4)
x(4—)\2y2):0
z=00 -yt - N2 =4

Claramente z = 0 no es solucién. Reemplazando y> = X - 32 en la tltima ecuacién nos da:

(A-32)2- 02 =4
1

A==
4

1 .
A= 1 no aporta soluciones por lo que:

1
siA:Z:>x:j:2,z:j:2,y:j:\/§
Los puntos P buscados son:
(—2,2v/2,-2), (-2, -2v/2, —2)
(2,2v/2,2), (2, —-2v/2,2)
Y en todos f(P) = 16.

Por lo que la distancia minima es 4.

Asignacién de Puntaje:

Por encontrar la funcién distancia a minimizar.

1 pto.

Por plantear el problema con restricciones a resolver.

1 pto.

Por escribir las 4 ecuaciones del sistema.

1 pto.

Por encontrar el valor de \.

1 pto.

e (1 pto.) Por encontrar los 4 puntos.

(
(
(
(
(
(
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1 pto.) Por dar la distancia minima.

3. (a) Calcule la integral / / 522 cos (yg) dA donde D es la regién acotada por las curvas y = 2,y = %x2

D
y el eje Y.
(b) Use integrales dobles para calcular el volumen del sélido que estd dentro de z = 22 + 32 y bajo
z = 16.
Solucién:

(a) Notar que un bosquejo de la regién D es dada por:



De manera natural esté region es del tipo I, sin embargo la integral que resulta no se puede integrar
si intentamos primero integrar respecto ¥, por lo que es més facil integrar primero respecto de x,
es decir veremos nuestra regién como una del tipo II:

De este modo la integral a calcular es:

//5m cos (y°) dA = // 52° cos (y*) dady
[ ()]

dy
—/ 20/ cos (yg) dy
0

2
= (3 Sln

0

—sin 8).

Asignacién de Puntaje:

o (1 pto.) Por graficar correctamente la region D.

e (1 pto.) Por expresar la integral como una regién de tipo I o tipo II.

e (1 pto.) Por calcular la integral correctamente (necesariamente debe verse como tipo II para
calcularse).

(b) Notar que un bosquejo del sélido es dado por:



Luego el volumen del solido serd dado por la integral:
V:// 16 — (z° +y?) dA,
D
Con D = {(z,y) : * + y* < 16}.

Usando coordenadas polares tenemos que:
0<#<2m, 0<r<4, z=16—r>

y por lo tanto el calculo del volumen del sélido vendra dado por:

V:// 16—(m2+y2)dA
D
27 4
:/ /r(16—r2)drd9
0 0
2T 1 4
_ 2 14
—/0 <87“ 4r>
27
:/ 64d0
0

= 1287

do
0

Asignacién de Puntaje:

o (1 pto.) Por platear la integral doble o triple que calcula el volumen.
e (1 pto.) Por reescribir la integral a calcular usando coordenadas polares o cilindricas.

e (1 pto.) Por calcular el volumen correctamente.

4. Use coordenadas esféricas para evaluar la integral / / / 10xz + 3dV donde E es la porcién de 2% +
E

y? + 22 =16 con z > 0.

Solucion:



Dado que E es la mitad superior de la esfera de radio 4, en coordenadas esféricas tenemos que E se
describe de la forma:

IN
VAN

™
0 _

14 2
0<0<
OSPS

S

Luego la integral se puede calcular de la forma:

Z r2m 4
/// 10zz + 3dV = /2 / / [10(psin ¢ cos @) (pcos @) + 3] (p2 sin ¢) dpdfdyp
E o Jo Jo

5 2w 4
= / ’ / / 10p* sin o cos ¢ cos 0 + 3p? sin pdpdfdy
o Jo
4

dfdp
0

5 2m
= / / (2p° sin® g cos p cos 0 + p” sin )
o Jo

T 2
= / ’ / 2048 sin® ¢ cos ¢ cos O + 64 sin pdfdy
2m

de
0

us

= / ’ (2048 sin? ¢ cos ¢ sin § + 646 sin gp)
0

Jus

= /2 1287 sin dp
0

= (—128mcos p)|§ = 1287
Asignacién de Puntaje:

0.5 pts.) Por determinar el intervalo de ¢.
0.5 pts.) Por determinar el intervalo de 6.
0.5 pts.) Por determinar el intervalo de p.
) Por escribir la integral triple usando coordenadas ésfericas.
1 pto.) Por integrar correctamente respecto de p.
1 pto.) Por integrar correctamente respecto de 6.
)

1 pto.) Por integrar correctamente respecto de ¢.

(
(
(
. (1 pto.
(
(
(
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0.5 pts.) Por el resultado correcto de la integral.



