PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
FACULTAD DE MATEMATICAS

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Segundo semestre 2023

Pauta Interrogacién 3 - MAT1620

1. Demuestre que la funcién f(x,y) = v/2x + €3 es diferenciable en (4, 0), use esto para aproximar
el valor de f(3.8,0.1).

Solucion:

Observe que ambas

1 3eY
——V (@ y) = —F——
V2x + e 24/ 2x + e3v

son funciones continuas en (4,0) por lo tanto f es diferenciable en dicho punto.

fo(z,y) =

Como f es diferenciable en (4,0) la linealizacién de f en el punto (4,0) podemos usarla para
aproximar el valor de f(3.8,0.1).

Dl 9) = F(4,0) + fo(4,0)(z = 4) + ,(4,0)(y = 0) = 50+ Sy +
por lo tanto
f(3.8,0.1) =~ 16_7(?

Distribucion de puntajes:

1 punto ) por determinar correctamente f,.

1 punto ) por determinar correctamente f,.

(
(
e (2 puntos ) por justificar correctamente que f es diferenciable en (4,0).
(1 punto ) por determinar correctamente la linealizacion.

(

1 punto ) por determinar correctamente la aproximacién.



2. Sea z = f(x,y) una funcién con segundas derivadas parciales continuas y donde x = s+t e
y = s — t. Demuestre que
9%z 0z 9%z
0sot 0z Oy?

Solucion:

Observe que

0: _0mo0 00y 0 0 0 0
ot 0xot Oyot Ox oy Ox Oy

Derivando ahora respecto a s tenemos que:

Pz 6238_x+ Pz 0y [ 0% @4_%@
0sot — 0x20s  Oydx Os Jxdy 0s  0y? Os
como
ooy
ds 0Os
tenemos que
Pz Pz 0z
dsot 0z Oy?

Distribucion de puntajes:

(2 puntos ) por saber que 0z 020z 020y

ot owot Toyor

0z 0z
o (1.5 puntos ) por hacer los reemplazos correspondientes para determinar que %o
xr
0z
a_y.

Po o onoy (0o =y
st 0x20s = Oydx Os Jxdy 0s  0y? Os

(1.5 puntos ) por hacer los reemplazos correspondientes para demostrar lo pedido.

(2 puntos ) por saber que



3. Dados la funcion f(z,y) = sen(z? + y), el punto P = (0,7) y el vector v = (2,3), determine:

(a) La derivada direccional de f en P, en la direccién del vector v;

Solucion:

D, f(0,7) con u el vector unitario en la direccién del vector v. Tenemos

1 2 3
TR Ak <¢_1—3¢_1—3>

Vf(z,y) = (2zcos(z® +y), cos(z* + y))

2 3 -3
Duf(0.m) = 0. =) <¢1—3 m> =75

luego

Distribucion de puntajes:

— (1 punto ) por normalizar correctamente el vector v.
— (1 punto ) por determinar el gradiente en P.

— (1 punto ) por determinar correctamente la derivada direccional pedida.

(b) La maxima razon de cambio de f en P y la direccién en la cual se presenta.

Solucioén:
Recordamos que la mayor razéon de cambio ocurre en la direcciéon del gradiente, es decir,
el vector (0, —1), y es igual a

Dy —1y(0,7) =(0,—1) - (0,—1) =1 = |V f(0,7)|.
Distribucion de puntajes:
— (1.5 punto ) por saber que el mayor cambio ocurre en la direccién del vector gradiente.

— (1.5 punto ) por calcular la derivada direccional en dicha direccion.
— (TOTAL ) Si concluye mediante la norma del gradiente



4. Calcule los valores maximos y minimos absolutos de la funcién f(z,y) = xy — 2%y sobre la
regién triangular cerrada D con vértices (0,0), (1,0), (0,1).

Solucion:

Primero buscamos puntos criticos en el interior de D. Para esto resolvemos

y—2zy = 0
r—2z> = 0.
Obtenemos los puntos (0,0) y (1,0), que no estan en el interior de D.

Ahora estudiamos valores extremos en la frontera de D. En la recta z = 0 la funcién vale
siempre 0. En la recta y = 0 también.

En la recta diagonal 2 +y = 1 (con z entre 0 y 1) la funcién se reduce a
fr)=2(1—-2)—2*1—2)=2" 22"+

cuya derivada f’(z) = 32* — 4z + 1 es igual a cero cuando z = 1 0 z = 1/3. Obtenemos los
puntos (1,0) y (1/3,2/3).

Evaluamos f(1,0) =0, f(1/3,2/3) =4/27y f(1,0) = f(0,1) = 0, asi que el maximo absoluto
es 4/27 (obtenido en el punto (1/3,2/3)) y el minimo absoluto es 0.

Distribucion de puntajes:

por determinar correctamente las ecuaciones para buscar puntos criticos.

1 punto

1 punto ) por determinar que no hay puntos criticos interiores.

1 punto ) por determinar que es constante igual 0 en = = 0.

por determinar los extremos en x +y = 1.

( )
( )
( )
(1 punto ) por determinar que es constante igual 0 en y = 0.
(1 punto )
( )

por concluir los valores extremos correctamente.

1 punto



5. Sea f(z,y) =2 +y* +xy* + 6y D : {(x,y) : * + y* < 2}. Determine maximos y minimos
absoluto y locales de f en D.

Solucion:

Para determinar los extremos locales buscamos los puntos criticos de la funcién, para esto
debemos resolver el sistema

fm - fy =0
que en este caso corresponde a
20 +1y* = 0
20422y = 0

cuyas soluciones son (0,0), (—1,v/2) y (=1, —v/2), de estos tres puntos el tinico que est4 en la
regién indicada es (0,0).

Para saber la naturaleza de (0,0) debemos estudiar el hessiano en este punto.

H(0,0) = (g g)

luego Det(H(0,0)) =4 > 0y hy; =2 > 0 por lo tanto f(0,0) = 6 corresponde a un minimo
local.

Para estudiar los extremos en el borde usaremos multiplicadores de Lagrange, para esto planteamos
el sistema Vf = A\Vg, donde g = 22 + y? — 2, obteniendo:
20+y° = 2\
2y +2zxy = 2\y
Py = 2

La segunda de las ecuaciones es equivalente a y(1 + 2 — A) = 0, por lo tanto abordaremos dos
casos; y =0y A=z + 1.

Si y = 0, tenemos que = = #+/2, obteniendo los puntos (0,v/2) y (0, —v/2).

Si A =2 + 1 es sistema se reduce a y? = 222, con 2% + y? — 2 = 0, obteniendo los puntos

2 2 2 2 2 2 2 2
A \ﬁﬁ B _\ﬁﬁ o= \ﬁ_ﬁ e D= _\ﬁ_ﬁ
37 3 37 3 3 3 3 3
evaluando en cada punto, obtenemos que:

2 2V3 4
f(\/;7>—8+§“6



2 2V3 4
f _\/;’_T>:8_§\/6>6

4
por lo tanto 6 es minimo local y global y 8 4 5\/6 es el maximo global.

Distribucion de puntajes:

1 punto ) por determinar correctamente los puntos criticos en el interior de la regién.

1 punto ) por determinar que en (0,0) hay un minimo local.

por plantear correctamente Lagrange.

por evaluar correctamente en los puntos.

)

)

)

) por determinar las soluciones del sistema.
1 punto )
)
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—
T
o
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por concluir los valores extremos correctamente.



