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1. Resuelva los siguientes problemas de méximos y minimos:

a)

b)

Encuentre el maximo y minimo absoluto de f(x,y) = 2* — zy + y? sobre la regién

acotada por el rombo {(z,y) : |z| + |y| < 1} en el tercer cuadrante.

Encuentre el punto de la esfera 22 +y? + 22 = 14 donde f(z,y, z) = 3x — 2y + 2 alcanza
su maximo valor.

Solucion:

Gy
(-1,0) y=0 (0,0)
Notemos que como la funcion f
o Cy es continua y la region es cerrada
= _‘Q’m 1 =0 y acotada, entonces f alcanza sus

extremos absolutos en la region.

Buscamos ahora los candidatos a extremos. Primero determinamos si existen puntos
criticos al interior de la region. Derivando, tenemos que:

faolz,y) = 22—y
fulwy) = 2y—x
Vemos que (fz, fy) = (0,0) sélo en el punto (0,0) y que este punto se encuentra en el

borde de la region, por lo tanto, es candidato a valor extremo de la funcion f. Por otra
parte, analizamos ahora lo que ocurre en la frontera de la region, tenemos 3 casos:

Caso 1: y =0, —1 < 2 < 0. Veamos que g;(z) = f(z,0) = 2? es tal que gj(x) = 2z. En
este caso obtenemos 2 puntos candidatos a extremos de la funcién f, estos puntos son

Caso 2: x = 0, —1 < y < 0. Veamos que g»(y) = f(0,y) = y? es tal que g4(y) = 2y. En
este caso obtenemos 2 puntos candidatos a extremos de la funcién f, estos puntos son



Caso 3: y = —x — 1, —1 < 2 < 0. Veamos que g3(z) = f(z,—x —1) = 32* +3x + 1 es
tal que g4(x) = 6z + 3 y que gj(z) = 0 si z = —1. Por lo tanto, en este caso obtenemos
3 puntos candidatos a extremos de la funcién f, estos puntos son (—1,0), (0,—1) y

(-5~

Notamos que hay puntos candidatos a extremos de f que se repiten en los distintos
casos y que estos puntos coinciden con los vértices de la regién. En total tenemos 4
puntos candidatos a extremos de f. Veamos que:

F0,00=0 , f(=1,00=1 , f(0,-1)=1 f(_1_£>::_
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Por lo tanto f alcanza su minimo absoluto en el punto (0,0) y su valor minimo absluto
es f(0,0) = 0. Por otra parte, f alcanza su maximo absoluto en los puntos (—1,0) y
(0, —1) y su valor méximo absoluto es f(—1,0) = f(0,—1) = 1.

Queremos encontrar el maximo de la funcién f(z,y, z) = 2x — 2y + 2z con la restriccion
g(z,y,2) = 22 + y*> + 2% = 14. Usando el método de los multiplicadores de Lagrange,
debemos resolver el sistema:

3 = 2z (1)
—2 = 29\ 2)
1 = 2z (3)
2y +2? = 14 (4)
o 3 1
De (1), (2) y (3) es claro que A # 0 y entonces podemos escribir z = oY=y

1
z= N Luego, al reemplazar en (4) y resolver, obtenemos que A = +—. De esta manera,

tenemos dos puntos candidatos a extremos de la funcién f, estos son P, = (3,—2,1) y
Py, = (=3,2,—1). Evaluando, obtenemos que f(P;) = 14 y f(P,;) = —14. Por lo tanto,
la funcién alcanza su maximo valor en el punto P; y dicho valor es f(P;) = 14.



2. a) Calcule / / (r + y)dA, donde D es la regién en el primer cuadrante, acotada por
D
las curvas ay =6y oz +y ="7.

w/2 pcosx
b) Escriba la integral / x dydz como una integral en dzdy y luego calcule su valor
0

0
utilizando el orden de integraciéon mas conveniente.

Solucion:

a) La regién de integracion es:

(6,1)

Si consideramos a D como una regién de tipo I, tenemos que:
y=T—2x
6

6 T—x 6 y2
//(ery)dA:/ / (m+y)dydx:/ (nyr—)
D 1 Je 1 2 y="
6 49 z? 18 637 22 18
= — a4 = — ——6—-=)dz=|] ————— d
/1 (7x 7+ 5 Tx + 5 6 x2> T /1 5 5 . €T
1

_ (37t 18 7= 37
S\ 2 6 x

1
:111—36+3——+——18:?
Anélogamente, si consideramos a D como una region de tipo II, tenemos que:
6

2 6
6 T—y 6 5172
//(x+y)dA:/ / (:B—I—y)d:rdy:/ (?4—:@)
D 1 g 1 o=2
6 749 2 18 637 42 18
:/ (——7y+y—+7y—y2—E—6) dy = ——%——dy
1 1

2 2 2 Y2

(s, L1
2 6 Yy

r=1

r=7T-y

dy

37
=111 -36+3— 2 +- —18=—
36+3— 5+ —18= =

y=6
y=1



b) La region de integracién es:

y = cos(x)
x = arccos(y)

Luego, podemos escribir :

w/2  pcos(x) 1 parccos(y)
/ / x dydr = / / x dxdy
0 0 0 0

N[

El primer orden de integracién es el mas conveniente, veamos que:

w/2  pcos(z) /2 Uu=ax du = dx
/O‘ A T dydgj = /Ov :L'COS((I}) dl‘ d'U — COS(J:) dl. v = Sen(x)
/2 /2 - Tz
= xsen(x) — / SGH(%) dr = — + COS(IL') =—--1
0 0 2 0 2

Por otra parte, si eligiésemos el segundo orden de integracion, tendriamos que:

1 parccos(y) 1 1
/ / xdxdy = —/ arccos?(y) dy
0 0 2 0

1

+

1
= - (yarccos(y)
2 0

arccos

1—y

dy

u = arccos®(y) du = —

Vi

dv = dy v=y

2 arccos(y)

dy

0

w/2
/ —tcos(t) dt = / tcos(t) dt =
0

! 2y arccos(y) dy>

iv

= arccos(y)




) Escriba la integral triple / / / f(z,y,2) dedydz como una integral de la forma

// f(z,y, z)dxdzdy

) Calcule el volumen de la regién F, usando una integral triple, si £ es la regién bajo el
plano z =8 — gy y sobre la region en el plano xy acotada por las rectas y =0, y =2z y
r = 3.

Solucion:

a) Notamos que en el plano Y Z tenemos la siguiente region:

z=1

Z=1Y

Luego:

1 z 1 1 1 1
|| ] eyt = [ [ [ sege) deazay
0o Jo Jy2 0 Jy Jy?

b) Una expresién para el volumen de E es:

3 2x 8—y
:///1dV:/ / / 1dzdydx
s o Jo Jo

s [ 2)
= /03 (162 — 22%) dx = (895 - 2%)

y=2x

dx

y=0
=3
=T72-18=54
=0




4. Calcule la siguiente integral, transforméndola primero a una integral en coordenadas

cilindricas
6+x24y?
/ / / 15z dz dy dx
NCEE 2z 2+2y

Solucién: Notamos que en el plano XY tenemos la siguiente region:

Luego, usamos la transformacién x = rcos(f), y = rsen(d), z = z y entonces:

6424y 2 6412
/ / / 15z dzdy dx = 15/ / / zr dzdrdf
V-2 2x2+2y 3
157

3 z—6+r2
= — (227“) dr
2 0 2=—/2r
157 3
= Tﬂ (367“ +12r 4+ 1% — 27“3) dr
0
_ 15w 5rd 0 6\ |7
1 <o
2 ( 8 * 2 * 6) r=0
1357T 45 27
1 = 364
— ( 8 + 5 2) 36457



5. Marcia y Neke venden helados en cono en el estadio. El Helado de Marcia se puede modelar
como el sélido acotado por la esfera 22 + 4% + 22 = 4 y el cono z = /22 + y2, mientras que
el de Neke, se puede modelar como el sélido acotado superiormente por z = 2 — 22 — 2 e

inferiormente por z = /22 + y2.

a) Escriba una integral triple en coordenadas esféricas que represente el volumen del helado
de Marcia.

b) Escriba una integral triple en coordenadas cilindricas que represente el volumen del
helado de Neke.

c¢) (Cudl de los dos helados tiene mayor volumen?
Solucién:

a) Una integral triple en coordenadas esféricas que representa el volumen del helado de

Marcia es:
I 27 2
Vu :/ / / p? sen(yp) dpdfdy
o Jo Jo

b) Una integral triple en coordenadas cilindricas que representa el volumen del helado de

Neke es:
2 pl p2—r2
Vy = / / / r dzdrdf
0 0 r

¢) Veamos ahora que:

s 27 2 1 s
Vi = /4 / / p? sen(p) dpdfdyp = 167 /4 sen(p) dp = o7 (2 — \/5)
o Jo Jo 3 Jo 3

2r el p2-r? 1 1 1
VN:/ // rdzdrd@zZW/ (2r—r*—r)dr=2r(1-=—2 _om
o Jo Jr 0 4 3 6

Luego, el helado de Marcia tiene mayor volumen que el helado de Neke.



