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INTERROGACION 3
CALCULO II + MAT1620

La siguiente evaluacion consta de 7 preguntas, dispone de 120 minutos para
responderla.

CUADERNILLO 1

1.

Considere z = f(x,y), donde f es una funcién dos veces diferenciable. Ademas consi-
dere,
r(u,v) = 2w,  ylu,v) = u® 4+ wv.
Calcule
0%z 0z
ou?’ ovou’

Calcule el plano tangente en un punto arbitrario (g, 3o, z0) de la superficie,

VE+ I+ VE = Ve

Demuestre que la suma de las intersecciones con el eje X, con el eje Y, con el eje Z de
cualquier plano tangente a la superficie es una constante.

. Sea f : R? — R una funcién con derivadas parciales continuas. Consideremos los

puntos
A(L,3); B(3.3); C(L,T): D(6,15).

La derivada direccional de f en A en la direccién del vector 1@ es 3 y la derivada
direccional de f en A en la direccién del vector 1@ es 26. Determine la derivada
direccional de f en A en la direccién del vector E

. Determine y clasifique los puntos criticos de la funcion,

fz,y) = 22° + 2y + 527 + ¢



7.

CUADERNILLO 2
Determine los valores maximos y minimos absolutos de la funcion
f(z,y) = 2* — 22 + 2¢* — 2y + 2y,

sobre el conjunto
D:={(z,y) eR*:|z|] <1 0<y<2}

El plano x +y + 2z = 2 al intersectar al paraboloide z = 22 4 y? determina una elipse.
Encuentre los puntos de la elipse que se encuentran mas cercanos y mas lejanos del
origen.

a) Sea f(z,y) una funcién continua. Escriba la siguiente integral intercambiando el
orden de integracion.
1 V2—1x2
/ / [z, y) dydz.
0 T

X

Calcule la integral anterior, utilizando el orden

/ / f(z,y) dxdy.

b) Considere la funcién

flz,y) =



Una solucién

1. Utilizando la regla de la cadena se tiene que,

0z 0z Or Oz @_

%—a—x~8u+8—y~8u—zw-2v+zy-(2u—i—v).

A continuacion,

Pz 0
2~ By (et vtz (2ut ),
= (Zxxxu + Z:cyyu)Q'U + 2, -0+ (Zy:cxu + Zyyyu)(2u + 'U) + Ry - 2a
= (Zyw 20+ 2y - (2u+0))20 + (2220 + 2y - (2u+0))(2u+v) + 2, - 2.

Por otro lado

9%z 0
dvou = %(ZIQ,U_‘_ZZ/ (2U+'U)),
= (Zya®y + Zay¥Un) - 20+ 2 - 2+ (2yaTy + ZyyYo) 2u +0) + 2, - 1,

= (Zow - 2u+ Zgy - 0) - 20+ 25 - 24 (20 - 2u+ 2y - u)(2u + V) + 2 - 1

Asignacion de puntaje:

= Asignar 2 puntos por el correcto calculo de la primera derivada parcial z,.

= Asignar 2 puntos por cada una de las derivadas de segundo orden calculadas de
manera correcta.

= Correcta implementacion de la regla de la cadena, pero con errores de calculo
entrega 1 punto por cada derivada de segundo orden.

2. Como la superficie dada es una superficie de nivel, digamos F(x,y, z) = /¢, podemos
utilizar como vector normal al respectivo plano tangente al vector

( 11 1 )
V'Y Vz)
Sea ahora (xg, Yo, 2z0) un punto que pertenezca a la superficie, luego el plano tangente
en dicho punto sera:
1 1 1
—(z —x0) + (y —vo) + ——=(2 — ) = 0.

Las respecitvas intersecciones con los ejes X, Y, Z seran:
7 = VE(VTo + VF + VEs) = VIVe,

3

5



analogamente
Y= ?/0\/5> &z = \/2:70\/E
La suma pedida sera:

VEWE + VIVE + Ve =c.

Asignacion de puntaje:

= Asignar 2 puntos por determinar de manera correcta la ecuacién del plano tan-
gente.

= Asignar 2 puntos por calcular de manera correcta las intersecciones con los ejes.

= Asignar 2 puntos por el correcto calculo de la constante pedida.

. En primer lugar notamos que, las direcciones normalizadas, son
1 1
vlzﬁz§(2,0):(1,0), vzzﬁzz(o,@:(o,n.

Por otro lado se tiene,

Dmf = (fxafy) : (LO) = 3> DUQ.f = (.fxa.fy) : (07 1) = 26,
de donde

Finalmente la direccion pedida es
? 1
'U3:A :1—3(5,12)

Con lo cual,

1 15
D, = (3.26) 15(5,12) = 1o +24.

Asignacion de puntaje:

= Asignar 1,5 puntos por el correcto calculo correcto de cada una de las derivadas
parciales f;, f,.

= Asignar 3 puntos por calcular la derivada direccional pedida.
. Comencemos calculando los puntos criticos de la funcién f.
fol,y) = 62> + 42 + 102 =0,  fy(z,y) =20y + 2y = 0.

Resolvemos el sistema anterior para encontrar los siguientes puntos criticos,

5
Plz(0>0)a P2:(_§a0)> P3:(_]-72)a P4:(_1a_2)

4



A continuacién debemos calcular la respectiva matriz Hessiana, para ello en primer
lugar:

fmm:2(6x+5)7 fmy:fy:vIQyu fyy:2(x+1)v

y evaluamos en los puntos encontrados anteriormente,

a) Hf(P) =20, fzz(P1) > 0. De aqui P; resulta ser un minimo local.

b) Hf(P,) =40/3, free(P2) < 0. De aqui P, resulta ser un méximo local.
c) Hf(P;) = —16. De aqui P; resulta ser un punto tipo silla.

d) Hf(P,) = —16. De aqui P, resulta ser un punto tipo silla.

Asignacion de puntaje:

= Asignar 3 puntos por calcular de manera correcta los respectivos puntos criticos,
Descontar 0,5 por cada error en los calculos de los puntos.

= Asignar 1 puntos por calcular de manera correcta la matriz Hessiana.
= Asignar 2 puntos por clasificar de manera correcta los puntos criticos.

. Para determinar los maximos y minimos, comenzamos revisando en el interior de la
region dada, para ello debemos calcular:

Vf(z,y) =(0,0),
o bien,
20 =242y =0 4y —2+2x = 0.

Encontramos que la tnica solucién es el punto (1,0) el cual no pertenece al interior de
la regién, por lo tanto no clasifica como punto critico. A continuacién revisaremos en
la frontera de la regién,

a) x=-—1

donde tenemos que f, = 0 lo satisface y = 1. Por lo tanto tenemos que (—1,1) es
un punto critico en el borde de D.

b) x=1

f(lay) = 2y2 - 1>

donde tenemos que f, = 0 lo satisface y = 0. Por lo tanto el punto que encontra-
mos es (1,0), pero como es uno de los vértices no clasifica como punto critico.



c) y=20

f(z,0) = 2* — 2,

donde tenemos que f, = 0 lo satisface x = 1. Por lo tanto (1,0) es nuestro
candidato a punto critico, pero tambien es otro de los vértices de D.

d) y=2

f(z,2) = 2% 4+ 22 + 4,

donde tenemos que f, = 0 lo satisface x = —1 y obtenemos el punto (—1, 2), otro
de los vértices.

En conclusion tenemos 5 puntos, incluyendo los 4 vértices de D.
(_171)7 (_17())7 (170)7 (_172)7 (172)
Evaluamos en la funciéon dada obtenemos que,

f(1,2) =7, corresponde al valor maximo de la funcién,

f(1,0) = —1, corresponde al valor minimo de la funcién

Asignacion de puntaje:

Asignar 1 punto por la verificacion en el interior de la region dada.

Asignar 0,5 puntos por el correcto analisis en cada uno de los segmentos que
forman la frontera de la region D.

Asignar 1 puntos por agregar los vertices de D.

Asignar 2 puntos por concluir de manera correcta.

6. Consideraremos la funcién F(z,y,z2) = x? + y* + 2 para determinar los maximos y
minimos buscados. Las restricciones del problema estaran dadas por las superficies de
nivel,

g(x,y,z) =x+y+2x=2, h(z,y,z2) =2 +y*—2=0.

Como la interseccion es una elipse, la cual es una regién cerrada y acotada, y ademas
la funcién F' es continua, podemos afirmar que el maximo y el minimo existen.

Luego utilizando el Método de los multiplicadores de Lagrange, el maximo y minimo
pedido deben verificar:

VF(z,y,2) = A\Vg(z,y, 2) + pVh(z,y, 2)

g(z,y,2) =2
h(z,y,z) =0, A€ R



o de manera equivalente,

20 = A+ 2uz,

2y = A+ 2py,

22 =2\ — u,
r+y+22=2,
22y —2=0.

Resolviendo el sistema, se obtienen por solucién los puntos

111
P =(-1,-1,2), P, = (5,5,5) .

Finalmente evaluamos en la funcion,

3
F(P) =6, F(P) = 7
para concluir que el punto P es el punto mas lejano del origen a distancia v/6 y que
3
el punto P, es el punto mas cercano del origen a distancia -

Asignacion de puntaje:

= Asignar 2.5 puntos por plantear de manera correcta la condicion de Lagrange. Si
no se justifica la existencia de maximos y minimos, usando la continuidad de la
funcién descontar 1 punto.

= Asignar 2 puntos por resolver de manera correcta el sistema respectivo.

= Asignar 1,5 puntos por concluir correctamente lo pedido.

7. Se tiene que,

V2—z2
// xydyd:c—//f:cydxdy—i-/ / f(z,y) dzxdy.

Y al reemplazar con la funcién dada,

// \/mdzdy+/ / \/mdzdy: —g.

Asignacion de puntaje:

= Asignar 3 puntos por el correcto cambio de orden de integracion.

= Asignar 3 puntos por el correcto calculo de la integral dada con la funcién pedida.



