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Solucién Interrogacién 3

1. Calcule las siguientes integrales

11
a) / / sin(y?) dy du;
0 T

b) // sin(z? — zy + y*) dA donde R = {(z,y) € R?: 22 — xy + y% < 2},
R

Solucion:

a) Cambiando el orden de integracién
1 rl Lory
/ / sin(y®)dydr = / sin(y?) dz dy
0 T . 0
ysin(y”) dy
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(1 —cos(1))

b) Usando el cambio de variables V2 =u— v, \/§y = u + v, cuyo Jacobiano es

1 1
Ox,y) _| V> V2| _,
8<uﬂv> 1 1

V2 V2

obtenemos

// sin(2® — 2y +y*)dA = // sin(u® + 30%) du dv

R S

donde S = {(u,v) € R? : u* + 3v? < 4}.



Ahora con el cambio de variables u = pcos(#), v/3v = psen(6), la regién queda dada
por p? <4y 0 <6< 2m, el jacobiano

finalmente la integral queda

// sin(z® — vy +y?) dA
R
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sin(p®)——=dp db
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2. Calcule el centro de masa de una lamina cuya densidad en un punto (z,y) es in-
versamente proporcional a su distancia al origen y que tiene la forma de la regién
encerrada por el circulo 22 + y? = 2y y exterior al circulo 2% 4 y? = 1.
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Las coordenadas del centro de masa estan dadas por las ecuaciones

Solucién: La region es la de la figura.

La densidad esta dada por la funcién

f(l"y) =

M,
r=—2
m
M,
y=—
m



donde
M, = 4 [ araia

M, = 4/yf(x,y)df1

m = //p(w,y)dA

Primero es facil ver por las simetrias del problema M, = 0, es decir, = 0. Aho-
ra usando coordenadas polares calcularemos los valores restantes, en coordenadas
polares la region esta dada por % <fg< ‘%’T y 1 <r <2sen(f), quedando y como
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g A Ve
Yy /56” /28611(9) K
—=pdp db
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/ / ldp df
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aprovechando que el problema es simétrico respecto al eje y
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Por lo tanto el centro de masas es
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a) Calcule la integral

J[f =
Q

donde Q es el sélido de R? interior al cono 22 = 22 + 3%, z > 0, acotado por la
esfera 2% + ¢ + 22 = 9.

Solucién: Consideremos el cambio de variables a coordenadas esféricas:
x =rsin¢gcosf

y = rsin¢sinf
Z =T COS Q.

Asi, la regién en estas coordenadas se describe como

Q={0<6<2m,0<¢<7/4,0<r <3}

luego
2r  pw/4 3
/// V@Yt gy — / / / ¢"r? sin ¢ dr dop db
J o Jo 0
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=27 (1 — £> / r2e” dr
2 0
2
=2r (1 - £> (5e* —2).
2
b) Calcule

1 T 1 V2 oz gl
/ / / 2% cos(z® + y?) dz dy dx + / / / 2% cos(2? + y°) dz dy dx
V272 JV/1=22 J -1 1 0o J-1

2 VA—zZ 1
+ / / / 2% cos(2? + y°) dz dy dx
v2Jo -1

Solucién: Notamos que la suma de las tres integrales se puede escribir como

/// 2% cos(x? + y?) dV

donde Q = {(z,9,2) € R® : (x,y) € D,—1 < z < 1} y D es la regién plana
contenida en el primer cuadrante acotada por las circunferencias z? + y?> =
2,22 +y?> = 1 y por las rectas y = 0,y = x. De esta forma, si escribimos {2 en
coordenadas cilindricas obtenemos que

Q={(r0,2):1<r<20<0<n/4,-1<2<1}

y por lo tanto

r/4 2 pl 9 il
/// 2? cos(z?+y?) dV = / / / 22rcosr?dz drdf = z/ rcosridr = 7 (sin Sl )
o 0 1 J 6/, 12



4. Exprese el solido € definido por

Q= {(z,y,2) €R®: 2? + 3 +2° <4 2 > Va2 +42}

en coordenadas cilindricas y en coordenadas esféricas. Calcule el volumen de (2.
Solucion:

Notamos que el solido se encuentra en la parte superior al plano xy. Ademas, ambas
superficies se intersectan en una circunferencia:

Pt ral =4 e I

contenida en el plano z = /2.

En coordenadas cilindricas la ecuacién de la esfera es z = /4 — r y la del cono es
z = r. La proyeccién de € sobre el XY es justamente el circulo 22 4 y? < 2. As{

Q:{<T797¢)10§9§27T,0§r§\/irgzgwq_rz}.

Su volumen en coordenadas cilindricas esta dado por

21 V2 VA2
/ / / rdzdrdf = 2m(8/3 —4/3V?2).
0 0 r

En coordenadas esféricas, la esfera tiene ecuacién r = 2. En este caso el angulo ¢
estd acotado por arriba por el angulo ¢q el cual es interior al triangulo isésceles de
catetos v/2. Asi ¢y = /4. En consecuencia,

Q={(r0,0):0<0<2m,0< ¢ <7/4,0<r <2}

Su volumen en coordenadas esféricas estd dado por la integral:

T T/
/2 / 4/2r231n¢drdgbd«9:27?(8/3—4/3\/5).
0 0 0



