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1. Sea R = In(u? 4+ v? + w?), donde u = = + 2y, v = 2z — y, w = 2zy.

Calcule los valores de %—f y %—g en el punto en que x =y = 1.

Solucién. Al aplicar la regla de la cadena, obtenemos
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Cuandozxz =1,y =1, tenemos u =3, v =1y w = 2, de modo que
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Puntaje Pregunta 1

» 2 puntos por calcular correctamente OR/0x.
» 2 puntos por calcular correctamente OR/Jy.
» 1 punto por calcular correctamente OR/0z en el punto x =y = 1.

» 1 punto por calcular correctamente OR/Jy en el punto z =y = 1.



2. a) Sea W(s,t) = F(u(s,t),v(s,t)), donde F, u y v son diferenciables,

Determine Ws(1,0) y W(1,0).
0z 0
b) Determine it y P G2y 2y? 4+ 322 = 1.
ox = 0Oy

Solucién.

a) Usando la regla de la cadena, se tiene que

Ws(1,0) = Fyu(u(1,0),v(1,0)) - us(1,0) + F,(u(1,0),v(1,0)) - vs(1,0)
F.(2,3) - us(1,0) + Fy(2,3) - vs(1,0)
= (-1)-(-2)+10-5=52
y de manera similar
Wi(1,0) = Fy(u(1,0),v(1,0)) - us(1,0) + Fy(u(1,0),v(1,0)) - v.(1,0)
Fu(2’ 3) : ut(lv 0) + Fv(2’ 3) : 'Ut(lv 0)

= (=1)-(6)+10-4 =34

b) Derivando implicitamente la ecuacién 22 + 2y? + 322 = 1 con respecto a = obtenemos

0z 0z x
20 +62—=0— — = ——
v e ox 3z
y similarmente
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dy+6z2—=0— — = ——=.
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Puntaje Pregunta 2

» 1,5 puntos por calcular correctamente Wy(1,0).
» 1,5 puntos por calcular correctamente Wy(1,0).
» 1,5 puntos por calcular correctamente 0z/dx.

= 1,5 puntos por calcular correctamente 0z / 0y.



_ v
3. Sea f(x,y) = er——l—yz

Encuentre los méximos y minimos locales y los puntos de silla de la funcién f(z,y).

Solucion. Las derivadas parciales de primer orden son

y — 2z%y x — 2zy?
fo="mmm W=

De modo que para determinar los puntos criticos, necesitamos resolver

y(1—22%) = 0 (1)
2127 = 0 @)
Segun la ecuacién (1)
y=0 obien 1—-222=0

En el primer caso (y = 0), la ecuacién (2) se Vuelve x = 0y tenemos el punto critico (0,0).

En el segundo caso, 1 — 222 = 0 obtenemos z2 = 1 :> T = :l:\/_ sustituyendo estos valores en (2)

obtenemos los puntos criticos:

n(£9) ne(£0). ne(B8) 4 e (50)

Tenemos que

o 22y (222 — 3) oo 22y (2y? — 3) fo= 1 — 222 — 2y% + 42292
Tz = R ) vy — Ry ) Ty = R

entonces

2 _ 2 9\ (1 _9.2__ 9,2 2. 92\2
D(x,y) = frx(2,9) foy(2,) = [fay(@, 9)]* = e 3)ey 632)(:224-(3112) ot y)

0,0) = —1 luego (0,0) es un punto silla.

AEEEE

Py) >0y fze(P1) <0 entonces P; es un maximo local.

Py

(

) )
Py) >0y frzz(P2) > 0 entonces P, es un minimo local.

) )
D(Py) >0y frr(Ps) <0 entonces Py es un méximo local.

(
>0y frz(P3) > 0 entonces P es un minimo local.
(

Puntaje Pregunta 3

= 1 punto por calcular correctamente las derivadas parciales de f de orden 1.

1 punto por calcular correctamente las derivadas parciales de f de orden 2.

2 puntos por obtener los 5 puntos criticos de f.

1 punto por calcular correctamente el determinante del Hessiano D.

1 punto por determinar la naturaleza de los puntos criticos mediante el test de las segundas
derivadas parciales.



4. Encuentre los puntos de D = {(z,y) : 0 < x < 3, 0 < y < 2} donde f(x,y) = 2* +y* — 4y alcanza
sus valores maximo y minimo globales, y calcule estos.

Solucion. La funcién f es continua en D luego alcanza maximos y minimos absolutos en D.
Primeros localizamos los puntos criticos de f que estan al interior de D

fo = 423 —4y=0 — 22—y = 0
fy = 4P —4x=0 v -z = 0

Sustituyendo la primera ecuacion en la segunda se obtiene

P —2=0 = z(@*-1)=0=z@'-DE'+1)=0

—= 2@ -2+ )+ ) =0= 2@ - D)@+ 1D)@*+ 1" +1)=0

Luego obtenemos tres punto criticos, pero sélo el punto (1,1) estd al interior de D cuyo valor es

f(1,1) = —2.
y

Ls

Ly

EnLi:y=00<2z<3.

f(x,0) = z* un polinomio que alcanza un minimo en (0, 0) cuyo valor es £(0,0) = 0 y un valor
maximo en (3,0) cuyo valor es f(3,0) = 81.

En Ly:x=3,0<y <2

f(3,y) = y*—12y+81, una polinomio en y la cual alcanza un méximo en (3,0) con f(3,0) = 81
y un minimo en (3, v/3) con f(3,v/3) = 81 — 8+/3.

En Ls:y=20<2z<3.

f(x,2) = 2* —8x+16 una funcién polinomica que alcanza un maximo en (3,2) con f(3,2) = 73
y un minimo en (v/2,2) con f(3/2,2) = 16 — 6/2.

EnLsyox=0,0<y <2

f(0,y) = y* un polinomio que alcanza un méximo en (0,2) con f(0,2) = 16 y un minimo en
(0,0) con f(0,0) =0.

Por lo tanto, el maximo absoluto de f en D es alcanzado en (3,0) con f(3,0) = 81 y el minimo
absoluto es alcanzado en (1,1) con f(1,1) = —2.

Puntaje Pregunta 4

= 1 punto por calcular correctamente los puntos criticos de f al interior de D.

1 punto por calcular correctamente los extremos en el lado L,

1 punto por calcular correctamente los extremos en el lado Lo

1 punto por calcular correctamente los extremos en el lado L3

1 punto por calcular correctamente los extremos en el lado Ly

1 punto por concluir correctamente cuales son los extremos de f en la regién D.



5. Encontrar el maximo de
fz,y,2) = In(xyz?)

sobre la esfera z2 4+ y? + 22 = 5a?, donde a es una constante. ;Por qué no es el minimo?

Solucién. Para maximizar f(x,%,z) sujeto a la restriccién g(x,y,2) = 5a® donde la funcién g
estd dada por g(z,y, z) = 22 + y? + 22, usamos multiplicadores de Lagrange

3

o \20)
TYz
zz3
Vf(lﬂ,y,Z) = /\Vg(:n,y,z) 3 = A(zy)
9 — TYz
g(z,y,2) = ba 3ryz?
T = A22)
TYz
22 +y?+22 = 5a?
Reduciendo y d jando obt 2 ! 2 ! 2_ 3
educiendo y despejando obtenemos que = = — =_—, 2=
] y p J ] ] q ZA ) y 2)\ ) ZA
Sustituyendo en la restriccién nos da
1 1 3 5! 1
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Entonces 22 = a?, y> = a? y 22 = 3a® o equivalentemente z = =£|a|, y = £|a| y z = £V3a| y

obtenemos los puntos Pi(|al, |al,v/3|a|) v Pa(—|al|, —|a|, —v/3|a|). Descartamos el punto P, ya que
la funcién f tiene dominio para todo (x,v,2) € R? tales que xyz3 > 0. Por lo tanto, f tiene un
méaximo en P; cuyo valor es f(P) = In(|al - |a| - (v/3|a])?) = In(3v/3|al?).

Por otro lado, observe que el punto P3 = (v/3|al,|al,|a|) pertenece a la esfera y tiene valor
f(Ps) = (V/3|al®) como f(Ps) < f(P1) se concluye que el extremo absoluto P; no puede ser un
minimo.

Puntaje Pregunta 5
= 4 puntos por plantear el sistema del método de multiplicadores de Lagrange y encontrar los
puntos P, v P
= 1 punto por descartar justificadamente el punto P;.

= 1 punto por argumentar correctamente por que el punto P; no es minimo.



6. Calcule el volumen del sélido delimitado por los planos =0, 2 =1,y =0ey=1,2=0y la
x

1+ay

superficie dada por z =
Soluciéon. Tenemos que el volumen es

L,
V:// dydz
o Jo 1+uzy
1

= /0 [ln(l—kxy)}y:ldx

y=0

1
= /ln(1+x)dx
0

= (1+2)ln(l1+2z)—(1+2) L
= (2In(2) —2) — (In(1) — 1) =2In(2) — 1.

r=1

Puntaje Pregunta 6

= 3 puntos por plantear correctamente la integral doble que permite calcular el volumen.

= 3 puntos por calcular correctamente las primitivas.



3

7. Sea R la regién del plano encerrada por las curvas y = 2° —x e y = 22 + 2 (con = > 0).

Calcule el volumen del sélido definido sobre R y delimitado por el plano z = 0 y por la superficie
z=x+vy.
Solucién. Las curvas se intersectan cuando

P or=rttr —= P2’ -22=0=z(@’-2-2)=0=a(x-2)(x+1)=0

Como = > 0 obtenemos x = 0 y x = 2, geométricamente la regién R es

YA
6 |
-
s ]
5 ]
2<
/R
L
2 3

R={(z,y) : 0<2<2, 2 —r<y<s®+a}.

Entonces, el volumen del sélido es

V = //x+y dA
= // (x +y) dy dzx
r3—x

it =22+
= / Ty + ] dx

2 y_fES T
/
0

(m(az2 +z) + M) - (m(azg —z)+ M)] dx

2T 4 2 6 2
- /0 $2+x2+%+$3+%—$4+x2—%+$4—%] dx
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Puntaje Pregunta 7

= 2 puntos por obtener la interseccion de las curvas y dar el bosquejo de la regién R.
= 2 puntos por describir correctamente la regiéon R como una regién tipo I.

= 2 puntos por calcular correctamente las primitivas y obtener el valor del volumen.
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8. Calcular / / Se]\a/#y dA, siendo la regién limitada por z2 + % = <%> , 22y =
22 + y?

Soluciéon. Geométricamente la region D es

YA

dh\¥
N

y se puede describir en coordenadas polares mediante

D:{(r,a) L 0<6< 2, Sré%}.

T
6

Entonces,

//—Senvwz+y2dA - /%/”’em rdr do
Az
= — COST B
[t

- ar (o (5) -0 ()

= 7(V3-V2).

do

= EIENE

Puntaje Pregunta 8

= 3 puntos por describir correctamente la region en coordenadas polares.

= 3 puntos por usar correctamente el cambio de variables y calcular la integral doble.



