PoNTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
FACULTAD DE MATEMATICAS

MAT1620 — CALCULO 2

TEMPORADA ACADEMICA DE VERANO 2026

Interrogacion 2
Solucion

Problema 1

[6pt] Sea a el vector con punto inicial A(1,3,2) y punto final B(—5,7,3). Si b es un vector unitario
4

en el plano Y Z, perpendicular al vector ¢ = | —3 |, jcudl es el area del paralelogramo formado
1

por los vectores a y b?

Solucion. Calculo del vector a:
i=B—A=(-5-17-3,3-2)=(-6,4,1)

Célculo del vector b = (b1, by, b3) Usando que el vector es perpendicular a ¢ obtenemos la
ecuacion:
b1*4+b2*—3+b3*1:0

Como el vector b esté en el plano Y Z se tiene que by = 0 y por lo tanto
by = 3by

Luego como es un vector unitario se tiene que

1= /B 03+ B2 = \ /B2 + (3b2)2 = VIOJbo)

Por lo tanto hay solo dos valores posibles para el vector b que son (0, 1£00, 3*{—?} o (0, —‘{—}?0, —31£00>.
Como el area de un paralelogramo es siempre positiva y depende de la magnitud del producto
vectorial, ambos posibles vectores b daran el mismo resultado.

Tomamos el vector b = (0, 1£00, %&70). El area del paralelogramo estda dada por la magnitud

del producto cruz a x b:

i j k
axb=|-6 4 1
g VIO 3/10

10 10

Calculando las componentes:
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5

3 1)_1<@>:12m7m:11m
10 10 10 10

e Componente i: 4(

e Componente j: — [—6 <%0170> _ 0} _ 18;6@

e Componente k: —6 <1£00> —0= _%0170

11v/10 18v10 _ 6+10
10 > 10 10 '

Finalmente, calculamos el area como la magnitud de dicho vector:

2 2 2
‘ L 1110 18v/10 6110
Area = ||@ x b|| = 0 + S

Luego, el vector producto cruz es a x b= <

10

100 100 100 10 10
Por lo tanto, el area del paralelogramo es 1/48.1 unidades cuadradas.

, 121(10) 324(10) 36(10)  [121+ 324 +36  [481
Area:\/()+ ()+()\/ +324 436 _

Distribucion del puntaje

e C1: 1p por determinar el vector @

e C2: 0.5p por usar correctamente la condicién de que b pertenece al plano Y Z
e C3: 0.5p por usar correctamente la condicion de perpendicularidad entre b yC
e C4: 0.5p por usar correctamente la condicion de que b es unitario.

e C5: 1p por determinar los dos posibles vectores que puede ser b

e C6: 0.5p por usar que A = ||@ x b

e CT7: 1p por calcular correctamente el producto cruz a@ x b

e C8: 1p por determinar el drea del paralelogramo correctamente
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Problema 2

a) [3pt] Determine y grafique el dominio de la siguiente funcién:

B ll—xz—gf
f(x,ZJ)— y—l’Q :

b) [3pt] Determine el recorrido y dibuje un mapa de contorno de la funcién

9(x,y) =y — 2.

(El mapa de contorno debe incluir al menos 5 curvas de nivel no vacias).
Solucion.

a) Determinacién del dominio de f(z,y) = 4/ 1;{2;2@/2:

Para que la funcion esté bien definida en los ntimeros reales, el argumento de la raiz debe
ser no negativo y el denominador debe ser distinto de cero. Es decir:

1 — 2 _ .2
m—?yzo con y—a°#0
y—x

Analizamos los dos casos posibles para que el cociente sea mayor o igual a cero:

Caso 1: Numerador > 0 y Denominador > 0
l—22—9y*>0 = 2°+¢y*° <1

y—a2 >0 = y>2?

Este caso corresponde a los puntos que estan dentro o sobre la circunferencia unitaria y
estrictamente sobre la pardbola y = 2.

Caso 2: Numerador < 0 y Denominador < 0
-2 -2 <0 = 22+ >1

y—12 <0 = y<a?

Este caso corresponde a los puntos que estdan fuera o sobre la circunferencia unitaria y

estrictamente bajo la pardbola y = 2.

Por lo tanto el dominio es el conjunto:

Dom(f) = {(z,y) eR*: (2 +y* < 1Ay >V (2 +y* > 1Ay < 2?)}
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Dominio de f

b) Notemos que por definicién de la funcién raiz,

Vy—22>0

= Rec(f) = [0, 00].
Con esto, consideremos cinco valores positivos para k tal que \/y — 22 =k :

1:m:>y:x2+l
Q:W:>y:x2+4
3:W:>y:x2+9
4:\/m:>y:x2+16
5=y —a2=>y=21"425

Luego, un mapa de cortorno es:

104, —
— k=2
— k=3
30 | i
— k=
20 |
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ X
-8 —6 —4 -2 2 4 6 8
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Distribucion de puntaje
Parte a)

e Cla: 0.5p por determinar los puntos donde el denominador se anula

e C2a: 0.5p por plantear los casos en que el argumento de la raiz es no negativo
e C3a: 0.5p por determinar las condiciones necesarias para el caso 1

e C4a: 0.5p por determinar las condiciones necesarias para el caso 2

e Cbha: 1p por graficar el dominio correctamente

Parte b)

e Clb: 1p por calcular el recorrido (ya sea con la definicién de la funcién o algin célculo).
e C2b: 0.5p por considerar cinco valores mayores o iguales a cero para k.

e C3b: 0.5p por encontrar la forma y = z? + k. (haciendo las cuentas para despejar y o
haber considerado graficar parabolas para obtener este puntaje).

e C4b: 0.2p por graficar correctamente cada curva de nivel indicando el valor de k correspon-
diente.

19 de enero del 2026 MAT1620 — Interrogacion 2 Péagina 5 de 11



Problema 3

[6pt] Dada la funcion

k
fo) = A S@0#00

0, si (2, y) = (0,0)
determine los valores de k € R de modo tal que la funcién sea continua en el origen.
Solucion.
Sea
x = pcosb, y = psiné.
Luego,

. . . (pcosB)(psinh)*
1 =1
pgrg)f(pcos@,psm 2 o0 (pcos )2 + (psin 0)2

Pt cos @ sin* 6

= lim
p—0 p2

= lim p*~' cos 6 sin”* 6.
p—0

e Si k> 1, como |cosf sin® 6| < 1,

lim p* ! cos @ sin* @ = 0
p—0

e Sik=1,
limcos® sinf depende de 6
p—0

Por lo tanto, el limite no existe.

e Sik<1,

. cosf sin* 0 _
lim ————— no existe,
p0  plok

La funcién no es acotada en el origen.

Finalmente, la funcién es continua en el origen si k > 1.

Distribucion de puntaje

e C1: 0.5p por saber que f es continua en el origen si y solo si ( I)HI% )f(x,y) existe y es
z,y)—(0,0

igual a f(0,0) = 0. (Puede estar implicito en el desarrollo).
e C2: 1p por el cambio de coordenadas polares.

e C3: 1p por reemplazar el cambio de coordenadas en f y simplificar correctamente.
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e C4: 1p por demostrar que si k > 1, el limite existe y vale 0.

e C5: 1p por demostrar que en el caso k = 1, el limite no existe pues depende de 6 (o bien,
por probar dos trayectorias donde el limite sea distinto).

e C6: 1p por demostrar que si k < 1, el limite no existe pues la funcién no es acotada (o bien,
que por cualquier trayectoria rectilinea con ¢ # k7 el limite es infinito, o bien, por encontrar
una trayectoria para la que el limite no existe).

e C7: 0.5p por concluir que f es continua si y solo si k > 1 (puede estar la conclusién de
continuidad en cada caso).
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Problema 4

[6pt] Encuentre la ecuacién del plano tangente a la grifica de la funcién f(z,y) = 2% + y? + 2y
que sea perpendicular a la recta:

r=2t, y=3-2t, z=4—t, telR.

Solucion.
La ecuacién del plano tangente a la grafica de f en un punto P(xg, o) es

z = f(xo,90) + f2(0,v0)(® — 0) [y (%0, Y0) (¥ — Vo)

o0, equivalentemente,

f(wo,90) + fo(zo,0)(x — 20) fy (%0, 40)(y —10) —2 =0

El vector normal del plano es, por tanto,

i = (fe(70,%0), fy(0, Y0), —1) = (270, 2y0 + 2, —1)

De forma equivalente, se puede justificar afirmando que z = 22 +y? +2y < 22+ 9>+ 2y —
z = 0. Luego, si F(x,y,2) = 22 + y*> + 2y — 2, entonces el vector normal al plano tangente es
V F(x0, Y0, 20) = (220, 2yo + 2, —1), donde zo = f(xq,yo), vy €l plano tangente es

Fy (o, Y0, 20)(x — 20) + Fy (%0, Yo, 20) (¥ — Yo) + F= (0, Yo, 20)(2 — 20) = 0

Para que el plano tangente sea perpendicular a la recta dada, el vector normal del plano (i)
debe ser paralelo al vector director de la recta d = (2, —2, —1):

(2x0,2y0 + 2, —1) = A\(2, -2, 1)
Igualando componentes, obtenemos que A = 1, por lo que

200 =2 = z9=1
Qo+ 2= -2 = 2= —4 — yp=—2

Reemplazando en la ecuacion del plano tangente, tenemos que

z=142(x—-1)-2(y+2) = 20 —-2y—z=>.

Distribucién de puntaje:
e C1: 0.5p por conocer la férmula de plano tangente usando z = f(z,y) o F(z,y,2) = 0.

e C2: 1p por identificar que el vector normal al plano tangente es 77 = (f,(zo, yo), fy(Z0,%0), —1)
o VF(x0,Y0, 20)-

e C3: 1p por calcular las derivadas parciales correspondientes.
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e C4: 1p por identificar que el vector director d de la recta.
e C5: 1p por igualar 7 = /\cf(asignar 0.5p si solo igualan 77 = d sin justificar por qué).
e CG6: 1p por identificar g =1, yg = =2y z9g = 1.

e C7: 0.5p por la ecuacién del plano tangente (no es necesario desarrollarla).

19 de enero del 2026 MAT1620 — Interrogacion 2 Péagina 9 de 11



Problema 5

a) [4pt] Sea g(u,v) una funcién diferenciable y f(z,y,z) = xg (y, E) Demuestre que
r' T
af of of
3 + yﬁy + 28 f

b) [2pt] Sea f(z,y) = 22° —xe¥, yu = {_11/\/\?] . Calcule Dy(f) en el punto (1,0), justificando

todos sus pasos.

Solucidn.

a) Sea f(x,y,z) = zg(u,v), donde definimos las variables intermedias:

Calculamos las derivadas parciales de u y v:

ou Y ov z ou 1 Ov

or a2 dx  a¥ Oy x 0z

1
e

Aplicamos la Regla de la Cadena para hallar las derivadas parciales de f, la que podemos

utilizar debido a que g es diferenciable. Denotamos g, = g—g YV Gy = %:

0 0 0
ox x

o:  “\Par) TN\ TP

Finalmente, sustituimos en la expresién solicitada:

of ~of  If Y z

=z (9 ~u 5%) + y(9u) + 2(g0)
=29 — YGu — 29y + YGu + 20y
= f(z,y,2)
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b) Las derivadas parciales de f son

folz,y) =4 —¢€Y,  fy(z,y) = —xe¥

Ambas derivadas son continuas, por lo que f es diferenciable. Por tanto, como u es unitario,

Duf(l,O):Vf(l,O)-u:{3]«{_1/ o N

- Lyve] e
O
Distribucion de puntaje:
Parte a)
af o 0
e Cla: 1p por el uso correcto de regla de la cadena para derivar —f, —f y —f
Ox Oy ~ 0z
ou Ou Ov 0
e C2a: 0.8p por el célculo correcto de las derivadas intermedias —u, —u, —U, 7 (0.2p cada
Oxr’ Jy O0x’ 0z
una).
) of
e C3a: 0.6p por el célculo correcto de e
x
. of
e C4a: 0.3p por el célculo correcto de 20
Y
. of
e Cbha: 0.3p por el célculo correcto de 2
z

e C6a: 1p por verificar la igualdad solicitada.

Parte b)

e Clb: 0.5p por f.(z,y) y fy(m,y).

e C2b: 0.5p por indicar que f es diferenciable porque sus derivadas son continuas.
e C3b: 0.5p por indicar que D, f =V f-u.

e C4b: 0.5p por calcular correctamente D, f(1,0).
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