PoNTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
FACULTAD DE MATEMATICAS

MAT1620 — CALCULO 2

SEGUNDO SEMESTRE DE 2025

Pauta Interrogacion 2

Problema 1 (30%)

(a) (2pts) Considere la serie > a,, donde

n=1

1
— S1 N €S par
on P

1
2n+1

si m es impar.

..Se puede concluir que la serie converge o diverge utilizando el criterio de la razén? Justifique
claramente su respuesta.

+1

(b) (2.5pts) Exprese la funcién ’
T

x = 0, determinando sus radios de convergencia.

como una suma de dos series de potencias centradas en

(c) (1.5pts) Utilizando la parte anterior y que

(NI

/ 1 d T
€Tr =
22 — 241 3v/3

0

demuestre que

3v3 = (—1)" 2 1
o VI N |
4 | In+1 3n+2

n=0

Solucion

(a) Notar que

si n es par

1
ap+1 Z
a, 1

si n es impar.

Luego, lim,, ‘12—:1 no existe, por lo que no podemos concluir que la serie converge o diverge
utilizando el criterio de la razon.
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1 1

b) Partimos trabajando con la funcién . Notando que = utilizando la
(b) ) P11 W1 T 11— (a8
serie geométrica concluimos que
1 - n - n n
1— (—2%) =D (=2t =) (-1,
n=0 n=0

para todo x tal que | — 23| <1 <= |z| < 1. Luego,

dpy = @D =) (- “WZ o 1
n=0 n=0
cuyos radios de convergencia son iguales a 1.
1 1
(c) Dado que (z®+1) = (z+1)(z* — 2z +1), tenemos L . Integrando (1) entre

34+1 22—z +1
r=0yx= %, obtenemos que

3 3
T 1
R — — — dr = n 37’L+1 n 3n
i e [ (Dot S
0 0 n=
o0 32 2 [T
> (ag
3n+2 3n+1
I <= (—1)" 1 2
_ZZ 8n (3n+2+3n+1>’

de donde se obtiene la férmula pedida.

1
2

Problema 2 (30%)

*(a) (2pts) Demuestre que

Tel —1—t
/—e dt>z, Yz > 0.
0 12 2

(b) (2pts) Sea P un punto fuera de la recta L que pasa por los puntos () y R. Demuestre que
la distancia d desde el punto P a la recta L esta dada por

L 10f < QP|
Qr

(c) (2pts) Considere la esfera
(=12 +(y+2°+ (-1 =9

y el plano
20 —y + 2z = 5.

Calcule la distancia entre el centro de la esfera y el plano, y determine si el plano corta, es
tangente o no intersecta a la esfera.

6 de Octubre de 2025 MAT1620 — Pauta Interrogacién 2 Pégina 2 de |6



Solucion

(a) Como e’ es igual a su serie de Taylor centrada en ¢ = 0, tenemos que

t __ o - -
ezﬂn!1+t+2—+zﬁm Vt,

y por lo tanto, para t > 0,

eb—1—-t 1 Xtn?
B Ve

n=3

Integrando esta igualdad entre t =0y ¢t = & > 0, obtenemos

Tt -1 —t T q z 2 t(n=2) T T
- dt= —dt dt > —dt = =.
[ a= g [ S [ =g

3

(b) Notemos que P, @ y R forman el tridngulo APQR, cuya drea A podemos expresar de
dos formas diferentes. Por una parte, A = %|Q X QP|, es decir, la mitad del drea del
paralelogramo determinado por Cﬁ{ y QP. Por otro lado, si tomamos como base del triangulo
APQR el segmento QR, tenemos que su altura (asociada a la base elegida) es igual a
d, y por lo tanto A = %d|Q |. Igualando estas expresiones y despejando d, obtenemos
,_ |or < oP|

Q|

(c) El centro de la esfera es C = (1,—2,1) y su radio es 3. Por otro lado, el plano tiene como

vector normal a 77 = (2, —1,2) y como coeficiente libre a f = —5, de IE]OdO que su ecuacién
)

lineal se escribe como (z,y, z) -7+ f = 0. Luego, la distancia D entre C'y el plano se obtiene

mediante la férmula ~
m-C+fl _2+24+2-5] 1

|73 Vi+1+4 3

1
Como D = 3 < 3, es decir, la distancia entre el centro de la esfera y el plano es menor

D=

estricta que el radio de la esfera, deducimos que el plano corta a la esfera.

Problema 3 (40%)

(a) (2pts) Determine y grafique el dominio de la funcién definida mediante la férmula

r—Yy
1— 22 —y?

flx,y) =

(b) (2pts) Calcule, si existe,
3
lim vy

(@) —0,0) T + yb

(c) (2pts) Determine el conjunto de puntos (z,y) € R?* donde la funcién

g(z,y) = Jﬁg%?jfﬂWW)#mﬁ)
| 1 si (x,) = (0,0)

es continua.
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Solucion

(a) Notemos que

Dom(f) = { (z,y) € R?

1

— X

-y
Z—y

2 _ 9
5 20N —2"—y" #0

En primer lugar, 1 — 2% —y* #0 <= 2%+ y? # 1. Esto quiere decir que (z, %) no pertenece
a la circunferencia de centro (0,0) y radio 1. Por otro lado,

l—22—y

r—Yy
5 =

>0 <= (>yAl>22+ )V <yAl<az®—y).

El conjunto (z > y A1 > 2% + 3?) corresponde a la interseccién entre la regiéon que se
encuentra bajo la diagonal x = y y del circulo (abierto) z? + y? < 1. Esta regién se muestra
achurada en rojo en Figura |1.

Por otro lado, el conjunto (z < y A1l < x? — y?) corresponde a la interseccién entre la region
que se encuentra sobre la diagonal x = y y el complemento del circulo (cerrado) z%+y? < 1.
Esta region se muestra achurada en azul en Figura 1.
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Figura 1: Gréfica del dominio de la funcién f(x,y)

(b) Afirmamos que el limite no existe. En efecto, si nos acercamos a (0, 0) por el eje z, es decir,
por puntos de la forma (z,0), con 0 # x — 0, vemos que

Vay?

= 0.

r4+ys
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Por otro lado, si nos acercamos a (0,0) por la curva x = 3% con 0 # y — 0, obtenemos

3 /0,64,3 6 1
vy _VIY _ Y — — cuando y — 0.
[L’—i-yG y6_|_y6 y6_|_y6 2

(c) Dado que et £ 1 si (2,y) # (0,0), por algebra y composicién de funciones continuas
concluimos que la funcién ¢ es continua para (z,y) # (0,0). Nos resta analizar el caso de

(0,0), para lo cual debemos estudiar si el limite ( l)m% )g(x,y) existe y es igual a ¢(0,0).
z,y)—(0,0
Para ello, utilizaremos coordenadas polares: x = rsin(f), y = r cos(), conr > 0y 6 € [0, 27].
Notemos que
2 .
B xy ~ r?sin(0) cos(0)
g(I,y) - 6(x2+y2)_1 - erz_l :

Dado que lim —;
r—0 e — 1
del dngulo @) concluimos que

=1y que liH(l] sin(f) cos(f) no existe (dado que la expresion depende
r—r

2
lim g(z,y) =lim ( i sin(6) cos(@)) no existe.

(z,)—(0,0) rs0\em? —1

Por lo anterior, la funcién g no es continua en (0,0). En conclusion, la funcién g es continua

en R?\ {(0,0)}.

Asignacion de puntajes

Problema 1

(a) (i) (0.5 pts) Calcula correctamente “*! para n par.

(ii) (0.5 pts) Calcula correctamente “* para n impar.

(iii) (0.5 pts) Deduce de lo anterior que lim “2** no existe.
n—oo n

(iv) (0.5 pts) Concluye que el criterio de la razén no permite decidir si la serie converge o
diverge.

1

(b) (i) (1 pt) Obtiene correctamente la serie de potencias de —

de la serie geométrica.

centrada en x = 0 a partir

(ii) (0.3 pts) Indica que el radio de convergencia de dicha serie es 1.

(iii) (1 pt) Multiplica correctamente la serie de potencias anterior por (x 4 1), escribiendo
2+l como una suma de dos series de potencias centradas en x = 0.

341
(iv) (0.2 pts) Indica que el radio de convergencia de las dos series es 1.
(c) (i) (0.2 pts) Escribe 5;11 = wg_;m

(ii) (0.5 pts) Integra la suma de las dos series de potencias obtenida en la parte anterior
entrea::()yx:%.
(iii) (0.5 pt) Calcula correctamente la integral anterior.

(iv) (0.3 pts) Deduce que 7 se puede escribir como la serie indicada en el enunciado.
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Problema 2

(a) (i) (0.5 pts) Escribe correctamente e’ como su serie de potencias centrada en t = 0.
et—1-—t
2

(iii) (0.5 pts) Integra la relacién anterior entre t =0y t = = > 0.

(ii) (0.5 pts) Escribe correctamente como una serie de potencias.

(iv) (0.5 pts) Concluye correctamente la desigualdad del enunciado.

(b) (i) (0.7 pts) Escribe correctamente el drea del tridngulo APQR como %|Cﬁ% X Cﬁ\

(ii) (0.8 pts) Escribe correctamente el area del tridngulo APQR como %d|6ﬁ|
(iii) (0.5 pts) Deduce correctamente a partir de lo anterior la férmula para d del enunciado.

(c) (i) (0.3 pts) Identifica correctamente el centro y radio de la esfera.

(ii) (0.3 pts) Identifica correctamente un vector normal al plano y su respectivo coeficiente

libre.
(iii) (1 pt) Calcula correctamente la distancia entre el centro de la esfera y el plano.
(iv) (0.4 pts) Deduce correctamente que el plano corta a la esfera.

Problema 3
(a) (i) (0.3pts) Escribe que Dom(f) = {(m,y) c R? \ TU S OANL gy A o} .

17127y2 -
(ii) (0.3 pts) Argumenta que 1 — 2? — y? # 0 significa que los puntos en la circunferencia
de centro (0,0) y radio 1 no pertenecen al dominio de f.

(iii) (0.3 pts) Indica que =55 >0 <= (22 yAl>2"+¢y*)V(z <yl <a?—y).

(iv) (0.3 pts) Deduce que el conjunto de puntos tales que (z > yAl > x?+1?) corresponden
a la interseccion entre la region que se encuentra bajo la diagonal x = y y del circulo
(abierto) 22 +y? < 1.

(v) (0.3 pts) Deduce que el conjunto de puntos tales que (z < yAl < 22—y?) corresponde a
la interseccién entre la region que se encuentra sobre la diagonal x = y y el complemento
del circulo (cerrado) z?* + y* < 1.

(vi) (0.5 pts) Grafica correctamente el dominio de f.

(b) (i) (0.7 pts) Elige un primer camino y calcula correctamente el limite por dicho camino

Vay?
de ~ v

(ii) (0.7 pts) Elige un segundo camino, diferente al primero, y calcula correctamente el

Vzy?
:C-‘ryG )

(iii) (0.6 pts) Deduce a partir de lo anterior que el limite no existe.

limite por dicho camino de obteniendo un resultado diferente al del primer camino.

(c) (i) (0.5 pts) Deduce correctamente a partir del algebra y la composicion de funciones
continuas que g es continua para todo (x,y) # (0,0).

(ii) (0.2 pts) Escribe correctamente la funcién ¢ utilizando coordenadas polares.
(iii) (0.4 pts) Argumenta correctamente que lir% 5—21 =1

r—0¢€¢ —
(iv) (0.4 pts) Argumenta correctamente que lir% sin(f) cos(f) no existe.

r—

(v) (0.2 pts) Deduce correctamente a partir de lo anterior que ( l)irrzo ) g(x,y) no existe.
x?y _> ?

(vi) (0.3 pts) Concluye que g no es continua en (0, 0).
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