PoNTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
FACULTAD DE MATEMATICAS

MAT1620 — CALCULO 2

PRIMER SEMESTRE DE 2025

Pauta Interrogacion 2

Problema 1

o0
(a) (3pts) Determine si la serie ) % es condicionalmente convergente, absolutamente
n=10
convergente 6 divergente.

(b) (3pts) Considere la sucesion (ay,)nen definida por

2 — arctan(n?)

NG

a1 =1, apy1 = a, Vn € N.

o

Determine si ) a, converge o no.
n=1

Solucidon

(a) Notemos que cos(nm) = (—1)" para todo n € N, y por lo tanto

— cos(nm) = (—1)"
I SR

n=10

Definiendo b,, = in para n € N, tenemos que

3

b1 <b,VneN y lim b, =0.

n—oo
S n
Por lo tanto, el criterio de la serie alternante implica que la serie ;0 (7% converge. Por
otro lado, "
n=10 Vv n=10 vn n=10 ns’

o0
la cual es divergente dado que % < 1. En conclusién, la serie > % es condicionalmente
n

n=10
convergente.

(b) Notemos que 0 < arctan(n?) < I < 2 para todo n € N, y por lo tanto

2 — arctan(n?)

Vn
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>0 VneN.




Dado que a; = 1, por induccion se deduce facilmente que a, > 0 para todo n € N. Para
(e}

determinar si la serie ) a, converge o no, utilizaremos el criterio de la razén. Para ello,

n=1
calculamos )
i |G| _ 2 — arctan(n®) _0
n—o0 |an| n—00 \/ﬁ ’
donde usamos que lim,, ., arctan(n?) = 5 limy, oo —= == = 0 y algebra de limites. Como

0 < 1, deducimos que Y a, converge.
n=1

Problema 2

(a) (2pts) Determine el dominio de la funcién definida por

o0 n 2n
Z 222n '
n=0
(b) (2pts) Considere la serie de potencias
3z
T(I) =x+ 3 + 5 +.

cuyo radio de convergencia es +0o (lo cual no debe demostrar). Escriba T' como una suma
infinita y muestre que satisface la ecuacién

T'(x)—T(x)=0 VzeR.

(c) Considere la funcién h definida por

g
h — e 122 glzx <1
(z) { 0 sia2>1.

(i) (1pt) Sabiendo que h™ es una funcién continua en R para todo n € N, deduzca que

R (1) = 0 para todo n € N.

*(ii) (1pt) ;Existe un radio R > 0, para el cual h puede ser representada como su serie de
Taylor en z = 1, es decir,

n=0

(n)

(x —1)", para|z—1] < R?

Justifique su respuesta.
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Solucion

(a) Para determinar el dominio de f, debemos encontrar los z’s en R para los cuales la serie

o0
(—1)mz*" . .
g W converge. Claramente para x = 0 la serie converge. Para x # 0, analizaremos
n!
n=0

la convergencia de la serie utilizando el criterio de la razon.

Usando que (n + 1)! = (n + 1)n!, tenemos, para x € R\ {0} (fijo),

(_ 1)n+1x2(n+1)

1N292(n+1) 2
fi [{EDP2D T
(n!)222n
L , , = (1)
Por lo tanto, como 0 < 1, por el criterio de la razén concluimos que la serie Z
v (n1)222n
converge para todo x € R, lo que implica que Dom(f) = R.
(b) Notar que
o0 l,2n+1
T(x) = e
HZ:O (2n 4+ 1)!
Luego,
= 2n+Da? X g
| |
£~ (2n+1)! “— (2n)!
y
& 2n 2n—1 0 r2n—1 0 I2(n+1)71 & r2ntl
T" (1) = = — =T(x).
=S S =S o =Tl

Por lo tanto, 7" (x) — T'(z) = 0 para todo = € R.

(c) (i) Sea n € N. Notar que lim h™(z) = 0. Luego, como h(™ es una funcién continua en
x—>1

todo R, (™ (1) lel_%h )(x) $1i>1]1[1+h (x) =0.

(ii) No, no existe R > 0 tal que

= hM(1
:Z n'( )(az—l)", para |z — 1| < R. (1)
n=0 ’
Por la parte (i), sabemos que ) %(m — 1) = 0 para todo x € R. Luego, como
n=0

h(z) > 0 para x € (—1,1), si existiera un R > 0 tal que (1), necesariamente h(x) = 0
para algin z € (—1,1), lo cual es una contradiccion.
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Problema 3

(a) (3pts) Sean v, v, U3 vectores en R®. Usando la identidad

—

i x (0 x W) = (- W) — (- 0)0 Vi, T, vectores en R?,

deduzca que
Uy X (Uy X U3) + Uy X (U3 X U1) + U3 X (¥ X Uy) = 0.

(b) (3pts) Determine la ecuacién del plano que es perpendicular a los planos
20 —y+52=28 v x+3y—z=7

y cuya interseccién con estos planos es (—1,5,7).

Solucion

(a) Usando la identidad, tenemos que

’171 X (172 X 173) = (171 773)772 - (_)1 172)773
’172 X (173 X 171) = (172 171)773 — (272 173 171
173 X (171 X 772) = (773 . 172)171 — (_)3 171 172

Por lo tanto, sumando obtenemos

!

’171 X (_)2 X 3)—|—172 X (173 X 171)+273 X (171 X 172)
= [(T3 - 02) — (U2 - U5)] 01 + [(01 - U3) — (U3 - 01)] 02 + (V2 - 01) — (T - §)] U3 = O,

donde en la tultima igualdad utilizamos la conmutatividad del producto punto.

(b) Notemos que @ := (2, —1,5) y ¥ := (1,3, —1) son vectores normales a los planos 2z —y+5z =
28 v x + 3y — z = 7 respectivamente. Ademds, el vector W := 4 X U es ortogonal tanto a

como a v. Por céalculo directo, tenemos

w = U X U= (U3 — Uz, ugy — Uivs, U1V — ugvy) = (—14,7,7),

por lo que el plano de ecuacién
—ldx+Ty+72+d=0,

para cualquier d € R (fijo) es ortogonal a los planos 2z —y + 52z =28 y x + 3y — 2z = 7.
Finalmente, como el plano buscado pasa por el punto (—1,5,7), encontramos d imponiendo

que
—U4(-1)+70)+7(7)+d=0 = d=—-98.

La ecuacién del plano buscado es entonces

14z + Ty + Tz — 98 = 0.
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Asignacion de puntajes

Problema 1

(a) (i) (0.5pts) Escribe la serie como una serie alternante.

(ii) (1pt) Aplica correctamente el criterio de la serie alternante (verificando sus hipdtesis)
para concluir que la serie es convergente.

(iii) (1pt) Deduce correctamente que la serie no converge de manera absoluta.

(v) (0.5pts) Concluye que la serie es condicionalmente convergente.

(b) (i) (0.5pts) Argumenta que a, > 0 para todo n € N (o bien que es distinto de 0 para
todo n € N).

(ii) (1pt) Utiliza el criterio de la razon para analizar la convergencia de la serie y concluye
lant1] 2—arctan(n?)

|an] vn
(iii) (1pt) Calcula correctamente el limite anterior utilizando propiedades de los limites.

que lim,, = lim,, oo

(iv) (0.5pts) Deduce que la serie es convergente.

Problema 2

(a) (i) (0.2pts) Indica que la serie converge cuando x = 0.
(ii) (0.7pt) Utiliza el criterio de la razén para analizar la convergencia de la serie y concluye
lan1] 2

: x
lan] hmn—)oo (n+1)222"

(iii) (0.5pts) Concluye que el limite anterior es 0 para cualquier x € R\ {0}.

que lim,,

(iv) (0.3pts) Deduce que la serie es convergente para cualquier x € R.
(v) (0.3pts) Deduce que Dom(f) = R.
(b) (i) (0.5pts) Escribe la serie como una suma infinita.
(ii) (0.5pts) Calcula correctamente T"(z).
(iii) (0.5pts) Calcula correctamente 7" (x).
(iv) (0.5pts) Deduce que T"(x) — T'(x) = 0 para todo = € R.
(c) (i) 1. (0.5pts) Justifica que lim,_,;+ h™(z) = 0.
2. (0.5pts) Utiliza correctamente la continuidad de h™ y lo anterior para deducir que
R (1) = 0.
(c) x(ii) 1. (0.2pts) Identifica que la serie de Taylor de h en x = 1 es la serie nula.

2. (0.2pts) Indica que h(z) > 0 para todo = € (—1,1).
3. (0.6pts) Justifica correctamente a partir de lo anterior que no existe R > 0 para el
cual se satisface la igualdad del enunciado.
Problema 3

(a) (i) (1pt) Aplica correctamente la identidad para escribir los 3 productos cruz triples.
(ii) (1pt) Suma correctamente las expresiones de los 3 productos cruz triples.

(iii) (1pt) Concluye que la suma es 0 utilizando la conmutatividad del producto punto.
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(b) (i) (0.5pts) Identifica los vectores normales @y ¢’ a los planos 2 —y+5z = 28 y 2+3y—z =
7.

(ii) (1pt) Calcula W = @ x ¥, senalando que el vector resultante es ortogonal a 4 y .

(iii) (0.5pts) Indica que el plano de ecuacién —14x + 7y + 7z + d = 0 es ortogonal a los
planos 2x —y 4+ 52 =28 y x + 3y — z = 7, para cualquier d € R.

(iv) (0.5pts) Calcula d a partir del hecho que el plano buscado pasa por el punto (—1,5,7).

(v) (0.5pts) Encuentra la ecuacién del plano buscado.
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