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1. Obtenga un desarrollo en serie de potencias para la funcién
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Solucién: Sabemos (serie geométrica) que si |z| < 1, entonces
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Podemos integrar esta serie para obtener que
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Evaluando en z = 0 podemos determinar que la constante de integra-
cién es 0. Reemplazando = por 2, obtenemos que
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Finalmente, como 2n+2 > 0 para todo n > 0, podemos dividir la serie
por x para obtener
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Asignacion de Puntaje:

(1 pto.) Por la serie geométrica que representa a 14%3: Si escribe al-

gunos términos correctos seguidos de puntos suspensivos, la mitad
del puntaje.

» (2 pts.) Por integrar la serie término a término. Si lo hace con
puntos suspensivos, mitad de puntaje.

» (1 pto.) Por notar la necesidad de una constante de integracion.
= (0.5 pts.) Por determinar que la constante de integracién es 0.

= (0.5 pts.) Por asegurarse de que puede dividir la serie por x pues
no tiene término constante.

= (1 pto. ) Por escribir la serie final correctamente.
a) Determine si existe o no un vector v tal que
(2,—1,2) x v=(1,3,2)
b) Calcule el angulo entre las rectas:

G(t) = (5,—1,2) + (2,3, 4)
() = (5,—8,0) + £(—1,2,—1)

Solucion:

a) Si calculamos el producto punto con (2, —1,2) a ambos lados de la
ecuacion, obtenemos:

(2,-1,2) - ((2,-1,2) x v) = (2,-1,2) - (1,3,2) =2 -3+ 4 =3

pero el lado izquierdo vale 0 pues el producto cruz de dos vectores
es perpendicular a cada uno de ellos. Esta contradiccion nos dice
que no existe tal vector v.

Asignacion de Puntaje:
= (3 pts.) Por argumentar correctamente que el producto cruz

debe ser perpendicular al vector (2, —1,2) pero que el produc-
to punto al lado derecho no es 0.



b) Denotemos por 6 el angulo entre las rectas. Este es también el angu-
lo entre sus vectores directores. Por el teorema sobre el producto
punto, sabemos que

(2,3,4) - (—-1,2,-1)

o) = T a1 1 "

Concluimos que las rectas son perpendiculares.
Asignacion de Puntaje:

» (1 pto.) Por calcular el producto punto entre los vectores di-
rectores.

= (2 pts.) Por argumentar que entonces las rectas son perpen-
diculares.

3. Considere los planos:
hi:e+y—2=1, Ih:x+2y+2=1.

a) Encuentre la ecuacién vectorial de la recta de interseccion de los
planos II;, Iy

b) Encuentre la ecuacién del plano que contiene a la recta encontrada
en a) y que pasa por el punto P = (3,1, 1).

Solucién:
a) Para encontrar la ecuacién de la recta resolvemos el sistema:
r+y—z=1 N 11 -1 |1
r+2y+z2=1 1 2 1 1
Luego realizando operaciones elementales de filas tenemos que:
11 -1 11 11 -1 11 10 =31
12 1 1 01 2 |0 01 2 |0
Si z = t tendriamos ¢ = 3t + 1, y = —2t., de donde la recta
buscada es:
L:(z,y,z) =(1,0,0) + (3. — 2, 1).

Asignacion de Puntaje:



= (1.5 pts.) Por resolver el sistema correctamente.
» (1.5 pts.) Por escribir correctamente la ecuacién vectorial de
la recta.

b) Para encontrar la ecuacién del plano que contienen a P = (3,1, 1)
necesitamos un vector normal al plano, para determinar dicho vec-
tor hagamos lo siguiente:

Consideremos Py = (1,0,0) y formemos el vector
POZ_:; :P—P0:<2,1,1>
y por lo tanto nuestro vector normal seré:

W =F Z_SX 7 , donde este ultimo es el vector director de la recta

Asi

- =
i
=2 1 = (3,1,-7).

— =]

3 =2

Finalmente la ecuacién del plano es dada por:
(x—=3,y—1,2—1)-(3,1,-7) =0 <3z +y—T72—3=0.

Asignacion de Puntaje:

= (1.5 pts.) Por encontrar correctamente el vector normal al plano.

= (1.5 pts.) Por determinar correctamente la ecuacion del plano.

4. a) Describa (puede ser con un esbozo) las curvas de nivel de la fun-
cién:
g(x,y) =y* — 22

b) Determine si el limite existe, y en caso de existir determine su

valor.
3
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c¢) Considere la funcién:

xa

fay) ={ Zig @700
0  (z,y)=(0,0)

Determine los valores a € R de modo que f(x,y) sea continua en
R2.

Solucién:
a) Para encontrar las curvas de nivel debemos analizar:
y? —22° =k, k € R.
Primero consideremos k£ = 0
' =21 = y:j:\/ix

Aqui obtenemos 2 rectas que pasan por el origen: y = 2z e
Y= —V2z
Si k > 0 : podemos escribir nuestra ecuacion de la forma:

y2 2332

L
k k

La cudl es una hipérbola que se abre hacia arriba y hacia abajo.
Si k < 0 : podemos escribir nuestra ecuacion de la forma:
21,2 y2

_e g
Tk

La cudl es una hipérbola que se abre hacia la derecha y hacia la
izquierda.

En resumen las curvas de nivel de la funcién g(x,y) son de la
forma:



b=y

k=1 k=1

k=0 G k=0
| 1 x
=3 - 2

k=1 k

Asignacion de Puntaje:

= (0.5 pts.) Por determinar correctamente las rectas cuando k =
0.

= (0.5 pts.) Por identificar correctamente las hipérbolas.

(
= (1 pto.) Por bosquejar correctamente las hipérbolas y las rec-
tas.

b) Para calcular este limite consideremos algunos caminos:

Si consideramos y = x obtenemos que:

3y 3z x? 22

Iim ——=lm——=Iim—— =1im =0
(z9)—00) 26 + 92 22026 + 22 2—020 + 22 a0zt 41

Ahora consideremos y = 3

23y ) 2303 b

(@)= (0,0) T8 + Y2 220 g6 4 (3)

1
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Puesto que para caminos distintos obtenemos limites distintos con-
cluimos que el limite no existe.

Asignacion de Puntaje:

» (0.75 pts.) Por calcular el limite en el camino y = z (u otro
similar).
= (0.75 pts.) Por calcular el limite en el camino y = z*

similar).

(u otro

= (0.5 pts.) Por concluir de los limites anteriores que el limite
no existe.

c) Analicemos que ocurre con la funcién en (z,y) = (0,0).
Veamos que:

= f(0,0) =0, por lo que f estd definida en (0, 0).

x(l

eanton Y = ¢ 0 g
Para analizar este limite usemos coordenadas polares:
x =rcos(f) ey =rsin(h).
De donde tenemos que:

, z® r®cos® 0 R
Ilm —= m———— = lim r

a
5 5 1 1 cos? 6.
(z,y)—(0,0) T° + Y r— r r—

Este ultimo limite existe y es igual a cero si y solamente si
a > 2.

= Considerando a > 2 tenemos que
lim x,y) = f(0,0
o T y) = f(0,0)
Por lo tanto f serd continua en (0,0) siempre que a > 2.
Notemos que si (z,y) # (0,0) y a > 2 la funcién f(z,y) estd bien
definida y es continua.

Por lo tanto si a > 2 la funcién f(z,y) serd continua en
todo R?.

Asignacion de Puntaje:

» (1 pto.) Por concluir correctamente que el limite en (0, 0) exis-
tira si y solo si a > 2.



» (0.5 pts.) Por afirmar que f serd continua en (0,0) para a > 2.

» (0.5 pts.) Por justificar que f es continua para (z,y) # (0,0)
ya> 2.



