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1. Determine si cada uno de los siguientes limites existen. En caso de existir,
obtenga su valor.

a lim b l
) ) (x,y)IE%LO) 2 —=2x+ 1+

(@y)—00) xt 4yt

Sol:

a) Para las rectas (z(t),y(t)) = (t,mt) con m € R, tenemos

) y?sin(z)? . m2t?sin(t)? m?
lim “——— =Ilim = .
(z.9)—(0,0) z* 4+ 14 t—=0 t4(1 +m?*) 1+m?
Luego el limite no existe.
Puntaje:
= 2 ptos Por mostrar que el limite depende de algiin parametro.
= 1 pto Por concluir que el limite no existe.
b) Ocupando coordenadas polares centradas en (1,0), z = 1 + rcos(t) e
y = rsin(t), el limite queda
€x2—2x+1+y2 -1 €r2 -1

lim = lim
@y)—(1,0 22 —2x+1+y2 150 2

Puntaje:
= 1.5 ptos Por ocupar coordenadas polares en la expresion.
= 1.5 pto Por concluir que el limite vale 0.

2. Sea W(s,t) = F (u(s,t),v(s,t)) donde F,u,v son diferenciables en R? tales
que

) = 2,us(1,0) = —2,u,(1,0) = 6,
) =3,vs(1,0) = 5,v,(1,0) =4,
F.(2,3) = —1,F,(2,3) = 1.
Calcular VW (1,0).
Sol: Por regla de la cadena tenemos,
Ws = Fuus + Fyus vy Wy = Fyuy + Fyuyg.
Reemplazando los datos nos queda
Wi(1,0) = Fu(2,3)us(1,0) + F,(2,3)vs(1,0) =7
Wi(1,0) = Fu(2,3)u(1,0) + F,(2,3)v,(1,0) = —2.

Luego VIV (1,0) = (7, —2).
Puntaje:



4 ptos Por calcular bien la regla de la cadena.
1 pto Por reemplazar y concluir que concluir que VW (1,0) = (7, —2).

2

— (@) # (0,0)

3. Considere la funcién f(z,y) = < 22+ y?’

4.

a)
b)

c)

Sol:

a)

)
b)

Sol:

0, (I7y) = (0,0)

Analizar la continuidad de f(z,y) en R%

Calcule la derivada parcial de f respecto a x en (0,0), en caso que esta
exista.

., Es f diferenciable en (0,0)?

Para los puntos (x,y) # (0,0) la funcién es continua por ser un cuociente
de polinomios donde el denominador no se anula. Luego, por coordenadas
polares

i EY g cos(®)sin(®)
(@,y)—(0,0) 22 +y? =0 r2 :

Como el limite existe y vale 0 = f(0), la funcién es continua en todo R
Puntaje:

» 2 ptos Por concluir de manera adecuada que f(z,y) es continua en
todo R2.

Sea v = (a,b) € R? un vector. La derivada direccional de f en (0,0) con
respecto a v es

.. f(ha,hb) — f(0,0) N
D, f(0,0) = 11113% h n flzlgcl) R3(a? +b2) a4+ b2’
Puntaje:
a’b

» 2 ptos Por calcular de manera adecuada que D, f(0,0) = pEaEE
a

Consideramos v = (1,1) = e; + e5 donde e; = (1,0) y e2 = (0, 1). Luego,
1
D, f(0,0) = 5 D., f(0,0) =0y D., f(0,0) =0.

La funcion f(z,y) no es diferenciable en (0, 0) pues no satisface D, f(0,0) =
D.,f(0,0) + D., f(0,0).
Puntaje:
= 2 ptos Por concluir de manera adecuada que f(x,y) no es diferen-
ciable en (0, 0).
Muestre que todo plano que es tangente al cono 22 + y? = 22 pasa por el

origen.

Determine los puntos en los cuales la direccion méaxima de la derivada
direccional de la funcién f(z,y) = 2? +y* — 2z — 4y es la del vector (1,1).



a) Sea f(z,y,z) = 22 — 2% — 4, asi el cono se describe como el conjunto de
nivel {f = 0}. De esta forma un plano tangente al cono estd dado por

fa(Z0, Y0, 20)(x — 20) + fy(T0, Yo, 20) (¥ — Yo) + f=(20, Yo, 20)(2 — 20) = 0,

donde el punto (zg, Yo, 20) es el punto de tangencia. Luego,

f:c(-CEanO; ZO) = _2-7707 fy($07y0a ZO) = _2y07 fz('anyOa ZO) = _220-

Por tanto la ecuacion de un plano tangente al cono es

— 2x0(x — x0) — 2yo(y — yo) + 220(2 — 29) =0
— 0T — Yoy + 202 + 2 (25 — x5 — yg) = 0.
—_—
Notamos que el punto (0,0, 0) pertenece a —zox — Yoy + 20z = 0.
Puntaje:

= 1 pto Por describir la ecuacion del plano tangete de un conjunto de
nivel o grafico de una funcion.
= 1 pto Por calcular las derivadas de la funcion antes encontrada.

= 1 pto Por mostrar que el punto (0,0,0) pertenece al plano tangente
del cono.

b) La funcién f es diferenciable en todo R? por ser un polinomio, luego
la direccién de méaxima de la derivada direccional corresponde a Vf.
Imponemos la condicién del problema,

Vf=(1,1) <= 2z —2,2y —4) = (1,1).
Esto nos da el punto (%, g)

Puntaje:

» 1 pto Por mostrar que la funcién es diferenciable en R? y enunciar
que Vf es la direccién maxima de la derivada direccional.

= 1 pto Por calcular Vf.
= 1 pto Por encontrar el punto (g, g)

5. Clasifique todos los puntos criticos (méximos locales, minimos locales y puntos
silla) de la funcién f(z,y) = x2ye * %" en el disco unitario (i.e: los puntos
(x,y) € R? tales que 2% + ¢y < 1).

Sol: Los puntos criticos de f(z,y) son Vf = (0,0). Luego,

fo = 23l:ye’””2’y2 — 2x3ye’m2’y2 =0

fy = 22e Y 2p2yPe Y = ),
con esto los puntos criticos son (0,y) con y € R y las cuatro combinaciones
de x = +£1 y y = £=. Los puntos criticos que pertenecen al disco unitario son

(0,y) con |y| < 1. Por el criterio de la segunda derivada calculamos,

fra(0,9) = 29€7"", £, (0,) = 0, f,(0,) = 0.
Luego todo los puntos criticos de f(x,y) en el disco unitario son degenerados
pues fo fyy — f2, = 0.
Puntaje:



= 2 ptos Por calcular Vf.

» 2 ptos Por encontrar todos los puntos criticos de f(z,y) en el disco
unitario.

» 2 ptos Por clasificar todos los puntos criticos de f(z,y) en el disco uni-
tario.

6. Maximize la funcién f(z,y, 2) = zyz con restricciéon z+y+2z =3y (z,y, 2) en

i i T+Y+2z

el primer octante (i.e: x > 0,y > 0y z > 0). Concluya que Jzyz < +

Sol: Ocupamos el método de multiplicadores de Lagrange para encontrar los
puntos criticos. Sea g(z,y, z) = x + y + 2, calculamos el sistema

Vf =AVyg
g =3
Eso equivale a buscar z,y, 2z > 0 tal que
yz = A
Tz = A\
Yy = A
r+y+z=3

De las primeras tres ecuaciones tenemos que r = y = z y reemplazando en la
ultima tenemos que x = 1. Con esto el punto critco es (1,1,1).

Luego ocupamos que z = 3 — z — y en la funcién y nos queda f(z,y) =
(3 — x — y)xy. Entonces por el criterio de la seguda derivada calculamos

foo = =22, fo, =3 — 22 -2y, f,, = 2.

Como D = fu.(1,1)f,(1,1) — fo(1,1) = 3y fuz(1,1) = —2, tenemos que
f(1,1,1) = 1 es maximo local que al ser unico es global. Finalmente, para
x,y,z > 0 se cumple que

3¥ryz =3/ f(r,yz) <3vf(1,1,1)=3=a+y+z.

Puntaje:

2 ptos Por calcular la ecuaciones que permiten calcular el punto critico.

1 pto Por encontrar el punto critico.

2.5 ptos Por mostrar que es un maximo global.

0.5 ptos Por concluir la desigualdad.

(Duracién: 2 horas y 30 minutos)



